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L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 


DISCOURS  PRÉLIMINAIRE. 


La  Mécanique  est  la  science  du  mouvement  el  des  forces. 

• 

Nous  savons  tous  ce  que  c'est  que  le  mouvement;  nous 
savons  tous  aussi  ce  que  c'est  que  le  temps  et  Vespace;  et 
pourtant  on  peut  affirmer  qu'il  n'est  pas  possible  de  définir 
clairement  ces  deux  notions  fondamentales,  dont  la  combi- 
naison produit  ridée  le  mouvement. 

a  Réunissez  »,  dit  Charles  Nodier,  «  Orphée,  Épicure,Démo- 
crile,  Aristote,  Hippocrate,  Archimède,  Marc-Aurèle,  Cicéron, 
Montaigne,  Bacon,  Locke,  Li>ibnitz,  Bossuet,  Kant,  Georges 
Cuvier,  et  toi  aussi,  mon  cher  Ballanche;  donnez-leur  pour 
rapporteur  ce  bon  prince  de  la  Mirandole,  qui  s'éiait  engage  à 
soutenir  une  thèse  contre  lout  venant,  de  omni  re  scibili;  et 
demandez  à  ces  gens-là  s'ils  savent  ce  que  c'est  que  le  temps 
et  l'espace  :  ils  vous  répondront  qu'ils  ne  le  savent  pas,  que 
l'homme  ne  peut  pas  le  savoir.  » 

Essayerons-nous  de  dire,  avec  Leibnitz,  que  l'espace  est 
Vordre  des  choses  qui  coexistent^  et  le  temps,  V ordre  des  exis- 
tences successives.  Mais  il  est  évident,  non-seulement  que 
nous  n'avons  rien  expliqué,  rien  défini,  mais  encore  que  nous 
avons  fait  un  cercle  vicieux,  l'idée  de  succession  dérivant  né- 
cessairement de  celle  de  temps. 

La  Géométrie  est  la  sciepce  de  l'espace  et  de  sa  mesure.  On 
fait  déjà  quelquefois  intervenir  en  Géométrie  le  mouvement; 
L  I 
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par  exemple,  quand  on  définit  une  ligne  comme  décrite  par 
le  mouvement  d'un  point,  une  surface  par  le  mouvement  d*une 
ligne. 

On  pourraitdéfinir  lo  surfbce  de  la  sphère,  en  disant  que  tous 
ses  points  sont  à  égale  distance  d*un  point  intérieur  appelé 
centre.  Mais  quand  on  regarde  cette  même  surface  comme 
engendrée  par  le  mouvement  d'une  demi-circonférence  qui 
tourne  autour  de  son  diamètre,  Timage  devient  infutlment  plus 
nette,  plus  continue,  plus  lumineuse  :  on  a  tout  de  suite  l'objet 
défini  devant  les  yeux,  et  on  saurait  l'exécuter  au  besoin.  On 
n'est  pas  plus  embarrassé  quand  on  rencontre  en  Géométrie 
des  définitions,  telles  que  celle  de  l'hélice,  basées  sur  des 
combinaisons  de  mouvement  plus  ou  moins  compliquées.  Et 
en  définitive  ces'  emprunts  de  la  science  de  l'espace  à  celle 
du  mouvement  n'offrent  pas  le  plus  léger  inconvénient,  puis- 
qu'ils ne  donnent  lieu  à  aucune  pétition  de  principe,  et  qu'ils 
présentent  à  notre  esprit  des  images  d'une  grande  netteté,  la 
notion  du  mouvement  étant  au  nombre  de  celles  qui  nous 
sont  certainement  le  plus  familières. 

Le  mouvement  et  ses  propriétés  générales,  dit  d'Alembert, 
sont  le  premier  et  le  principal  objet  de  la  Mécanique.  Cette 
science,  dont  l'étude  doit  suivre  immédiatement  celle  de  la 
Géométrie,  s'en  distingue  nettement  par  l'introduction  d'une 
notion  nouvelle  :  celle  du  temps  qui  s'écoule  pendant  que 
les  mobiles  dont  on  s'occupe,  passant  d'une  position  à  une 
autre,  parcourent  un  certain  chemin  dans  l'espace. 

On  sait  que  le  lieu  d'un  corps  dans  l'étendue  se  détermine  au 
moyen  de  certaines  grandeurs  géométriques  fkommées  coor- 
données. Si  l'on  observe  ce  corps  (que  nous  réduirons,  pour 
plus  de  simplicité,  à  un  point  mathématique),  et  que  l'on  me- 
sure ses  coordonnées  à  des  instants  suffisamment  rapprochés, 
on  connaîtra  la  série  des  positions  successives  de  ce  point;  on 
pourra  construire  la  courbe  lieu  géométrique  de  ces  positions, 
courbe  qu'on  appelle  la  trajectoire  du  mobile.  On  n'a  fait  jus- 
qu'ici que  de  la  Géométrie. 

Si,  de  plus,  on  a  soin  de  noter  le  temps  qui  s'écoule  entre 
deux  observations  consécutives  quelconques,  on  connaîtra  le 
mouvement  d'une  manière  complète;  et  on  le  séparera  de  tous 
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les  autres  mouvemenls  qui  s'en  distinguent^  soit  parce  que  la 
trajectoire  n*est  pas  la  même,  soit  parce  que  des  espaces  égaux 
sont  parcourus  dans  des  temps  différents.  C'est  ce  dernier 
point  dont  on  n'avait  pas  h  se  préoccuper  en  Géométrie. 

L'Astronomie  vous  enseignera  les  moyens  de  mesurer  le 
temps.  Les  appareils  d'horlogerie,  aussi  bien  ceux  qu'on  em- 
ploie dans  la  vie  commune  que  ceux  qui  servent  aux  expé- 
riences de  précision»  sont  en  effet  réglés  sur  les  phénomènes 
célçstes.  L'unité  de  temps,  dans  la  Mécanique,  est  invariable- 
ment la  seconde  de  jour  solaire  moyen,  comme  l'unité  de  lon-i- 
gueur  est  toujours  le  mètre. 

Quand,  par  l'observation  simultanée  d'un  corps  en  mouve- 
ment et  d'une  horloge  à  secondes,  on  est  arrivé  à  déterminer 
les  espaces  parcourus  par  le  mobile  et  les  temps  employés  à 
parcourir  ces  espaces,  on  dit  qu'on  connaît  la  loi  du  mouvement; 
et  l'on  est  en  état  de  résoudre  le  double  problème  suivant  : 

i*"  Quelle  est,  à  un  instant  donné,  la  position  du  point  mo- 
bile dans  l'espace  ? 

2"*  Réciproquement  :  Le  lieu  du  mobile  ayant  été  déterminé 
par  l'observation,  quelle  heure  est-il P 

C'est  par  la  connaissance  de  la  loi  des  mouvements  des  as- 
u*es  que  l'Astronomie  sait  assigner  le  point  du  ciel  où  se  trou- 
vera, à  une  époque  donnée,  tel  corps  céleste  que  Ton  voudra; 
qu'elle  calcule  plusieurs  années  à  l'avance  le  lever  et  le  cou- 
cher du  soleil,  de  la  lune  et  des  planètes;  qu'elle  prédit  les 
éclipses,  les  marées,  et  tous  les  phénomènes  qui  intéressent, 
à  des  degrés  divers,  l'astronome,  le  géographe  ou  le  naviga- 
teur. 

Inversement,  l'observaiion  de  ces  phénomènes  donne  les 
moyens  de  déterminer  avec  une  grande  précision,  soit  l'heure 
du  lieu  où  l'on  se  trouve,  soit  même  l'heure  simultanée  d'un 
autre  point  du  globe,  élémedts  dont  la  différence  est  égale, 
comme  on  sait,  à  la  longitude  de  la  station,  prise  par  rapport  à 
un  point  connu. 

Dans  un  autre  ordre  d'idées,  c'est  par  la  connaissance  des 
mouvements*  des  mécanismes  qu'on  est  parvenu,  depuis  un 
siècle  environ,  à  remplacer  presque  partout,  dans  nos  ate- 
liers, la  main  de  l'ouvrier  par  les  forces  aveugles  de  la  nature 
inanimée.  C'est  ainsi  que  Tindustrio  a  été  dotée  de  ces  engins 

I . 
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merveilleux,  esclaves  obéissants  qui  tissent  nos  vêtements, 
transportent  nos  fardeaux,  façonnent  les  métaux  pour  les 
usages  les  plus  variés,  accomplissent  en  un  mot  toutes  les 
fonctions  qui  semblaient  jusqu'ici  Tapanage  exclusif  du  tra- 
vail intelligent. 

Il  est  évident  que  par  Tobservalion  directe,  aidée  de  Tappli- 
cation  seule  de  la  Géométrie  et  du  calcul,  on  peut,  sans  le 
secours  d aucun  principe  nouveau,  trouver  les  propriétés  gé- 
nérales du  mouvement,  varié  suivant  une  loi  quelconque.  C'est 
ainsi  qu'ont  procédé  les  créateurs  de  la  Mécanique  propre- 
ment dite,  les  Kepler  et  les  Galilée. 

Mais,  comment  arrive-t-il  que  le  mouvement  d'un  corps 
suive  telle  ou  telle  loi  particulière  ?  C'est  sur  quoi  la  Géomé- 
trie seule  ne  peut  rien  nous  apprendre;  et  c'est  aussi  ce  qu'on 
doit  regarder  comme  le  premier  problème  qui  appartienne,  à 
proprement  parler,  à  la  Mécanique. 

On  voit  d'abord  fort  clairement  qu'un  corps  ne  peut  se  don- 
ner le  mouvement  à  lui-même.  Il  ne  saurait  donc  être  tiré  du 
repos  que  par  l'action  de  quelque  cause  étrangère  (*). 

Telle  est  la  loi  fondamentale  de  Vinertie,  sur  laquelle  nous 
aurons  à  revenir  pour  ein  faire  apprécier  le  véritable  caractère 
et  la  haute  portée.  Bornons-nous,  pour  le  moment,  à  dire  que 
quand  un  corps  (dont  nous  pouvons  toujours  supposer  les  di- 
mensions plus  petites  que  toute  grandeur  assignable,  infini- 
ment petites,  pour  parler  le  langage  de  l'Analyse),  quand  un 
pareil  corps,  dis-je,  passe  de  l'état  de  repos  à  l'état  de  mouve- 
ment, ce  phénomène  a  nécessairement  une  cause;  et  cette 
cause,  d'après  notre  principe,  il  la  faut  chercher  en  dehors  du 
corps  qui  en  subit  l'action. 

L'étude  des  causes  capables  de  faire  naître  le  mouvement,  et 
la  recherche  des  relations  qui  existent  entre  ces  causes  et  le 
mouvement  produit,  sont  de  la  plus  grande  importance  au  point 
de  vue  des  applications.  En  effet,  la  connaissance  approfondie 
de  ces  causes  motrices  peut  seule  nous  permettre,  en  les  met- 
tant convenablement  en  jeu,  d'obtenir  dans  nos  manufactures 


(*)  D'Alembert,  Traité  de  Dynamique,  nouvelle  édition.   Paris,  i7:)8;   Dis 
cours  préliminaire,  p.  vu,  viu  et  ix. 
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les  mouvements  dont  nous  avons  besoin,  de  nous  opposer, 
au  contraire,  à  ceux  qui  seraient  inutiles  ou  nuisibles. 

Cette  étude  est  le  deuxième  objet  dont  la  Mécanique  ail  a 
s'occuper. 

Or,  les  mouvements  qui  nous  sont  le  plus  familiers  sont  ceux 
que,  dès  notre  enfance  et  par  le  moyen  de  nos  organes,  nous 
imprimons  journellement  soit  à  notre  propre  corps,  soit  aux 
objets  qui  nous  entourent.  La  cause  de  ces  mouvements 
(remarquez  que  je  ne  dis  pas  la  cause  première);  la  cause 
immédiate  de  ces  mouvements  est  ce  que  nous  appelons 
noire  force  musculaire,  dont  le  déploiement  est  la  condition 
indispensable  de  la  manifestation  des  phénomènes  qui  nous 
occupent, 

La  force  de  l'homme,  telle  esl  la  première  cause  de  mou- 
vement qui  ait  été  connue,  la  première  qu'on  ait  utilisée  pour 
les  travaux  les  plus  essentiels  à  la  vie. 

Mais  on  n*a  pas  dû  tarder  beaucoup  à  connaître  et  à  em- 
ployer d'autres  agents  naturels,  capables  de  suppléer  à  Tinsuf- 
iisance  de  notre  force  musculaire.  C'est  ainsi  qu'on  a  eu  re- 
cours d'abord  à  \^  force  des  animaux,  convenablement  dirigée, 
puis  à  \?^  force ÛQ  l'eau,  du  vent;  à  celle  de  la  vapeur,  qui  vient 
d'opérer  pour  ainsi  dire  sous  nos  yeux  toute  une  révolution 
dans  les  conditions  de  la  vie  sociale;  à  celle  de  réloctricité, 
qui  réserve  à  ceux  qui  viendront  après  nous  des  transforma- 
lions  peut-être  encore  plus  inattendues. 

En  général,  et  nous  conformant  en  cela  au  langage  vulgaire, 
nous  donnerons  le  nom  de  force  à  toute  cause  produisant  ou 
pouvant  produire  le  mouvement.  Par  exemple,  un  corps  que 
nous  cessons  de  soutenir  se  met  en  mouvement,  il  tombe.  La 
cause  de  ce  mouvement,  d'après  notre  définition,  est  une 
force  :  c'est  celle  qui  a  reçu  le  nom  de  pesanteur. 

Maintenant,  quelle  est  la  cause  de  la  pesanteur?  Si  nous 
répondons  que  c'est  l'attraction  de  la  terre,  on  nous  demandera 
quelle  est  la  cause  de  l'attraction,  et  ainsi  de  suite.  Aussi  nous 
abstiendrons-nous,  avec  le  plus  grand  soin,  de  toute  discussion 
relative  à  des  questions  de  ce  genre,  ainsi  que  de  toute  hypo- 
thèse sur  l'essence  intime  de  la  matière  ;  ces  problèmes  ne 
paraissant  pas,  en  ce  moment  du  moins,  susceptibles  d'une 
solution  basée  sur  l'expérience  et  le  raisonnement. 
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Nous  avons  dil  que  Tobjel  de  la  Mécanique  esl  Télude  du 
mouvement  ei  ^^s  forces.  La  division  de  noire  cours  ressort 
toui  naturellement  de  cette  déflnition,  suffisamment  éclaircie 
par  les  explications  que  je  viens  de  donner. 

I.  V étude  des  mouvements  considérés  en  eux-mêmes,  tels 
que  nous  les  observons  dans  les  corps  qui  nous  environnent ^  et 
spécialement  dans  les  appareils  appelés  machinesy  constitue 
une  première  partie  à  laquelle  nous  donnerons  le  nom  de 
Cinématique,  d'après  une  dénomination  introduite  par  Ampère, 
-et  aujourd'hui  généralement  adoptée  (*). 

J'ai  déjà  indiqué,  d'après  d'Alembert,  le  caractère  essentiel 
de  cette  partie  en  quelque  sorte  préliminaire-,  qui  n'exige 
aucun  nouveau  principe,  qui  n'invoque  aucun  fait  d'expé- 
rience, et  qui  doit  plutôt  être  rapportée  à  la  Géométrie  qu'à 
la  Mécanique. 

Non-seulement  la  Cinématique  étudie  le  mouvement  comme 
eiTet,  sans  chercher  à  remonter  aux  causes;  mais  encore  elle 
considère  uniquement  les  éléments  géométriques  des  corps, 
en  faisant  abstraction  de  la  matière  dont  ils  sont  composés. 
Aussi  les  théorèmes  de  la  Cinématique  sont-ils  indépendants 
de  la  connaissance  plus  ou  moins  complète  que  nous  pouvons 
avoir  de  la  constitution  des  corps«  et  ont-ils  toute  la  valeur  des 
vérités  géométriques. 

On  n'entre  réellement  dans  le  domaine  de  la  Mécanique, 
continue  d'Alembert,  que  quand  on  se  demande  comment  il 
arrive  que  le  mouvement  d'un  corps,  placé  dans  des  condi- 
tions déterminées,  suive  telle  ou  telle  loi  plutôt  que  telle 
autre. 

Or  nous  verrons  que,  pour  résoudre  ce  problème,  nous  au- 
rons besoin  de  poser  des  principes,  des  axiomes  spéciaux,  et 
de  doter  la  matière,  plus  ou  moins  arbitrairement,  de  certaines 
propriétés,  telles  que  celle  de  l'inertie  dont  nous  avons  déjà 
parlé;  et  l'on  comprend  qu'avant  d'avoir  recours  à  de  nou- 
veaux axiomes,  toujours,  dans  une  certaine  mesure,  hypothé- 
tiques, on  tienne  à  s'être  bien  rendu  compte  de  tout  ce  qui  ne 
dépend  pas  de  la  vérité  ou  de  la  fausseté  de  ces  axiomes. 

(*)  Es$ai  $nr  la  Philosophie  des  Scienees,  p.  5o;  i83/|. 
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Caruol  signale  à  plusieurs  reprises  la  haute  imporlauce>  à  la 
fois  pour  la  Géométrie  et  pour  la  Mécanique,  de  Tétude  des 
mouvements  géométriques;  notamment  dans  sa  Géométrie  de 
position^  p.  336  : 

tf  11  me  semble  même  que  la  Géométrie  ne  devrait  point  se 
borner  là,  et  qu'elle  pourrait  embrasser  les  mouvements  qui 
ne  résultent  pas  de  l'action  et  de  la  réaction  des  corps  les  uns 
sur  les  autres;  car  la  Mécanique  n'est  pas,  à  proprement  par- 
ler, la  science  du  mouvement,  mais  la  science  de  la  commu- 
nication du  mouvement.  > 

»  L'idée  de  mouvement  est  aussi  simple  que  celle  de  di- 
mension, et  peut-être  en  est-elle  inséparable.  Les  premières 
notions  de  la  Géométrie  enseignent  à  regarder  la  ligne  comme 
la  trace  d'un  point  qui  se  meut,  et  cette  notion  s'accorde  avec 
l'opération  matérielle  par  laquelle  on  trace  effectivement  une 
ligne  sur  le  papierj  avec  une  plume  ou  un  crayon  ;  elles  en- 
seignent de.  même  à  regarder  une  surface  comme  produite  par 
le  mouvement  d'une  ligne,  et  le  solide  comme  produit  par  le 
mouvement  d'une  surface.  Pourquoi  n'irait-on  pas  plus  loin^ 
en  considérant  ce  que  produit  à  son  tour  le  mouvement  du 
solide  dans  l'espace?  Ce  n'est  pas  ce  mouvement  en  lui-même 
qui  fait  l'objet  de  la  Mécanique,  mais  l'effet  des  modifications 
qu'il  éprouve....  » 

Et  plus  loin  (p.  338)  :  a  Si  la  théorie  des  mouvements  géo- 
métriques était  approfondie,  la  Mécanique  et  l'Hydraulique 
seraient  infiniment  simplifiées  ;  elles  se  réduiraient  au  déve- 
loppement du  principe  général  de  la  communication  du  mou- 
vement, qui  n'est  autre  chose  que  celui  de  la  réaction  toujours 
égale  et  contraire  à  l'action.  Les  grandes  difficultés  analytiques 
qu'on  rencontre  dans  la  science  de  l'équilibre  et  du  mouve- 
ment viennent  principalement  de  ce  que  la  théorie  des  mou- 
vements géométriques  n'est  point  faite  :  elle  mérite  donc 
toute  Tattention  des  savants.  » 

C'est  Ampère  qui  a  définitivement  constitué  la  science  des 
mouvements  géométriques,  en  la  définissant  d'une  manière 
précise,  traçant  les  limites  de  son  domaine,  enfin  en  lui  don- 
nant un  nom  que  chacun  s'est  empressé  d'adopter. 

Il  est  juste  de  dire  que,  bien  antérieurement,  le  général 
Poncclet  avait  professe  à  l'École  d'application  et  à  fhôtel  de 


8  DISCOURS   PRÉLIMINAIRE. 

ville  de  Melz  ce  que  nous  appelons  aujourd'hui  la  Cinéma- 
tique.  Depuis,  M.  Chastes,  à  qui  la-Géoniélrie  du  mouvement 
doit  une  partie  de  ses  récents  progrès,  lui  donna  une  place 
dans  son  cours  de  Machines  (cours  autrefois  séparé  du  cours 
de  Mécanique)  à  l'École  Polytechnique.  Enfin,  aujourd'hui,  le 
vœu  de  Carnoi  se  trouve  entièrement  réalisé  :  la  théorie  des 
mouvements  géométriques  est  faite.  Sous  le  nom  de  Cinéma- 
tique, elle  constitue  une  science  de  deuxième  ordre,  laquelle 
a  sa  place  marquée  entre  la  Géométrie  pure  et  la  Mécanique 
proprement  dite. 

Elle  emprunte  à  la  Géométrie  ses  méthodes,  et  par  une 
juste  réciprocité  elle  lui  fournit  de  puissants  secours  pour  la 
résolution  de  ses  problèmes  les  plus  transcendants. 

D'un  autre  côté  elle  se  rattache  à  la  Mécanique,  pour  le 
compte  de  laquelle  elle  se  charge  d'élucider  toutes  les  pro- 
priétés nécessaires  du  jnouvement,  celles  qui  sont  du  même 
ordre  que  le  théorème  du  carré  de  l'hypoténuse,  et  qui  ne 
sauraient  dépendre  en  aucune  façon,  ni  de  la  nature  des  causes 
motrices,  ni  des  conditions  physiques  de  la  réalisation  du 
mouvement. 

Le  mot  de  Cinématique  Bysun  été  pris,  par  les  divers  auteurs 
qui  se  sont  occupes  de  cette  science,  dans  des  acceptions  qui 
diffèrent  légèrement  l'une  de  l'autre,  il  convient  de  rappeler 
ici  la  définition  donnée  par  Ampère. 

«  La  Cinématique,  dit-il,  doit  renfermer  tout  ce  qu'il  y  a  à 
dire  des  différentes  sortes  de  mouvement,  indépendamment 
des  forces  qui  peuvent  les  produire. 

»  Elle  doit  d*abord  s'occuper  de  toutes  les  considérations 
relatives  aux  espaces  parcourus  dans  les  divers  mouvements, 
aux  temps  employés  à  les  parcourir,  à  la  détermination  des 
vitesses  d'après  les  diverses  relations  qui  peuvent  exister 
entre  ces  espaces  et  ces  temps. 

ù  Elle  doit  ensuite  étudier  les  différents  instruments  à 
l'aide  desquels  on  peut  changer  un  mouvement  en  un 
autre  (*).  » 

C'est  donc  à  la  Cinématique  qu'appartient  la  connaissance 
des  organes  ou  instruments  servant  à  changer  1?  direction  ou 


{*)  Ampère,  ouvrage  cité,  p.  5o. 
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la  vitesse  d'un  mouvement  donné,  connaissance  qui,  plus  ou 
moins  instinctive  chez  tous  les  hommes  voués  à  la  pratique 
des  machines,  leur  inspire  tant  d'ingénieuses  inventions.  Il 
suffit  à  cet  égard  de  nommer  le  métier  à  la  Jacquart,  les  fila  » 
tures  mécaniques,  les  machines  à  coudre,  etc. 

De  là  une  sous-division  de  la  Cinématique,  à  laquelle  on 
peut  donner  avec  Robert  Willis  le  nom  de  Théorie  des  méca- 
nismes, division  qui  a  une  très-grande  importance  au  point  de 
vue  pratique,  et  qui  a  fait  depuis  quelque  temps  de  bien  no- 
tables progrès.  La  théorie  géométrique  des  mécanismes  nous 
apprend  à  produire,  au  moyen  d'un  moteur  donné,  les  mou- 
vements les  plus  divers;  son  application  comporte  une  assez 
grande  précision.  11  existe  même  un  grand  nombre  de  ma- 
chines, notamment  dans  Thorlogerie,  pour  lesquelles  l'étude 
géométrique  des  mécanismes  employés  est  pour  ainsi -dire  ri- 
goureusement suffisante,  tant  est  secondaire  la  considération 
des  forces  qui  doivent  leur  donner  le  mouvement. 

Hàtons-nous  pourtant  d'ajouter  que  l'emploi  exclusif  de  la 
Cinématique  expose  à  de  graves  mécomptes  ceux  qui  se  li- 
vrent à  la  recherche  de  nouvelles  combinaisons  mécaniques, 
sans  essayer  de  se  rendre  compte  des  forces  qu'il  faudra  déve- 
lopper pour  donner  naissance  aux  mouvements  qu'ils  oni  en 
vue.  On  citerait  une  foule  de  mouvements  géométriques  qui 
ne  sont  pas  réalisables  utilement,  soit  à  cause  des  frottements, 
soit  à  cause  des  efforts  considérables  qui  s'exercent  entre  les 
diverses  pièces,  soit  enfin  pour  un  grand  nombre  de  raisons 
que  nous  étudierons  à  propos  de  chaque  mécanisme. 

Par  exemple  :  tout  le  inonde  sait  ce  que  c'est  qu'une  vis  et 
qu'un  écrou  ;  tout  le  monde  sait  aussi  qu'en  tournant  la  vis  on 
l'enfonce  dans  son  écrou  supposé  fixe.  Géométriquement,  on 
devrait  donc,  en  poussant  la  vis  dans  l'autre  sens,  l'obliger 
à  se  dévisser.  Or  ceci  n'est  généralement  pas  possible  :  c'est 
même  sur  cette  propriété  qu'est  fondée  la  presse  à  vis,  dans 
laquelle  en  tournant  une  vis  on  exerce  sur  un  corps  un  effort 
considérable,  sans  que  la  réaction  de  celui-ci,  quelque  grande 
qu'elle  soit,  puisse  avoir  pour  effet  de  desserrer  la  vis  aban- 
donnée à  elle-même. 

Autre  exemple.  Considérons  la  combinaison  très-simple  et 
bien  connue  qui  constitue  le  rouet  de  la  filcuse.  11  est  évident 
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qu*cn  tournaiu  la  roue  à  la  main  on  fera  prendre  à  la  pédale  un 
mouvcmeni  d'oscillation  autour  de  son  point  d'attache.  Ré- 
sulte-l-il  de  là  qu'en  imprimant  directement  ce  mouvement 
à  la  pédale,  on  soit  assuré  de  produire  la  rotation  continue  du 
rouet?  C'est  là  une  chose  qui  n'est  rien  moins  qu'évidente  : 
elle  n'aura  lieu  en  effet  que  sous  certaines  conditions,  que 
l'habitude  enseigne  promptement  aux  fileuses,  mais  dont  nous 
aurons  à  faire  une  étude  approfondie  quand  nous  voudrons 
appliquer  le  même  principe  géométrique  à  des  machines  puis- 
santes. 

De  là  la  nécessité  de  se  rendre  un  compte  exact  des  efforts 
qui  s'exercent  entre  toutes  les  pièces  des  mécanismes  étudiés 
en  Cinématique,  et  en  général  d'apprendre  à  calculer  les  forces 
qu'il  faut  appliquer  à  un  corps  donné  pour  lui  faire  prendre 
un  mouvement  déterminé  :  tel  est  l'objet  de  la  deuxième 
partie  du  cours,  de  la  Dynamique. 

II.  La  Dynamique  est  relative  aux  forces,  à  leur  mesure, 
et  à  la  manière  dont  elles  produisent  ou  modifient  le  mouve- 
ment. Cette  science  comprend  l'ensemble  des  principes  et  des 
théorèmes  qui  nous  mettront  à  même  de  résoudre  le  double 
problème  suivant  : 

1"  Étant  données  les  forces  qui  agissent  sur  un  corps  quel- 
conque^ déterminer  le  mouvement  qui  prendra  naissance,  si 
le  corps  est  au  repos;  ou,  dans  le  cas  contraire,  chercher  com- 
ment se  modifiera  le  mouvement  acquis  en  vertu  de  causes 
antérieures. 

2®  Réciproquement  :  Connaissant  le  mouvement  d'un  mo- 
bile, trouver  les  forces  qui  agissent  actuellement  { *  )  sur  ce 
mobile. 

Lorsqu'un  corps,  primitivement  en  repos,  vient  à  se  trouver 
soumis  à  l'action  de  plusieurs  forces,  il  ne  se  met  pas  néces- 
sairement en  mouvement  :  c'est  là  un  fait  d'expérience  jour- 
nalière. On  voit  souvent  l'étal  de  repos  persister  malgré  la 


(*)  11  faut  bien  remarquer  le  mot  actuellement  ;  car,  philosophiquement,  il 
est  impossible  de  conclure  des  phénomènes  actuels  aux  causes  antérieures;  et 
toute  induction  de  ce  ponrc  doit  être  reléguée  dans  le  domaine  fantnisistc  de 
Thypoth^c. 
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présence  des  forces;  on  dit  alors  que  les  forces  se  font  équi^ 
iibre^  ou  que  le  corps  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces. 

Des  forces  appliquées  à  un  corps  en  mouvement  peuvent 
aussi  se  faire  équilibre.  On  le  reconnaît  en  ce  que  le  mouve- 
ment du  corps  n'est  pas  l^han^é,  selon  qu'on  introduit  ou  qu'on 
supprime  ces  forces. 

Les  questions  relatives  à  l'équilibre  sont  évidemment  com- 
prises parmi  celles  qui  font  l'objet  de  la  Dynamique;  elles  em- 
brassent tous  les  cas  où  le  mouvement  cesse  d'être.  Ces  ques- 
tions sont  cependant  beaucoup  trop  importantes  pour  qu'on 
puisse  se  borner  à  les  traiter  plus  ou  moins  légèrement  dans 
un  chapitre  de  la  Dynamique. 

En  effet,  Tart  de  la  construction  n'est  autre  chose  que  la  re~ 
cherche  des  moyens  économiques  de  disposer  des  matériaux  en 
équilibre,  sous  l'action  des  forces  auxquelles  l'édifice  projeté 
doit  se  trouver  soumis;  et  d'autre  part,  bien  que  lès  machines 
soient  faites  pour  être  en  mouvement,  pour  marcher,  nous  ver- 
rons que  les  cas  où  elles  sont  en  équilibre  donnent  en  réalité 
la  clef  de  tous  les  phénomènes  du  fonctionnement  normal. 

La  science  de  l'équilibre  constitue  une  division  spéciale  de 
la  Mécanique,  division  qui  a  reçu  le  nom  de  Statique. 

Nous  avons  dit,  et  l'esprit  conçoit  aisément,  qu'on  peut  dé- 
duire la  Statique  de  la  Dynamique.  Inversement,  d'Alemberl 
a  su  réduire  à  une  simple  question  de  Statique  le  problème 
général  de  la  D}'namique  que  nous  venons  d'énoncer,  et  qui 
parait  au  premier  abord  d'un  ordre  de  complication  infmimenl 
supérieur. 

Mais  il  faut  bien  se  garder  d'escamoter  ainsi  l'une  des  deux 
sciences  au  profit  de  l'autre.  Chacune  d'elles  a  ses  principes 
distincts,  son  enchaînement  de  théorèmes,  ses  applications 
spéciales  :  chacune  a  donc  le  même  droit  que  l'autre  à  l'indé- 
pendance. 

Historiquement,  la  naissance  de  la  Statique  a  précédé  de 
beaucoup  celle  de  la  Dynamique.  Archimède  nous  a  laissé 
deux  traités  relatifs  à  la  théorie  de  l'équilibre.  11  s'appuie  sur 
le  principe  du  leviery  lequel  consiste,  comme  on  sait,  en  ce 
que,  si  un  levier  droit  est  chargé  de  deux  poids  quelconques 
placés  de  part  et  d'autre  du  point  d'appui,  à  des  distances 
de  ce   point   réciproquement    proportionnelles    aux    mêmes 
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poids,  ce  levier  sera  en  équilibre,  el  son  appui  sera  chargé 
«le  la  somme  des  deux  poids. 

Pour  irouver  le  premier  exemple  de  la  résolution  d'un  pro- 
blème de  Dynamique,  il  faut  franchir  d'un  bond  dix-huil 
siècles,  el  passer  d'Archimède  à  Galilée;  car,  suivanl  la  belle 
expression  de  Lagrange,  l'iniervalle  qui  sépare  ces  deux 
grands  génies  disparaii  dans  l'histoire  de  la  Mécanique.  Ga- 
lilée a  trouvé  les  lois  de  la  chute  des  graves,  el  celles  du 
mouvement  parabolique  des  projectiles.  Iluygens,  Newton,  et 
leurs  successeurs,  développant  les  idées  de  Galilée,  ont  résolu 
la  plupart  des  problèmes  qui  se  rapportent  au  mouvement  des 
corps  sous  l'influence  de  forces  données. 

C'est  ainsi  qu'a  été  fondée  la  Mécanique  céleste,  science 
vérilablement  prodigieuse,  si  l'on  considère  à  la  fois  la  gran- 
deur de  son  objet,  la  simplicité  de  ses  méthodes,  et  la  rigou- 
reuse précision  de  ses  résultats;  science  prodigieuse,  ai-je 
dit,  et  qui  pourtant  doit  en  définitive  être  regardée  comme  la 
plus  facile  entre  toutes  les  branches  de  la  Mécanique  appli- 
(luée,  grâce  à  la  netteté  des  conditions  des  problèmes,  à  l'an- 
cienneté des  observations  dont  on  dispose,  et  surtout  à  ces 
instruments  puissants  qui  nous  font  connaître  les  astres  les 
plus  éloignés  aussi  bien  que  les  objets  tombant  immédiate- 
ment sous  nos  sens. 

Mais  quittons  le  ciel  de  Newton  et  de  Laplace  pour  reve- 
nir à  ce  qui  nous  intéresse  plus  particulièrement  aujourd'hui, 
à  l'objet  et  au  plan  de  notre  Cours  élémentaire.  Nous  avons 
distingué  dans  la  science  du  mouvement  et  ^^s  forces  \to\s 
grandes  divisions  traitant  respectivement  ; 

1®  Du  mouvement  y  abstraction  faite  des  forces  qui  l'ont  fait 
naître; 

2«»  Des  forces,  indépendamment  du  mouvement  qu'elles 
peuvent  produire; 

3*»  Enfin,  du  mode  d'action  des  forces  relativement  au  mou- 
vement, c'est-à-dire  de  la  manière  dont  les  forces  font  naître 
le  mouvement,  ou  modifient  celui  qui  est  acquis. 

Ces  trois  parties  : 

Cinématique, 

Statique, 

Dynamique, 
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constituent  ce  qu'on  appelle  communément  la  Mécanique  ra- 
tionnelle. L'épithète  de  rationnelle  indique  que  les  spécula- 
lions  de  la  Mécanique  ne  s'appliquent,  immédiatement^  qu'à 
des  êtres  de  raison^  c'est-à-dire  à  des  êtres  purement  Actifs, 
que  la  raison  conçoit,  mais  qui  n'existent  pas  dans  la  nature. 

Ainsi  nous  considérerons  les  corps  solides,  tels  que  les  mé- 
taux, les  pierres,  comme  indéfiniment  durs  et  rigides,  quels 
que  soient  les  efforts  auxquels  on  les  soumette;  les  liquides, 
au  contraire,  seront  dotés  d'une  absence  complète  de  cohé- 
sion et  d'une  incompressibilité  absolue;  les  cordes  seront 
parfaitement  flexibles  et  inextensibles;  et  ainsi  du  reste. 

Mais,  dira-t-on,  à  quoi  bon  cette  savante  élude  de  corps 
purement  imaginaires,  pourquoi  tout  ce  laborieux  échafau- 
dage de  notions  théoriques  uni(]uement  propres  à  fausser  les 
idées,  de  calculs  qui  ne  trouvent  leur  application  que  dans  le 
ciel?  Cette  objection  est  spécieuse:  elle  mérite  que  nous  nous 
arrêtions  un  instant  à  la  discuter,  car  elle  touche  à  l'une  des 
choses  qui  ont  été  et  qui  seront  longtemps  encore  également 
fatales  aux  progrès  des  sciences  et  de  l'industrie  ;  je  veux  parler 
de  l'antagonisme  radical  qu'on  cherche  trop  souvent  à  établir 
entre  ce  qu'on  nomme  la  théorie  et  la  pratique. 

Quand  la  science  d'Archîmède  et  de  Galilée,  fière  d'avoir 
soumis  les  espaces  célesKîs  el  trouvé  le  secret  des  mouve- 
ments des  astres  capricieux  de  notre  système  solaire;  quand 
la  Mécanique,  dis-je,  descendant  du  ciel  sur  la  terre,  voulut 
appliquer  ses  puissants  moyens  d'investigation  aux  questions 
de  la  pratique  technique  el  industrielle,  elle  trouva,  dans  la 
constitution  moléculaire  des  corps  matériels,  comme  autant 
d'univei'S  nouveaux  attendant  à  leur  tour  un  législateur. 

ff  Sortes  de  systèmes,  dit  M.Biot(*),  non  moins  merveilleux 
que  le  monde  planétaire,  mais  d'une  complication  infiniment 
supérieure;  où  des  myriades  de  particules  indiscernables, 
agissant  et  réagissant  les  unes  sur  les  autres  à  des  distances 
qui  défient  les  moyens  d'observation  les  plus  perfectionnés, 
offrent  au  calculateur  des  difficultés  incomparablement  plus 
grandes  que  les  mouvements  réguliers  qui  s'opèrent  dans  la 
solitude  des  cieux.  » 

;•*)  Bior,   ytt'langes^  t.  I,  p.   u. 


f!  &iil  1^  dir-T  :  on  n'est  poâ  enror^  parie&u  a  îcuoduire  en 
UmUt  ri^n^.fir  \e^  ^ofHkl^^ucaâ  mAih^toatûines  dans  Péludc 
4^  c^  iKifitel  ordre  d^  phénonn^fKs.  Ea  atiendanu  le  progrès 
nofl  »on  r;oor%  :  rindaslne  bit  tous  les  j<rurs  de  nouvelles 
4écoaiff:iU:%9  (nartool  de  patsàanies  machines  sont  créées,  de 
f^fpmtftque»  mano&#!tores  s'éléTeni:  et  la  science,  impuis> 
Mmte  à  fé'^ÈÏàfï^trf  Tessor  de  b  pratique,  doit  foire  au  moins 
tr/us  ii^ei%  eflort4  pour  tufjnXf.niT  les  écarts  inéritables  dans  des 
iimiUt^  non  dangereuses  pour  le  dcTeloppement  de  la  cÎTilisa- 
tjon.  Ce5t  ainsi  que  les  Narier,  les  Coriolis,  les  Poncelet,  oni 
créé  nne  science  de  transition,  si  Ton  peut  s' exprimer  ainsi, 
ncîenre  que  nous  appellerons  b  Mécanique  appliquée,  par 
opposition  à  la  Mécanique  reUionneUe. 

I>e  cours  de  TEcole  Polytechnique  ne  peut  en  aucune  façon 
passer  p<iur  un  cours  pratique.  Mais  quand  on  a  ûxé  les  bases 
deH  programmes  actuels,  on  a  voulu  que,  préparant  aux  tra- 
vaux variés  des  diverses  carrières  militaires  ou  civiles,  notre 
enseignement  renfermât  à  coté  des  principes  de  la  Mécanique 
rationnelle,  lesquels  dériventde  la  raison,  des  principes  d'un 
tout  autre  ordre,  qui  nous  sont  révélés  par  une  observation 
attentive  des  phénomènes  que  présentent  les  corps  considérés 
par  rapport  au  mouvement. 

Il  importe,  dès  à  présent,  de  nous  bien  pénétrer  de  l'esprit 
qui  nous  dirigera  dans  la  partie  du  cours  consacrée  aux  appli- 
ralions  de  la  Mécanique. 

Après  avoir  reconnu  tout  de  suite  l'impossibilité,  pour  ainsi 
dire  absolue,  de  résoudre  rigoureusement  la  plus  simple  des 
questions  de  ce  genre,  empressons-nous  d'ajouter  qu'une  pa- 
reille solution  serait  tout  aussi  inutile  au  point  de  vue  des 
applirulions  (lequel  nous  préoccupe  actuellement)  que  pour- 
rolt  rélre  en  Géométrie  une  solution  exacte  du  fameux  pro- 
blème do  la  quadrature  du  cercle,  pjfr  exemple.  Tout  ce  qu'il 
fnul,  c'est  que  l'exactitude  des  résultats  soit  suffisante  pour 
les  besoins  de  l'industrie.  Or,  ceci  nous  conduit  tout  naturel- 
lement ù  comprendre  l'utiliié  pratique  des  spéculations  rela- 
liv(»s  aux  rires  de  raison. 

Kn  elTel,  après  avoir  éludic  physiquement  les  corps  soumis  à 
l'expérience,  et  les  conditions  où  ces  corps  se  trouvent  placés, 
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nous  imaginerons  des  corps  fictifs,  doués  de  propriétés  qu'on 
leur  attribuera  de  manière  à  simplifler  la  question,  tout  en 
$*écartant  le  moins  possible  des  propriétés  que  Tobservation 
aura  révélées  dans  les  corps  naturels.  Ce  dernier  point  est 
essentiel. 

Cest  à  ces  corps  hypothétiques,  à  ces  êtres  de  raison  bien 
déGnîs  qu'on  appliquera  le  caR^ul.  La  solution  obtenue  ne 
s  appliquera  évidemment  pas  au  problème  qu*on  avait  à  ré- 
soudre, puisqu'on  a  supposé  les  corps  différents  de  ce  qu'ils 
sont  dans  la  nature;  mais  du  moins  elle  ne  différera  pas  beau- 
coup de  la  solution  cherchée,  dont  elle  fournira  une  première 
approximation. 

Il  faudra  ensuite  corriger  celte  solution,  en  évaluant  numé- 
riquement les  petites  erreurs  qui  proviennent  de  l'inexacti- 
tude des  hypothèses  fondamentales.  Enfin,  on  passera  à  la 
vérification  des  résultats  théoriques  définitifs;  car  il  uq  faut 
jamais  oublier  qu'une  solution  fournie  par  la  méthode  que  je 
viens  de  décrire  ne  saurait  être  valable  pratiquement  qu'après 
avoir  été  soumise  à  la  sanction  de  l'expérience»  et  dans  les 
limites  où  la  vérification  expérimentale  a  eu  lieu. 

Nous  verrons,  dans  la  suite  de  ce  cours,  un  certain  nombre 
de  théories  où  l'accord  intelligent  du  calcul  et  de  l'expérience 
conduit  à  des  résultats  qui,  sans  avoir  la  prétention  de  sup- 
pléer d'une  manière  absolue  à  la  pratique  proprement  dite, 
fournissent  cependant  des  indications  précieuses  à  Tarchilecte, 
au  mécanicien,  à  l'ingénieur.  El  si  dans  d'autres  cas  nos  efforts 
moins  heureux  ne  parviennent  pas  à  triompher  des  difficultés 
d'un  problème  plus  rebelle,  il  faudra  bien  nous  résigner  à 
avouer  franchement  notre  impuissance,  et  nous  borner  à  re- 
connaître et  à  signaler  les  écueils,  fameux  souvent  par  quelque 
illustre  naufrage. 

C'est  d'ailleurs  toujours  une  chose  assez  fâcheuse,  que  de 
voir  la  science  pure  forcée  d'abdiquer  la  direction  de  l'activité 
industrielle  d'une  époque;  c^r  c'est  l'ère  des  laionnemcnis, 
des  erreurs  et  dos  mécomptes;  c'esl  l'ère  des  efforts  sublimes 
et  des  chutes  douloureuses,  de  Dédale  et  d'Icare,  audacieux 
el  infortunés  précurseurs  de  Monlgolfier;  c'est  l'ère  de  la 
machine  à  vapeur  avant  Wall,  des  machines  caloriques  ou 
électro-magnétiques  encore  aujourd'hui. 


l6  DISCOURS    PRÉLIMINAIRE. 

J'espère  que  ces  quelques  considérations  préliminaires  n 
vous  auront  pas  paru  trop  inutiles  :  il  importe,  avant  de  se  lan- 
cer dans  une  carrière  aussi  vaste  que  celle  de  la  Mécanique, 
de  savoir  clairement  d*oii  Ton  part,  et  oit  l'on  va. 

Cela  fait,  on  peut  se  mettre  en  route.  Mais  il  faut  avoir  le 
plus  grand  soin  d'observer  attentivement  le  pays  qu'on  tra- 
verse, afin  de  retrouver  plus  tard  son  chemin  sans  hésitation, 
quel  que  soit  le  point  où  Ton  se  voie  accidentellement  trans- 
porté, et  de  recommencer  au  besoin  sans  guide  la  'route  que 
nous  allons  aujourd'hui  parcourir  ensemble. 

Nous  reviendrons  d'ailleurs  très-fréquemment  et  pour  ainsi 
dire  à  satiété,  dans  loute  la  suite  de  ce  cours,  sur  les  principes 
généraux  dont  je  viens  de  vous  exposer  l'enchaînement,  prin- 
cipes qui  s'éclaircironl  peu  à  peu  par  la  vertu  de  la  plus  puis- 
sante des*  figures  de  rhétoricjue,  la  répétition.  Enfin,  quand 
nous  reprendrons  une  dernière  fois  ces  notions,  dans  les  le- 
çons consacrées  à  la  révision,  nous  serons,  je  l'espère,  loul  à 
fait  en  mesure  d'embrasser  d'un  coup  d'oeil  l'harmonieuse 
unité  de  la  Mécanique  théorique  et  expérimentale,  en  com- 
prenant comment  tout  se  réduit  en  définitive  à  un  petit  nombre 
de  principes,  et  à  un  très-petit  nombre  de  conséquences 
fondamentales,  qui  sont  ce  qu'on  doit  surtout  s'attacher  à 
retenir. 
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PREfflÈRE  SECTION. 

CINÉMATIQUE    PURE 


Nous  distinguons  deux  secilpns  dans  la  science  des  inoiive- 
ments  gr-omélriques,  telle  que  nous  Tavons  définie  dans  nos 
préliminaires  : 

1^  Cinématique  pure  {*),  sorte  de  Géométrie  transcendante 
dans  laquelle  on  étudie^. comme  le  demandait  (]arnol,  i:e  que 
produit  te  mouvement  d'un  solide  d/ms  Vespacey  le  ten)ps  se 
comportant  ici,  pour  ainsi  dire,  comme  une  quatuième  dimen- 
sion ultra-géométrique  ; 

La  Théorie  det  mécanismes,  comprenant  l'application  des 
théorèmes  de  la  Cinématique  pure  au  tracé  géométrique  des 
organes  de  machines. 

Nous  nous  occuperons  d*abord,  pour  suivre  Tordre  logique, 
de  la  première  des  deux  divisions  que  nous  venons  d'indiquer; 
et  comme  il  est  évident  qu'on  connaît  le  mouvement  d'un 
corps  quand  on  connaît  le  mouvement  des  divers  points  de 
ce  corps,  nous  commencerons  la  Cinémaii(^e  pure  par  l'étude 
du  mouvement  d'un  point  géométrique. 


(*  j  JVmpruntc  la  dénomination  do  Cinématif/tte  pure  à  M.  Resal,  qui  a  pu- 
blic SOU!»  ec  titre  un  Traité  complot  des  mouvements,  considérés  au  point  do  vuo 
gi-ométriqne  (i  vol.  Mallet-Bachelier,  i8(i3). 


I.  > 
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CHAPITRE  PREMIER. 

MOUVEMENT   SIMPLE   D  UN   POINT. 


On  délermine  la  position  d'un  point  dans  Tespacc  en  rap- 
portant ce  point  à  un  système  do  comparaison  fixe  et  inva- 
riable, généralement  à  trois  axes  rectangulaires.  Pour  savoir 
si  un  point  est  en  repos  ou  en  mouvement,  il  faut  mesurer  à 
des  intervalles  de  temps  déterminés  les  coordonnées  de  ce 
point  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  fixes,  ou  à  tout 
autre  système  de  coordonnées  bien  défini.  Si  ces  coordonnées 
varient,  c*cst  que  le  point  est  en  mouvement. 

On  voit  que,  dans  ce  cas,  nos  observations  nous  font  con- 
naître une  série  de  positions  successives  du  point  mobile, 
c'est-à-dire  la  trajectoire  de  ce  point,  si  ces  positions  sont  suf- 
fisamment rapprochées.  Elles  donnent  aussi,  si  Ton  a  eu  soin 
de  noter  les  temps  des  observations,  les  instants  (*)  du  pas- 
sage de  ce  mobile  à  certains  points  bien  déterminés  de  sa  tra- 
jectoire ;  et  Ton  a  ainsi  les  deux  éléments  de  ce  que  nous  avons 
appelé  la  loi  du  mouvement  étudié. 

C'est  par  l'application  de  cette  méthode  qu'on  voit  la  liste 
des  planètes  télesêopiques  s'enrichir  chaque  année  de  plu- 
sieurs noms  nouveaux.  Les  astronomes  voués  à  ce  genre  de  re- 
cherches explorent  avec  soin  les  régions  du  zodiaque  dont  ils 
possèdent  des  cartes  exactes.  Aperçoivent-ils  un  astéroïde  non 
marque  sur  ces  cartes,  ils  en  mesurent  chaque  jour  les  coor- 
données célestes,  et,  s*ils  trouvent  constamment  les  mêmes 
valeurs,  le  nouveau  corps  doit  être  rapporté  aux  étoiles  fixes  ; 


(*)  n  ne  Tant  pas  .lUrihiK^r  au  \xn>X  in.<tu/i:  le  sciih  d'intcnallc  de  temps  très- 
roiirl,  <lt  :  l'instant  r^t  à  la  diin*e  ce  que  !c  point  est  à  IVtendiie. 

Quant  an  mot  de  moment,  synonyme  d'instant  dans  le  lanfyage  vulgaire,  nous 
le  rencontrerons  plus  tard  fréquemment  en  Mécanique,  pris  dans  racccption  du 
lutin  momeniitm. 
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dans  le  cas  conlraire,  ce  corps  csl  une  planète  ou  nue  comète. 
De  plus,  quand  les  observations  sont  on  nombre  suffisant,  on 
en  conclut  les  éléments  de  l'orbite  de  la  planète  ou  do  la  co- 
mète, et  son  moyen  mouvement  :  on  est  alors  à  même  de  dé- 
cider d'une  manière  définitive  à  quelle  calrj^orie  appartient 
Tastre  qu'on  vient  de  découvrir. 

Nous  avons  dit  que  la  connaissance  complète  de  la  loi  du 
mouvement  d'un  point  comprend  deux  parties  parfaitement 
distinctes  (  *  ),  qui  sont  : 

!•  La  recherche  de  la  trajectoire  ; 

2®  L'étude  de  la  loi  qui  lie,  sur  cette  trajectoire  supposée 
connue,  les  espaces  parcourus  aux  temps  employés  à  les  par- 
courir. 

Nous  traiterons  séparément  ces  deux  éléments;  en  commen- 
çant par  le  deuxième,  cVst-à-dire  par  la  relation  des  espaces 
parcourus  sur  une  trajectoire  donnée,  aux  temps  çmployés  à 
parcourir  ces  espaces. 

f  L  —  Étude  bb  la  loi  du  MOuvEHEirr  d'un  point,  i:n>ÉPENDAMXEKT 

DE  Ll  KATURE  DE  LA  TRAJECTOIRE. 

Supposons  la  trajectoire  connue  :  une  position  M  du  point 
mobile  sur  celte  trajectoire  (Jig'  i)  sera  déterminée  par  la  dis- 
tance s  du  point  M  à  un  certain  point  fixe  O.  Ce  point  O  est 
l'origine  des  coordonnées  s,  mesurées  suivant  la  courbe  OM. 

Les  longueurs  OM  seront  naturellement  affectées  du  signe  + 
ou  du  signe  — ,  selon  qu'elles  devront  être  portées  à  droite  ou 
à  gauche  de  l'origine  0. 

Pour  que  la  loi  du  mouvement  soit  définie,  il  faut  que  Ton 
donne  à  chaque  instant  /  la  valeur  de  cette  coordonnée  s.  A  ce 
point  de  vue,  la  quantité  s  est  une  fonction  de  la  variable  in- 


[*)  Il  esl  évident  que  ces  deux  cho!»cs  sont  ubsoliimeiit  iiidôpcndantt'.^  riitie 
de  l'autre,  des  trajectoires  identique»  pouvant  être  parcourues  suivant  des  lois 
bien  dirrérentes  les  unes  des  autres,  et  réciproquement. 

Il  est  à  peine  utile  do  t'iiiro  observer  que  cette  indêpendanco  subsiste  seule- 
ment lorsqu*on  considère  le  mouvement  en  lui-mùme  sans  se  préoccuper  de 
ses  causes;  autrement  il  est  évident  que  les  causes  qui  pioduisent  un  certain 
mouTemcnt  influent  à  la  fois  sur  la  nature  de  la  trajectoire,  et  sur  les  espaces 
ptrcourus  dans  def  temps  donnés. 

2. 
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dépendante  /,  ce  qui  s'exprime  généralement  par  une  équation 

de  la  forme 

s=f{t). 

Lorsque  la  relation  de  5  à  /  est  donnée  analyliquemenl,  on 
sait  résoudre  par  les  procédés  ordinaires  du  calcul  le  double 
problème  qui  fait  l'objet  de  la  Cinématique  : 

•  I®  Quelle  est,  à  un  instant  donnée  la  position  du  point  mo- 
bile dans  l'espace  P 

2°  Réciproquement,  le  lieu  du  mobile  étant  donné,  quelle 
heure  est- il  P 

Quelquefois  on  connaît  s  en  fonction  de  /  par  une  table  dont 
les  éléments  ont  été  déterminés  par  l'observation:  Souvent 
alors,  comme  dans  le  problème  de  la  chute  des  graves  ou  dans 
celui  du  mouvement  elliptique  des  planètes,  on  peut  substi- 
tuer à  la  table  une  formule  qui  en  est  la  traduction  fidèle;  on 
rentre  ainsi  dans  le  cas  précédent.  Au  contraire,  il  sera  géné- 
ralement commode,  pour  Tusage  des  praticiens,  de  transfor- 
mer une  formule  en  une  table.  Alors  le  problème  de  la  déter- 
mination du  lieu  du  corps,  ainsi  que  le  problème  inverse,  se 
résout  par  les  méthodes  ordinaires  d'interpolation,  ou  par  des 
méthodes  graphiques  qui  sont  extrêmement  utiles  et  aux- 
quelles nous  arrivons  dans  un  instant. 

Mouvement  uniforme»  —  La  loi  de  mouvement  la  plus 
simple  qu'on  puisse  imaginer  est  celle  du  mouvement  uni- 
forme, dans  lequel  les  espaces  parcourus  dans  des  temps  égaux 
sont  égaux,  quelque  petits  que  soient  ces  temps.  Ceci  revient 
à  dire  que,  dans  le  mouvement  uniforme,  les  espaces  parcou- 
rus sont  proportionnels  aux  temps. 

Soient  {fig*  a)  M*  la  position  du  mobile  à  l'instant  pris  pour 
l'origine  des  temps,  M  sa  position  à  l'époque  /,  0  l'origine 
des  coordonnées  s. 

L'espace  parcouru  pendant  le  temps  t  est 

cette  quantité  devant  être  proportionnelle  au  temps  t,  on  a 

s  —  St 

7~  =«r 
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<f  étant  une  constante  positive  ou  négative,  suivant  que  s  est 
plus  grand  ou  plus  petit  que  5„  t  étant  positif;  c'est-à-dire  sui- 
vant que  le  mouvement  s'effectue  dans  le  sens  que  nous  avons 
choisi  comme  positif,  ou  dans  le  sens  opposé. 
On  déduit  de  là 

équation  du  mouvement  uniforme.  On  voit  que,  dans  ce  mou- 
vement, l'espace  «est  une  fonction  linéaire  du  temps  /. 

Vitesse  dans  le  mouvement  uniforme.  —  La  constante  a  est 
Tespace  parcouru  dans  l'unité  de  temps.  Elle  varie  d'un  mou* 
vement  uniforme  à  un  autre,  selon  que  le' mouvement  est 
plus  ou  moins  rapide;  c'est  même  celte  quantité  qu'on  prend 
habituellement  pour  niesure  du  degré  plus  ou  moins  grand  de 
rapidité  ou  de  lenteur,  quand  on  dît,  par  exemple,  qu'un  train 
parcourt  tant  de  lieues  à  l'heure,  ou  un  projectile  tant  de 
mètres  par  seconde  :  nous  la  nommerons  la  vitesse  du  mobile. 
Ainsi, 

On  appelle  vitesse^  dans  le  mouvement  uniforme^  l'espace 
parcourn  par  le  mobile  dans  l'unité  de  temps, 

La  vitesse  est,  si  l'on  veut,  le  rapport  constant  de  l'espace 
[nrcouru  pendant  un  certain  temps  /,  et  d'un  mouvement  uni- 
forme, au  temps  /  employé  à  parcourir  cet  espace. 

Inutile  de  dire  qu'on  ne  peut  pas  ainsi  comparer  un  espace  à 
un  temps,  mais  bien  les  rapports  de  ces  deux  quanltiés  à  leurs 
unités  respectives.  Il  résulte  de  là  qu'il  n'y  a  pas  d'unité  de 
vitesse  :  la  vitesse,  défmie  comme  nous  venons  de  le  faire,  est 
un  nombre  abstrait,  dont  la  grandeur  varie  à  la  fois  avec  l'u- 
nité de  longueur  et  l'unité  de  temps,  le  rapport  de  deux 
vitesses  étant  toutefois  indépendant  de  ces  deux  unités. 

Habituellement  le  temps  est  considéré  comme  un  nombre 
abstrait,  c'est-à-dire  que  l'Iiomogénéilé  des  formules  par  rap^ 
port  au  temps  ne  se  trouve  pas  immédiatement  en  évidence. 
Dans  ce  système  la  vitesse  est  une  longueur,  un  nombre  de 
mètres;  et  il  faut  sous-en tendre  :  parcourus  dans  une  seconde. 

Mesure  de  la  vitesse  des  navires.  —  Dans  la  navigation  mari- 
lime,  les  vitesses  sont  exprimées  en  nœuds. 

Un  nœud  répond  à  un  mille  marin,  soit  à  un  tiers  de  lieue 
marine,  ou  à  i85'jt  mètres  par  heure,  c'est-à-dire  à  o'",5i4  |»ar 


dépendante  /,  ce  qui  sV^priine  généraleinenl  par  une  équation 
de  la  Tonne 

Lors^iue  la  rHotion  de  i  à  /  est  donnée  analvtîquement,  on 
sait  résoudre  par  les  procédés  ordinaires  du  calcul  le  double 
problème  qui  fait  r(»bjet  de  la  Cinématique  : 

1*  Quelle  es tf  à  un  inslcait  donnée  la  position  du  poinl  luo- 
bile  dans  l'espace  ? 

2^  Réciproquement,  le  lieu  du  mobile  étant  donnée  quelle 
heure  est-il  ? 

Quelquefois  on  connaît  s  en  fonction  de  /  par  une  table  dont 
les  élémenis  ont  été  déterminés  par  Tobservation:  Souvent 
alors,  comme  dans  le  problème  de  la  chute  des  graves  ou  dans 
celui  du  mouvement  elliptique  des  planètes,  on  peut  substi- 
tuer à  la  taille  une  formule  qui  en  est  la  traduction  fidèle;  on 
rentre  ainsi  dans  le  cas  précédent.  Au  contraire,  il  sera  géné- 
ralement commode,  pour  Fusage  des  praticiens,  de  transfor- 
mer une  formule  en  une  table.  Alors  le  problème  de  la  déter- 
mination du  lieu  du  corps,  ainsi  que  le  problème  inverse,  se 
résout  [lar  les  méthodes  ordinaires  d'interpolation,  ou  par  des 
méthodes  graphiques  qui  sont  extrêmement  utiles  et  aux- 
quelles nous  arrivons  dans  un  instant. 

Mouvement  uniforme.  —  La  loi  do  mouvement  la  plus 
simple  qu'on  puisse  imaginer  est  celle  du  mouvement  uni- 
forme, dans  lequel  les  espaces  parcourus  dans  des  temps  égaux 
sont  égaux,  quelque  petits  que  soient  ces  temps.  Ceci  revient 
à  dire  que,  dans  le  mouvement  uniforme,  les  espaces  parcou- 
rus sont  proportionnels  aux  temps. 

Soient  {fig*  2)  M*  la  position  du  mobile  à  l'instant  pris  pour 
Torigine  des  temps,  M  sa  position  à  l'époque  /,  0  l'origine 
des  coordonnées  5. 

L'espace  parcouru  pendant  le  temps  t  est 

cette  quantité  devant  éire  proportionnelle  au  temps  t,  on  a 

s  —  St 

7—   =«F 
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secousse;  par  l'effet  de  celle  secousse,  la  cheville  se  dépasse, 
le  triangle  flotte  à  plat,  et  on  le  ramène  facilement  à  bord. 

Équations  du  mouvement  uniforme,  —  Nous  aurons  défini 
la  vitesse  d'une  manière  complète  si  nous  lui  attribuons  le 
sens  dans  lequel  s'effectue  le  mouvemeni.  Alors  elle  est  diri- 
gée vers  les  s  positifs,  ou  en  sens  contraire,  suivant  que  a  est 
positif  on  négatif. 

Convenons  de  regarder  la  vitesse  comme  positive  lorsqu'elle 
est  dirigée  dans  le  premier  sens,  et  comme  négative  lors- 
qu'elle est  dirigée  dans  le  sens  opposé  ;  le  coefficient  a  re^ 
présentera  maintenant  la  vitesse  du  mobile  en  grandeur  et  en 
signe;  et  si  nous  la  désignons  d'une  manière  générale  par  Vy 
nous  aurons  pour  exprimer  les  lois  du  mouvement  uniforme 
les  deux  équations 

(2)  \ 

Nous  aurons  achevé  la  discussion  des  diverses  quantités  qui 
flgurent  dans  ces  équations,  si  nous  remarquons  que  le  temps 
doit  aussi  être  considéré  comme  pouvant  être  pris  positive- 
ment ou  négativement. 

En  effet,  nous  avons  choisi  arbitrairement  un  certain  instant 
que  nous  avons  appelé  initial,^h  partir  duquel  nous  avons 
commence  à  compter  les  temps,  comme  on  compte  les  dates 
historiques  à  partir  de  la  naissance  de  Jésus-Christ.  Or,  il  n'y 
a  aucune  impossibilité  à  ce  que  le  mobile  ait  été  en  mouve- 
ment avant  cet  instant  initial;  et  les  équations  {i)  pourront  re- 
présenter ces  positions  antérieures,  à  la  condition  d'admettre 
pour  /  des  valeurs  négatives. 

Mouvement  varié.  —  Quand  le  mouvement  n'est  pas  uni- 
forme, on  dit  qu'il  est  varié.  La  distance  5  du  mobile  à  l'ori- 
gine des  espaces  n'est  plus  une  fonction  linéaire  du  temps  /; 
ces  deux  variables  sont  liées  Tune  à  l'autre  par  une  équalioti 
quelconque,  que  nous  représentons  par 

s=f{t). 

Mouvements  périodiques.  —  Il  faut  distinguer  parmi  les 
mouvements  variés  ceux  qui  sont  périodiques,  ou  périodique- 
ment uniformes;  c'est-à-dire  dans  lesquels  les  espaces  parcou- 
rus dans  des  temps  égaux  convenablement  choisis  sont  égaux, 
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comme  dans  le  mouvement  uniforme.  Mais  cette  égalité,  dans 
les  mouvements  périodiques,  ne  subsiste  pas  quelque  petits 
que  soient  les  temps  égaux  considérés,  mais  seulement  quand 
ces  temps  sont  des  multiples  d'un  certain  intervalle  constant 
appelé  période. 

La  plupart  des  mouvements  qui  nous  apparaissent  comme 
uniformes  dans  la  nature  ne  sont  que  périodiquement  uni- 
formes; tels  sont  la  marche  des  animaux,  le  mouvement  appa- 
rent du  soleil  autour  de  la  terre,  celui  des  aiguilles  d'une 
horloge,  d'une  roue  h;ydraulique,  du  volant  d'une  machine  à 
vapeur,  etc. 

Mouvements  variés  quelconques»  Courbe  des  espaces. — 
Quelle  que  soit  la  fonction /(^),  algébrique,  transcendante, 
ou  même  non  susceptible  d'une  expression  analytique,  on 
conçoit  qu'on  construise  graphiquement  l'équation  s=f{t), 
en  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques. 

Prenons  [fig-^]  deux  droites  rectangulaires  KS,  Kï,  pour 
axes  des  espaces  et  des  temps.  Puis,  ayant  choisi  arbitraire- 
ment une  longueur  convenable  pour  représenter  une  seconde 
de  temps,  portons  sur  l'axe  Kï  des  abscisses  Kp,,  K/?,,...,  pro- 
portionnelles aux  temps  /,,  /,, ...,  comptés  à  partir  d'un  certain 
inslant  initial.  Enfin,  par  les  points  ainsi  déterminés,  élevons 
des  ordonnées  proportionneMcs  aux  valeurs  de  s  correspoii- 
dantes.  Nous  aurons  ainsi  construit  une  courbe,  dite  courbe 
des  espaces,  dont  l'équation  sera  s=f{t)y  et  qui  nous  servira 
à  résoudre  graphiquement  le  double  problème  de  la  déter- 
mination de  s  au  inoyen  de  /,  ou  de  t  ou  moyen  de  s.  Cette 
méthode  d'interpolation  graphique  offrira  une  exactitude  suf- 
fisante dans  un  grand  nombre  de  cas. 

Les  applications  des  courbes  à  la  représentation  des  fonc- 
tions d'une  variable,  et  celles  des  surfaces  à  la  représentation 
d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes,  ont  été  expo- 
sées dans  le  cours  de  Géométrie.  Mênie  quand  ou  a  l'expres- 
sion analytique  d'une  Foi,  les  courbes  ont  l'avantage  de  peindre 
cette  loi  aux  yeux  de  la  manière  la  plus  nette;  leur  usage 
commence  à  se  répandre  dans  la  prati(|ue. 

Mais  c'est  principalement  quand  on  se  propose  de  détermi- 
ner la  loi  d'un  mouvement  par  l'observation  qu'il  est  pour 
ainsi  dire  indispensable  de  consigner  dans  un  tableau  gra- 
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phique  les  résultats  bruts  de  Texpérience.  Les  notions  les 
plus  élénnentaîres  de  la  continuiic  des  lignes  courbes  ne  per- 
mettent pas  à  une  erreur  un  peu  grave  dépasser  inaperçue; 
les  particularités  remarquables  de  la  loi  qu'on  étudie  se  trou- 
vent mises  bien  nettement  en  évidence  par  les  diverses  affec- 
lions  géométriques  de  la  courbe;  les  erreurs  qui  proviennent 
(lu  défaut  de  précision  de  la  méthode  d'observation,  du  moins 
les  erreurs  non  systématiques,  se  corrigent  tout  naiurellement 
IKir  le  tracé  même  de  la  figure. 

Enfin,  la  comparaison  de  cette  figure  avec  les  principales 
courbes  connues,  paraboliques,  hyperboliques,  logarithmiques, 
irigonométriques,  etc.,  facîlilera,  s'il  y  a  lieu,  la  recherche  de' 
l'expression  analytique  de  4a  loi. 

Application  au  mouvement  uniforme.  —  La  courbe  des 
espaces  est  une  ligne  droite  {Jig>  5).  L'ordonnée  à  l'origine  de 
cette  droite  est  la  distance  5,,  posKive  oq  négative,  qui  sépare 
le  mobile,  à  l'instant  initial,  de  l'origine  des  espaces  sur  la 
irajectoire. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  des  espaces  fait  con- 
naître la  vitesse  en  grandeur  et  en  signe.  Pour  avoir  la  vitesse 
en  mètres  par  seconde,  il  faut  porter,  à  partir  d'un  point  quel- 
conque m  et  parallèlement  à  Taxe  des  temps,  la  longueur  m/ut 
•|ui  représente  une  seconde  à  réchelle  adoptée.  La  perpendi- 
culaire a/n'  donne  la  vitesse,  à  l'échelle  des  espaces. 

Tous  les  problèmes  auxquels  donne  lieu  le  mouvement  uni- 
forme se  trouvent  résolus  par  la  théorie  de  la  ligne  droite,  à 
laquelle  on  peut  se  contenter  de  renvoyer  pour  tous  les  de- 
uils. Exemple  : 

Problème.  —  Connaissant  les  positions  d'un  mobile  à  deux 
époques  données,  et  sachant  d'ailleurs  que  son  mouvement  sur 
une  ligne  connue  est  uniforme,  ttvuver  l'équation  de  ce  mou- 
vement. 

Prenons  à  volonté  l'origine  des  distances  et  celle  des  temps, 
n  soient  : 

Si  et  *,,  les  distances  à  l'origine  0  des  deux  positions 

connues; 
/,  et  /j,  les  temps  écoulés  depuis  Finslant  initial  jusqu'à 

ceux  qui  correspondent  à  ces  deux  positions. 
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Au  moyen  de  ces  données,  on  trouve 


d'où 


.      ^1  «3 S2  t\  Si Sx 


St  t-i S-i  t\  Si Si 

s  = H i. 


ou 

Si  —  s 


s,==j—^{l-t,). 


Fitesse  dans  le  mouvement  varié.  —  Dans  le  mouvemeni 
varié,  la  courbe  des  espaces  est  une  courbe  quelconque  (^g.6). 
Considérons  deux  points,  m,  m',  de  cette  courbe;  la  différence 
qm'  des  ordonnées  correspondantes  aux  temps  /'  et  /  repré- 
sente Tespace  parcouru  pendant  le  temps  /' — t;  et,  si  cet 
espace  avait  été  parcouru  d'un  mouvement  uniforme,  on  au- 
rait eu,  pour  figurer  la  loi  des  espaces  pendant  le  temps  /' —  /, 
la  droite  mm*  au  lieu  de  la  courbe  qui  joint  ces  deux  poiuls. 
La  vitesse  de  ce  mouvement  uniforme  aurait  été  donnée  par 

le  rapport  2 — ,  égal  au  cocfûclent  angulaire  de  la  corde  mm'  : 

ce  rapport  est  ce  qu^on  pdut  appeler  la  viiesse  moy^enne  du 
mouvement  varié,  correspondante  au  point  M  de  la  iraj(*ctoiro 
et  à  l'intervalle  de  temps  pp';  cette  quantité  est  une  fonc- 
tion à  la  fois  de  l'époque  t  et  de  rintervallc  considéré  /' — /. 
Mais  si  Ton  conçoit  que  cet  intervalle  et  la  longueur/)/?'  di- 
minuent indéfiniment,  la  corde  mm'  tendra  vers  une  posiiion 
limite,  qui  est  la  tangente  à  la  courbe  des  espaces  au  point  m. 

En  même  temps  la  vitesse  moyenne,  le  coefficient  angulaire 

Js 
de  la  corde,  tendra  vers  une  limite,  "7->  qui  ne  dépendra  plus 

que  du  temps  /,•  ou  de  la  position  du  point  M  sur  la  trajectoire. 

lis 
Cotte  limite,   -y-  ou  f  {t)y  est  ce  que  nous  appellerons  la 

vitesse  du  mouvement  varié  à  l'époque  /. 

L'élément  ds  élaiit  positif  ou  négatif  suivant  que  le  mouve- 
ment est  dirigé  dans  le  sens  des  s  positifs  ou  dans  le  s«mis 

ds 
opposé,  l'expression  -y-  fait  connaître  en  même  leni|)S  la  gran- 
deur, et,  par  son  signe,  le  sens  de  la  vite^se.  C'est  la  vitesse 
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du  mouvemenl  uniforme  qu'on  peut  toujours  considérer,  pen- 
dant un  temps  inOnimenl  petit,  comme  identique  au  mouve- 
ment étudié. 

Ainsi  se  trouve  généralisée  notre  définition  de  la  vitesse 
dans  le  mouvement  uniforme.  Analytiquement,  la  vitesse  est 
la  dérivée  de  l'espace  par  rapport  au  temps;  géométriquement, 
c'est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  des 
espaces  :  on  la  construit  en  prenant  parallèlement  à  Taxe  des 
temps  une  longueur  m/x  égale  à  une  seconde,  puis  menant  la 
perpendiculaire  (av,  limitée  à  la  tangente  au  point  m. 

C'est  de  cette  manière  qu'on  détermine  à  chaque  instant  la 
vitesse  d'un  mobile  dont  le  mouvement  a  été  observé  directe- 
ment et  réduit  en  tables.  Il  faut  alors  passer  par  l'iniermé-^ 
diaire  de  la  courbe  des  espaces,  et  opérer  comme  précédem- 
ment. 

Quelquefois  on  se  dispense  de  construire  et  la  table  et  la 
courbe,  en  obligeant  le  mobile  à  tracée  lui-même  cette  der- 
nière automatiquement. 

Nous  reviendrons  sur  les  divers  procédés  fort  ingénieux 
au  moyen  desquels  on  oblige  un  mobile  qui,  par  sa  grande 
vitesse,  semble  se  dérober  à  nos  observations,  à  écrire  lui- 
même  les  lois  de  son  mouvement  dans  le  langage  dont  je 
viens  de  vous  donner  la  clef.  Je  me  contonlerai  pour  le  mo- 
ment de  citer,  comme  exemple  de  cette  méthode  oxpérimen- 
lale,  la  détermination  des  lois  de  la  chute  des  graves  au  moyen 
de  l'appareil  que  le  général  Morin  a  fait  construire,  d'après  les 
indications  du  génértil  Poncelot. 

Le  corps  qui  tombe  est  armé  d'un  crayon,  et  marque  sa  trace 
sur  une  feuille  de  papier  qui  se  déplace  liorizontalemenl,  par 
l'effet  d'un  mouvement  d'horlogerie,  de  manière  à  présenter  à 
chaque  instant,  en  regard  de  la  verticale  de  chute,  des  verti- 
cales dont  les  distances  sont  proportionnelles  au  temps.  Habi- 
tuellement, pour  plus  de  commodité,  la  feuille  de  papier  est 
enroulée  sur  un  cylindre;  en  la  développant  sur  un  plan,  ou 
obtient  la  courbe  des  espaces. 

Coui-be  des  vitesses.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  dans 
le  mouvement  varié,  la  vitesse  est  une  fonction  du  temps  /, 
fonction  dont  on  sait  trouver  la  valeur  à  chaque  instant  quand 
on  connaît  la  loi  du  mouvement.  11  est  naturel  de  représenter 
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aussi  celle  fonclion c  par  une  courbe;  el  ceci  nous  procurera 
des  avaniagcs  du  même  ordre  que  ceux  qui  résulieni  de  la 
considéiaiion  de  la  courbe  des  espaces. 

Pour  consiruire  ia  courbe  des  vilesses,  connaissant  la  courbe 
des  espaces  mm,/;ia  (fig>  7),  nous  déierminerons,  comme 
nous  l'avons  indiqué,  la  vitesse  r/v  correspondante  au  poinl  m 
de  la  courbe  /?im,,  ou  au  poinl  M  de  la  trajecloire;  nous  porte- 
rons ensuite  la  longueur  pv  sur  Tordonnée  du  point  /?,  en  fai- 
sant bien  altention  au  signe;  et  nous  aurons  ainsi  autant  de 
points  que  nous  le  voudrons  de  noire  courbe  des  vilesses. 

Réciprociuement,  connaissant  cette  courbe  des  vilesses,  on 
peut  en  déduire  la  courbe  des  espaces  :  soil  analytiquomenl, 
en  intégrant  l'équation 

(3J  ds=zvdt, 

soit  graphiquement,  par  une  quadrature. 

Mais,  pour  que  le  problème  soit  déterminé,  il  faut  qu'outre 
la  courbe  des  vitesses  on  donne  un  premier  point  de  la  courbe 
des  espaces  cherchée,  afin  qu'on  puisse  irouver  la  voleur  de 
la  constante  arbitraire  introduite  par  rintégralion  de  Toqua - 
lion  (3),  équation  dont  on  peut  mettre  Tinlégrale  sous  la  forme 


(It. 


Soit  nit  ca  premier  point  de  la  courbe  (Jig*  8)  :  pendant  le 
temps  f//,  raccroissement  ds  de  l'ordonnée  est  égal  à  vdt, 
c'est-à  dire  au  petit  rectangle  ««//i,  dont*  la  base  est  égale  à  f//, 
et  ia  hauteur  à  la  vitesse  c.  Ayant  pris  ç,m,  égal  à  ce  rectangle, 
nous  prendrons  de  même  q,nh  =  ntpj;  enfin  un  accroissement 
fini  quelconque  qni  sera  représenié  par  Taire  correspondante 
n^npp^y  qui  est  la  limite  de  la  somme  de  ces  rectangles  (*). 

Quand  on  ne  saura  pas  calculer  exactement  l'intégrale  défi- 
nie /    crf/,  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  toutes  les  fois  que 


C^)  Los  temps,  c'cst-à-dirc  l'une  des  dijncusjons  des  aires  dont  nous  parlons, 
devant  être  ronsidérés  comme  des  nombres  abstraits,  on  voit  qu'en  détinitivc 
chacune  de  ces  aires  représente  un  nombro  do  mètres,  cVst-à-dirc  une  lon(;ucur. 
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la  courbe  des  viiesscs  sera  donnée  par  un  tracé  graphique, 
.  on  calculera  les  espac<?s  parcourus  en  appliquant  à  Taire  n^p 
les  formules  connues  de  quadrature  approximative. 

On  a  construit  des  machines  qui  tracent  elles--mèmes  la 
courbe  des  vitesses. 

Il  existe  aussi  des  appareils  qui  servent  à  quarrer  mécani- 
quement une  courbe  quelconque  supposée  tracée,  ce  sont  les 
pianimèii'es;  enfin,  dans  d'autres  dispositions,  la  courbe  se 
quarre  en  même  temps  qu'elle  se  construit  ou  qu'elle  est 
censée  se  construire  automatiquement.  Nous  retrouverons 
ces  appareils  dans  une  autre  partie  du  cours. 

On  prend  quelquefois  pour  ordonnées  des  fonctions  de  l'es- 
pace on  de  la  vitesse,  soit  qu'on  y  soit  forcé  par  la  nature  des 
instruments  de  mesure  et  de  tracé,  soit  qu'on  ait  uniquement 
en  vue  de  simplifiçr  les  opérations  graphiques  à  exécuter  sur 
ces  courbes.  Nous  nous  bornons  à  faire  ici  mention  des  courbes 
dont  les  ordonnées  sont  prop(»rtionnelles  à  la  variable  qu'il 
s'agit  de  représeiuer. 

Mouvement  uniformément  varié.  —  Le  mouvement  varié  le 
plus  simple  est  celui  dans  lequel  les  vitesses  acquises  dans 
des  temps  égaux  sont  égales,  quelque  petits  que  soient  ces 
temps  :  c'est  le  mouvement  uniformément  varié. 

Soit  i'«  la  vitesse  à  l'instant  initial,  i^  la  vitesse  au  bout  du 
temps  /,  la  vitesse  acquise  est  v  —  c»;  et  l'on  a  par  définition 

V V0 

7  étant  une  constante.  On  tire  de  là 

expression  de  la  loi  des  vitesses  dans  le  mouvement  unifor- 
mément varié. 

I^  courbe  des  vitesses  est  une  ligne  droite,  dont  v^  est 
fordonnée  a  l'origine,  et  ji  le  coeflicient  angulaire  {Jig.  9). 

De  r accélération.  —  Cette  quantité  7,  qui  joue  par  rapport 
à  la  vitesse  le  môme  rôle  que  celle-ci  par  rapport  aux  espaces, 
se  nomme  V accélération.  Quand  on  introduit  ainsi  dans  la 
science  une  expression  tirée  du  langage  vulgaire,  il  fout  avoir 
soin  de  préciser  le  sens  qu'on  y  attache.  Il  est  possible  que 
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noire  acrél«*raiion  soil  un  relanJ,  r  élanl  plus  piMil  (|ue  t'„; 
alors  /  est  négatif.  D'aulres  fois,  au  conirairo,  le  rolnrd  est 
indiciué  par  une  accélération  positive,  lorsque  la  vitesse  v  est 
négative.  Inutile  d'insister  sur  ces  particularités,  qui  n'offrent 
aucune  difficulté. 

L'accélération  constante  /  est  ce  qui  distingue  Tnn  de  l'autre 
les  différents  mouvements  uniformément  variés  ;  c'est  la  vitesse 
acquise  pendant  l'unité  de  temps.  On  la  construit  en  prenant 
n-y  égale  à  une  seconde,  et  menant  la  perpendiculaire  vw'. 

Lois  de  la  chute  des  graines.  —  L'expérience  prouve  que  le 
mouvement  d'un  corps  qui  tombe  librement  dans  le  vide  est 
uniformément  accéléré.  L'accélération  de  ce  mouvement  est 
la  même  pour  tous  les  corps;  elle  varie  avec  la  position  géo- 
graphique du  lieu,  et  en  même  temps  avec  l'altitude;  enfin  à 
la  latitude  de  Paris  et.  au  niveau  de  la  mer,  elle  est  repré- 
sentée par  le  nombre  9,8088,  qu'on  remplace  habituellement 
par  la  lettre  g. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  à  propos  de  la  vitesse,  le 
temps  étant  un  nombre  abstrait,  l'accélération  est  un  certain 
nombre  de  mètres,  nombre  qui  varie  quand  on  change  l'unité 
de  temps. 

Par  exemple,  si  l'on  prenait  pour  unité  de  temps  la  n)inule, 
la  valeur  de  g  serait  36oo  fois  plus  grande.  En  effet,  d'une 
part,  la  vitesse  acquise  au  bout  d'une  minute  est  Go  fois  la 
vitesse  acquise  au  bout  d'une  seconde,  puisque  les  vitesses 
acquises  croissent  proportionnellômentau  temps;  d'autre  part, 
le  nombre  de  mètres  qui  exprime  une  vitesse  donnée  est 
60  fois  plus  considérable  en  prenant  pour  unité  la  minute, 
puisque  la  vitesse  est  l'espace  parcouru  d'un  mouvement  uni- 
forme pendant  l'unité  de  temps,  et  que  celte  uniié  est  devenue 
60  fois  plus  grande.  Donc,  en  définitive,  le  nombre  qui  mesure 
l'accélération  g  est  devenu  36oo  fois  plus  considérable. 

Équations  du  mouvement  uniformément  varié,  —  Pour 
avoir  la  loi  des  espaces,  il  suffit  d'égaler  s  —  s,  iï  l'aire  du  tra- 
pèae  n^p  (fig*  loj,  dont  la  hauteur  est  égale  à  /,  et  dont  les 
bases  sont  respectivement  :  i'»,  et  c  ou  v^-^jt;  on  a  ainsi 
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(•    « 
Oit 

c'est  ce  qu*aurail  donné  Tinlégralion  de  réqualion 

ds 

Construisons  les  équations 

,4)  ^5=,.+M+iy<', 

Ijk  première  représente  une  parabole  dont  Taxe  est  paral- 
lèle à  celui  des  s,  et  qui  peut  occuper  les  quatre  positions 
indiquées  par  la^g^.  1 1,  suivant  les  signes  des  quantités  i*.  alj: 

!•  i'«>o,  y^o,  mouvement  uniformément  accéléré  pro- 
prement dit* 

2*  i'«<;  o,y  >o,  mouvement  d'abord  retardé,  puis  accéléré, 
dans  le  sens  ordinaire  du  mol^  c'est-à-dire  que  la  vitesse  di- 
minue d'abord  en  valeur  absolue,  s'annule,  puis  que  le  mou- 
vement recommence  dans  le  sens  opposé,  avec  une  vitesse 
indéfiniment  croissante. 

3*»  v<Coy  y  <o>  mouvement  accéléré  dirigé  du  côté  des  s 
négatifs. 

4"  i'f>o,  j<^o;  le  mouvement,  d'abord  dirigé  vers  les  s 
positifs,  voit  sa  vitesse  diminuer  jusqu'à  zéro,  pour  reprendre 
ensuite  vers  les  5  négatifs. 

Propriétés  du  mouvement  uniformément  varié. —  On  peul, 
au  nio>en  des  équations  (4)  diversement  combinées,  démon- 
Iror  un  cerlain  nombre  de  propriétés  du  mouvement  unifor- 
mément varié.  Par  exemple,  éliminons  j  entre  ces  équations, 
il  vient 

s 5.  Vn-^-V 

t      ~      -x      ' 

1**  Dans  le  mouvement  uniformément  varié,  la  vitesse 
moyenne  pendant  un  certain  temps  t  est  la  moyenne  arithmé^ 
tique  des  vitesses  prises  aux  deux  instants  extrêmes  de  ce 
temps. 
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Dans  l'équaiion  précédente,  remplaçons  v  par  ^'ê-^ji,  il 

vient 

s — *•  .    ./ 

-ï--".+i-: 

2?  Dans  te  mouvement  uniformément  variée  la  vitesse 
moyenne  du  mobile^  pendant  un  certain  temps  /,  est  é^ale  à 
la  vitesse  v,  prise  ù  i' instant  milieu  de  ce  temps. 

Enfin  rélimination  de  /  entre  les  équations  (4)  produit 

l(^^-çl)=j(s-sA' 

3"  Dans  le  mouvement  uniformément  variée  la  moitié  de 
l'accroissement  du  carré  de  la  lùtesse  est  le  produit  de  l' accé- 
lération constante  par  l'espace  parcouru. 

On  simpline  les  équations  {^)  eu  comptant  les  temps  à 
partir  de  Tinstani  où  la  vitesse  c.  est  nulle,  et  les  espaces 
à  partir  de  la  position  que  le  mobile  occupe  à  cet  in^toiii; 
il  vient  alors 

(»)  \-='-^''-- 

{^=jl' 
La  première  de  ces  équations  montre  que: 

4®  Dans  le  mouvement  uniformément  varié,  l'accélération  j 
est  le  double  de  l'espace  parcouru  pendant  la  première  seconde 
du  mouvement. 

Problèmes  sur  l'ascension  et  la  chute  des  corps. 

Les  équations(4)  et  (5)  servent  à  résoudre  tous  les  problèmes 
qu'on  peut  se  proposer  sur  le  mouvement  vertical  des  corps 
pesants  dans  le  vide,  en  faisant  j  =  —  g'Ouy  =  ^,  selon  qu*on 
dirigera  la  partie  positive  de  la  verticale  en  haut  ou  en  bas. 

Problème  l.  —  Calculer  la  hauteur  à  laquelle  s'élèvera  un 
corps  animé  d'une  vitesse  donnée  v^,  dirigée  de  bas  en  haut. 

Les  équations  du  mouvement  sont 
(6)  {  •         2^    ' 

V  =  Vt—gt. 
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On  trouve  la  durée  de  l'ascension  en  faisant  (^  =  o,  ce  qui 
donne 

g' 

en  portant  ensuite  cette  valeur  dans  Téqualion  des  espaces, 
on  a  la  hauteur  à  laquelle  s'élève  le  mobile  : 

^g 

c'est  la  hauteur  due  à  la  vitesse  u^. 
Le  temps  de  la  descente  est  égal  au  temps  de  l'ascension  : 

g    y  g 

et  le  mobile  repasse  au  point  de  départ  avec  une  vitesse  égale 
à  c»,  c'est-à-dire  à 

c'est  la  vitesse  due  à  la  hauteur  H. 
PiOBLtifE  H.  —  Un  corps  descend  d'une  hauteur  H  dans  im 

temps  t  plus  petit  que  w  —  :  déterminer  la  hauteur  de  la- 

quelle  il  est  tombé. 

Soit  s.  la  distance  du  point  de  départ  inconnu  à  l'origine  de 
la  hauteur  H  :  on  a 

11  =  i;.t -i- -  St^ 

et 

en  éliminant  v^y  on  trouve 


1^ 


c' 


1      /H        I   \' 


PiOBLÈSB  III.  —  Deux  corps  partent  d'un  même  point  sans 
vitesses  initiales^  à  des  époques  séparées  par  un  intervalle  0  î 
déterminer  l'instant  où  la  distance  de  ces  deux  corps  sera  a, 
et  les  chemins  qu'ils  auront  alors  parcourus. 

Soit  i  le  iemps  écoulé  depuis  le  départ  du  premier  corps 
I.  3 
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jusqu'à  Tinsiani  cherche,  et  z  la  hauteur  de  chute  correspon- 


dante :  on  a 


et 


=^«" 


z-a=^g(t-ey. 


Problèhe  IV,  —  Calculer  la  profondeur  d'un  puits  d\iprès 
le  temps  qui  s  écoule  depuis  le  départ  d'un  corps  qu'on  laissa 
tomber  sans  vitesse,  jusqu'à  l'instant  oà  le  bruit  de  la  chute 
arrive  à  l'orijice  du  puits. 

Etc.,  etc. 

Mouvement  varié  quelconque.  —  Quand  le  mouvement  n'est 
pas  uniformément  varié,  la  vitesse  acquise  pendant  un  certain 
temps,  /' — /,  n'est  pas  la  même  à  une  époque  quelconque  du 
mouvement.  On  considère  alors  l'accélération  moyenne  pen- 
dant le  temps  /' — /;  et,  en  supposant  ce  temps  infiniment 
petit,  on  appelle  accélération  du  mouvement  à  une  époque  / 

dv 
la  quantité  ^>  c'est-à-dire  la  limite  de  l'accélération  moyenne. 

On  a  ainsi  en  général 

. dv d^s 

J~di'"dF' 

et  Ton  peut  construire  une  courbe  des  accélérations  analogue 
aux  courbes  des  espaces  et  des  vitesses  (*). 

Problèmes  sur  les  lois  de  riiouvement. 

Pour  terminer  ce  qu'il  y  a  à  dire  sur  les  lois  du  mouvement 
considéré  indépendamment  de  la  trajectoire,  donnons  la  so- 


(*)  Nous  avons  simplement  appelé  accélération  la  quantité  y;  et  cette  dé- 
nomination n*n  aucun  inconvénient  pour  le  moment.  Plus  tard,  quand  nous 
étudierons  le  mouvement  d'un  peu  plus  près,  en  y  faisant  entrer  la  considé- 
ration de  la  trajectoire,  nous  introduirons  d'autres  quantités  auxquelles  nous 
serons  conduits  à  donner  aussi  le  nom  générique  A* accélération,  arcompa{;né 
d'une  épithète  caractéristique:  nous  verrons  alors  que,  toutes  les  fois  que  le 
mouvement  sera  curviligne,  la  quantité  y  s'appellera  Vaecéiérafion  tangentielte 
du  mobile.  Laissons  pour  le  moment  de  c<^té  ces  distinctions,  qui  ne  nous  sont 
Doînt  encore  nécessaire*. 
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lution  des  six  problèmes  élémentaires  qui  sont  relatifs  aux 
espaces,  aux  vitesses  et  aux  accélérations,  problèmes  qui  se 
ramènent  tous  à  des  quadratures,  c'est  à-dire  à  l'intégration  de 
différentielles  de  la  forme  f{x)(lx, 

I.  On  donne  l'espace  en  fonction  du  temps, 

On  déduit  de  là  les  expressions  de  la  vitesse  et  de  l'accélé- 
ration : 

II.  Donnée  i'  =  f(/}.  On  a 

'  m.  Donnée  j  =  9 (  /  )•  On  a 

Jo  Jo 

m 

IV.  Donnée  u  =  \^{s).  On  a 

V,  Donnée  7  =  77(5). 
L'équation 

n'est  point  immédiatement  soluble  par  une  quadrature;  mais, 
multipliée  par  H'-rrdt,  elle  devient  inlégrable  et  donne 


1''=^;  +  '?'  /    r.{s)ds, 


ce  qui  nous  ramène  au  problème  précédent,  au  cas  où  Ton  a 
V  en  fonction  de  s. 

VI.  Donnée  7  =x(t')«  On  a 

3. 
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§  II.  —  Étude  du  moutement  sur  la  trajectoire. 

Après  avoir  dli  du  mouvement  d'un  point  tout  ce  qu'on 
peut  en  dire  sans  s'occuper  de  la  trajectoire  de  ce  point,  il 
faut,  pour  compléter  notre  étude,  examiner  ce  que  peut  ajou- 
ter à  ce  qui  précède  la  considération  purement  géométrique 
de  la  trajectoire. 

A  ce  nouveau  point  de  vue,  le  mouvement  le  plus  simple 
est  le  mouvement  recliligne;  la  théorie  développée  dans  le 
paragraphe  précédent  renferme  tout  ce  qui  est  relatif  à  ce 
mouvement. 

Quant  au  mouvement  curviligne,  nous  allons  montrer 
comment  on  en  ramène  l'étude  à  celle  du  mouvement  rec^ 
tlligne,  au  mo^^en  de  la  considération  des  mouvements  simul- 
tanés. 

Théorie  des  mouvements  simultanés. 

Soit  MM'  la  trajectoire  d'un  point,  rapportée  à  trois  axes 
quelconques  {fig-i^)'  Considérons,  en  même  temps  qu'un 
point  M  de  cette  trajectoire,  la  projection  P  de  ce  point  sur 
Taxe  des  Xj  faite  parallèlement  au  plan  zA/*. 

Pendant  que  le  point  M  se  déplace  sur  sa  trajectoire,  le 
point  P  se  déplace  sur  l'axe  Ax;  on  dit  que  ces  deux  mouve- 
ments sont  simultanés.  Us  sont  d'ailleurs  tellement  liés  entre 
eux,  que  TuH  se^éduit  immédiatement  de  l'autre,  si  la  trajec- 
toire est  connue.  Si  elle  ne  J'esl  pas,  il  faudra,  pour  que  le 
mouvement  du  point  M  soit  bien  défîni,  connaître  les  mouve- 
ments des  projections  de  ce  point  sur  trois  axes  concourants 
quelconques. 

Soient 

(  *  =  ?.(/), 

les  équations  de  ces  mouvements  rectilignes.  L'élimination 
de  t  entre  ces  trois  relations  donnera  les  équations  de  la  trajec- 
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loire  sous  la  forme  ordinaire;  à  moins  loulefois  qu'on  n'aime 
mieux  conserver,  pour  représenter  la  trajectoire,  les  trois 
équations  (i)  qui  définissent  cette  courbe  par  l'intermédiaire 
d'une  variable  auxiliaire  /,  ce  qui  sera  tout  aussi  commode. 

Les  relations  (i)  s'appellent  >es  équations  du  mouvement  du 
point  M. 

Nous  avons  ainsi  ramené  l'étude  d'un  mouvement  curvi- 
ligne quelconque  &  celle  de  trois  mouvements  rectilignes 
simulianés;  mais  il  importe  encore  de  faire  voir  comment  on 
peut  déduire  les  divers  éléments  du  premier  de  ceux  des 
deuxièmes,  supposés  connus. 

Auparavant,  remarquons  que,  dans  notremanière  de  consi- 
dérer la  vitesse,  cette  quantité  est  une  longueur»  ds,  affectée 
d'un  dénominateur  numérique  dt. 

D'après  cela,  la  direction  de  la  longueur  finie,  t-»  est  celle  • 

de  l'élément  ds^  prolongé  dans  le  sens  du  mouvement;  et,  si 
l'on  veut  avoir  la  définition  complète  de  la  vitesse  d'un  mo- 
bile, au  double  point  de  vue  de  la  grandeur  de  cetle.droite  et 
de  sa  position  dans  l'espace,  il  faudra  porter  une  longueur 

égale  à  -r.  sur  la  tangente  à  la  trajectoire  de  ce  mobile  {Jig.  12), 

a  partir  du  point  de  contact  et  dans  le  sens  du  mouvement.  La 
droite  MN,  ainsi  obtenue,  représentera  à  la  fois  la  grandeur,  la 
direction  et  le  sens  de  la  vitesse  du  mobile. 

■ 

Nous  pouvons  maintenant  chercher  les  relations  de  posi- 
tion ei  de  grandeur  qui  existent  entre  la  vitesse  du  point  M 
et  les  vitesses  des  trois  projections  de  ce  point. 

Vitesses  dans  les  mouvements  simultanés.  —  Considérons  sur 
la  trajectoire  unpoint  M' infiniment  voisin  du  point  M  (fig*  i4)> 
de  sorte  qu'on  puisse  indifféremment  regarder  ce  point  M' 
comme  situé  sur  la  courbe  elle-même,  ou  sur  la  tangente  au 
point  M. 

Les  accroisseitients  infiniment  petits  des  coordonnées,  rfjr, 
</>•,  dz,  forment  les  trois  côtés  d'un  parallélipipède  dont  ds 
est  la  diagonale.  Construisons  un  parallélipipède  semblable 
sur  les  mêmes  arêtes  prolongées,  et  donnons-lui  des  côiés  qui 
soient  à  leurs  homologues  dans  le  premier  parallélipipède 
comme  l'unité  est  à  rf/. 
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Les  côlés  de  ce  nouveau  prisme  seront  respeclivenieni 
égaux  à 

■dx       dy       dz  ^ 

W    Tt'    Tr 

* 
et  il  esl  ovideni  que  la  diagonale  prendra  la  valeur  correspon- 

ds 
dante,  -1-9  en  conservant  d'ailleurs  sa  direction,  qui  est  celle 

de  1?  tangente  à  la  trajectoire. 
On  déduit  de  là  les  résultats  suivants  : 

Théorèue  I.  —  La  vitesse  d'un  mobile  est  représentée  en 
grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélipipède 
fait  sur  les  intesses  simultanées  de  ses  trois  projections. 

TnÉORÈME  II.  —  La  vitesse  de  la  projection  d*un  point  sur 
un  axe  quelconque  est  égale  à  la  projection,  faite  sur  le  même 
axe  et  parallèlement  au  même  plan,  de  la  vitesse  du  point 
donné. 

Enfin'  si  Ton  considère  le  mouvement  de  la  projection  du 
point  M  sur  un  plan  quelconque,  xKvy  on  voit  encore,  à  l'in- 
spection de  la  fig.  14,  que  : 

Théorème  IÎI.  —  La  vitesse  de  la  projection  orthogonale  ou 
oblique  d* un  point  sur  un  plan  quelconque  est,  en  grandeur  et 
en  direction,  la  projection  de  la  vitesse  du  mobile  sur  ce  plan. 

Cas  d'une  trajectoire  plane,  —  Quand  la  trajectoire  est  une 
ligne  plane,  il  esl  naturel  de  la  rapporter  à  des  axes  situés 
dans  son  plan  (^gr-'iS);  on  n'a  plus  alors  à  considérer  qu'un 
triangle  infiniment  petit  MM'N,  dont  les  côtés  sont  respecti- 
vement proportionnels  à  la  vitesse  du  mobile  et  aux. vitesses 
de  ses  deux  projections. 

Ce  triangle  est  connu  dans  la  science  sous  le  nom  de  triangle 
infinitésimal  de  Barrow y  nom  qu'on  devrait  remplacer  par  celui 
de  triangle  de  Fermât. 

Fermât  est  en  effet  le  premier  qui  ait  étudié  les  proprié- 
tés de  ce  triangle  célèbre,  propriétés  qu'on  doit  reconnaître 
comme  le  point  de  départ  de  la  méthode  des  fluxions,  et  de 
la  découverte  du  calcul  infinitésimal. 
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Les  théorèmes  auxquels  donne  lieu  la  projection  du  mou- 
vement plan  ne  diffèrent  pas  de  ceux  que  nous  avons  démons 
trës  plus  haut. 

Digression  sur  les  résultantes  ou  sommes  géométriques. 

On  énonce  ordinaireinenl  les  théorèmes  sur  les  mouve- 
ments simultanés  d'une  manière  qui  nécessite  quelques  défi- 
nitions préalables. 

Définition.  — Étant  donnée  une  série  de  droites  ayant  cha- 
cune une  longueur,  une  direction  et  un  sens  bien  déterminés, 
si,  en  partant  d'un  point  quelconque,  on  porte  toutes  ces  droites 
bout  à  bout,  la  ligné  qui,  partant  du  même  point,  ferme  le  po- 
lygone  ainsi  formé,  s'appelle  la  résultante  des  lignes  données. 

Ainsi  OF  (fig.  i6)  est  la  résultante  dés  droites  OA,  AB,. . ., 
droites  qui,  relativement  à  la  ligne  OF,  reçoivent  la  dénomi- 
nation de  composantes. 

Propriétés  des  résultantes  géométriques.  —  On  voit  en  pre- 
mier lieu  qu'une  résuUante  ne  change  pas  quand  on  intervertit 
Tordre  de  djsux  composantes  consécutives,  et  par  suite  celui 
de  deux  ou  plusieurs  composantes  quelconques. 

En  deuxième  lieu,  on  voit  que  la  résultante  tUffère  seule- 
ment par  le  sens  qui  lui  est  attribué,  du  côté  qui  fermerait  le 
polvgone  dos  composantes. 

Enfin,  il  est  évident  que  la  projection  d'iino  résultante  sur 
un  axe  quelconque  est  la  somme  algébrique  des  projections 
des  composantes  sur  le  même  axe. 

Lorsqu'il  y  a  seulement  deux  composantes  (fg*  17),  la  ré- 
suUante est  la  diagonale  du  parallélogramme  fait  sur  ces  deux 
droites,  supposées  portées  dans  un  sens  convenable  à  partir 
d'une  origine  quelconque  0.  Quand  ces  mêmes  composâmes 
sont  au  nombre  de  trois  (fig-i^),  la  résultante  est  la  diago- 
nale du  parallélipipède  des  composantes. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  comprend  à 
à  la  fois  le  cas  du  mouvement  dans  un  plan  et  celui  d'un  mou- 
vement quelconque  : 

Théorème  IV.  —  La  vitesse  d'un  mobile  est  la  résultante  des 
vitesses  simultanées  de  ses  jfroject ions. 
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Relations  analytiques  entre  les  composantes  et  la  résultante. 
— !•  Cas  du  triangle  ou  du  parallélogramme.  — Soient  {/ig*tc)) 
A  et  B  deux  droites,  K  leur  résultante;  on  a,  par  la  trigono- 
métrie rectiligne  : 

R  A  B 


sinA,  B      sinBjr    sinA,R 
R»  =  A»  4-  B'-H  a  AB  cosA,  B, 


A»  =  B'-^R'— 2BRCOSB,  R, 


B^  =  A»-4-R'— 2ARcosA,R. 

f^  dissyniétrie  des  dernières  formules  tient  à  ce  que  la 
résultante  ne  se  compte  pas  dans  le  même  sens  que  ses  com- 
posantes. 

Quand  l'angle  des  deux  composantes  est  droit»  les  formules 

deviennent  

A  =  RcosA,  R, 

'  B  =  RcosBTR; 

R»=A»-+-B». 

a*  Cas  du  parallélipipède.  —  Bornons-nous  8iu  cas  le  plus 
habituel»  celui  où  les  trois  composantes  sont  rectangulaires. 

Soient  A^  B,  C,  les  composantes,  R  la  résultante,  a,  (i,  y  (  *  ) 

les  angles  formés  par  celte  ligne  avec  les  trois  premières. 

On  a 

A  =  Rcosa, 

B  =  Rcos(3, 

C  =  Rcosy; 

R'=A'-+-B^-f-0. 

3*  Cas  d'un  polygone,  ou  d'un  nombre  quelconque  de  com- 

(*)  Los  angles  a,  /9,  y  sont  liés  entre  eux  par  la  rclatioii 

cos*  a -H  cos*  y3 -f- cos"  y  =  I  ; 

n  est  pourtant  nécessaire  do  connaître  ces  trois  angles,  'pour  cfue  la  direction 
de  la  droite  à  laquelle  ils  appartiennent  soit  bien  définie;  et  même,  lorsque  ce» 
angles  sont  donnés  chaean  par  une  ligne  trigonométrique,  il  est  indispensable 
que  cette  ligne  soit  un  cosinus,  c'est-à-dire  une  ligne  qui  change  de  signe  quand 
en  passe  d'un  arc  à  son  supplément,  et  qui  ne  change  pas,  quel  que  soit  le 
sens  dans  lequel  on  mesure  l'angle  compris  entre  deux  directions  déterminées. 
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posantes.  —  Soit  D  Tune  de  ces  composantes;  on  a,  en  proje- 
Uni  sur  trois  axes  rectangulaires  quelconques  : 

R  cosïfT^  =2  D  cosDTT  =  X , 
R  COSÏÏ77  =2)  D  cosUTr  =  Y. 

RcosR,  «p^DcosD,  z  =  Z, 

équations  d'où  Ton  conclut: 

R'  =  X'4-Y»-+-Z»; 

cosR,  j:  = -7=^===c= , 

Y 


cosU,  j= 


cosRy  z  = 


^X'+Y'  +  Z^ 
Z 


Tontes  les  fois  qu'on  considère  des  grandeurs  géométriques, 
c'est-à-dire  des  longueurs  à  chacune  desquelles  est  affectée 
.  une  certaine  direction,  un  certain  sens,  les  résultantes  prennent 
la  place  des  sommes  proprement  dites;  on  pourrait  les  appeler 
tommes  géométriques  y  pour  rappeler  l'idée  de  sommes  dans 
lesquelles  on  a  égard  à*  la  direction,  de  même  que  dans  les 
sommes  algébriques  on  a  égard  au  signe  des  quantités  qu'il 
s'agit  de  sommer. 

Une  longueur  n'a  pas  de  signe,  elle  doit  être  portée  sur  sa 
direction  danâ  un  certain  sens;  ses  projections  ont  un  signe, 
c'est  celui  du  cosinus  de  l'angle  formé  par  la  ligne  qu'on  pro- 
jette avec  l'axe  de  la  projection.  Une  fois  que  plusieurs  lon- 
gueurs sont  ram'enées  par  la  projection  à  une  direction  unique, 
la  résultante  se  transforme  en  une  somme  algébrique. 

Il  suit  de  là  que  les  résultantes  jouissent  de  toutes  les  pro- 
priétés des  sommes  :  ainsi  on  peut  les  construire  ou  les  calculer 
sans  avoir  égard  à  l'ordre  de  leurs  éléments  constituants;  on 
peut  aussi  trouver  d'abord  la  résultante  d'un  certain  nombre 
de  ces  éléments^  puis  une  deuxième  résultante  partielle, 
une  troisième,  etc.«  et  chercher  enfin  la  résultante  de  toutes 
ces  résultantes. 


^1  PREMIÈRE   SECTION.  GIMÉMATIQUE  PURE. 

i  ai  dit  qu'une  longueur  n'a  pas  de  signe;  cependant,  quand 
la  longueur  qu'il  faut  porter  dans  un  certain  sens  est  une 
fonction  de  quantités  algébriques  susceptibles  de  prendre  plu- 
sieurs valeurs,  il  est  possible  que  certaines  de  ces  valeurs 
rendent  la  fonction  dont  nous  nous  occupons  négative.  Mais 
ceci  n'altère  en  rien  la  généralité  des  formules,  et  ne  peut 
donner  lieu  à  aucune  difficulté. 

Théorie  générale  des  mouvements  simultanés. 

La  considération  des  mouvements  simultanés  d'un  point  et 
de  sa  projection  sur  un  axe  quelconque,  nous  a  donné  le  moyen 
de  ramener  l'étude  du  mouvement  sur  une  trajectoire  courbe 
à  l'étude  du  mouvement  rcctiligne. 

Mais  là  ne  se  borne  point  l'ulililé  de  celle  idée  bien  simple, 
qui  consiste  à  chercher  des  relations  entre  les  <Hémenis  de 
divers  mouvements  assujettis  à  s'accomplir  simuliaiuMiionl. 

Il  est  évident  que,  si  Ton  se  donne  une  loi  géométrique 
quelconque,  en  vertu  de  laquelle  la  position  d'un  certain 
point  mobile  soit  liée  à  celle  d'un  ou  plusieurs  autres  points, 
cette  loi  établit  nécessairement  une  relation  entr»  les  vitesses 
simultanées  des  divers  points  que  l'on  considère.  On  trouvera 
cette  relation,  analytiquement  par  des  différentiations,  géomé- 
triquement par  des  procédés  particuliers,  l)asés  sur  dos  règles 
que  nous  allons  exposer,  en  généralisant  la  théorie  qui  pré- 
cède. 

Les  théorèmes  de  Cinématiqjiie  qui  sont  relatifs  aux  vitesses 
simultanées  dérivent  des  énoncés  géon»étriques  ordinaires, 
comme  l'équation  qui  donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente à  une  courbe  dérive  de  l'équation  finie  de  celte  courbe. 
Inversement  :  les  rapports  des  vitesses  de  tous  les  points  d'une 
figure  mobile  sont  nécessairement  indépendants  du  temps,  en 
vertu  de  la  simultanéité  des  mouvements;  donc  ces  rapports 
sonj^  des  quantités  purement  géométriques,  et  Ton  voit  qu'on 
repasse  immédiatement  de  la  Cinématique  à  la  Géométrie;  ou 
plutôt,  une  relation  quelconque  entre  des  vitesses  simultanées 
peut  s'énoncer  indifféremment  avec  le  langage  de  la  Cinéma- 
tique ou  celui  de  la  Géométrie  pure  :  nous  avons  déjà  dit  que 
des  considérations  du  genre  de  celles  qui  nous  occupent  ac- 
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luellemem,  fécondées  par  le  génie  de  Newton,  ont  été  Tpri- 
gioe  de  la  magnifique  découverte  de  l'Analyse  infinitésimale. 

Occupons-nous  d'abord  des  formules  qui  se  présentent 
quand  on  rapporte  la  tnyectoire  d'un  point  à  un  système  de 
coordonnées  polaires,  en  nous  bornant  d'ailleurs  au  cas  où  le 
mouvement  s'effectue  dans  un  plan. 

Soit  PM  le  rayon  vecteur  correspondant  à  une  époque  quel- 
conque, /  {Jig.iio};  menons  la  tangente  et  la  norm.ale  à  la 
courbe  (M),  et  soit  i  l'angle  de  la  normale  avec  le  rayon  vec- 
teur, 

■ 

On  a,  par  la  Géométrie  élémentaire  : 

i    dr         ,'  .       dr  .       rdO 

tangf  =  --72,     sm/  =  -7-5     cosi=--r-; 
r  dQ  ds  ds 


Voici  maintenant  quelles  sont  les  différentes  vitesses  simul- 
lanées  dont  il  est  intéressant  de  s'occuper  (fig.ii). 

Vitesse  de  circulation.  —  Considérons  le  mouvement  du 
rayon  vecteur  assujetti  à  contenir  toujours  le  poini  décri- 
vant M.  Dans  ce  mouvement,  tous  les  points  de  la  droite  PM 
décrivent  simultanément  des  arcs  de  cercle  concentriques 
autour  du  pôle  P;  et,  en  particulier,  le  point  qui  coïncidait 
avec  le  mobile  *M,  dans  la  position  PM  du  rayon  vecteur,  dé- 
crira pendant  le  temps  dt  un  arc  de  cercle  MM, ,  dont  le  rayon 
est  égal  à  PM  ou  à  r.  Nous  donnerons  à  la  vitesse  du  point 
doiit  le  mouvement  est  ainsi  défini  le  nom  de  vitesse  de  cir- 
culation. 

Vitesse  de  glissement,  —  Considérons  un  point  qui  soit  en- 
traîné avec  le  rayon  vecteur,  ei  (jui  {glisse  en  même  temps 
sur  la  droite  PM,  de  manière  à  coïncider  constamment  avec 
le  point  de  cette  droite  qui  décrit  la  trajectoire.  Pendant  le 
temps  que  le  rayon  vecteur  aura  mis  à  venir  de  PM  on  PM', 
ce  nouveau  mobile  fictif  aura  décrit  l'espace  M,M-;  la  vitesse 
correspondante  s'appelle  vitesse  de  glissement,  ou  vitesse  le 
long  du  rayon  vecteur. 

Vitesse  angulaire.  —  Prenons  sur  le  rayon  vecteur  une  lon- 
gueur constante  Pm  égale  à  l'unité.  Le  déplacenicnt  de  ce 
point   m,   assujetti  à   rester  ainsi  à    l'unité  de   distance   du 
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centre  P,  mesure  Vangle  décrit  par  le  rayon  vecteur.  La  vi- 
tesse du  point  m  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  angulaire;  on 
la  désigne  habituellement  par  &)(*). 

Fitesse  aréoiaire. —  Enfin,  considérant  Taire  décrite  par  le 
rayon  vecteur,  limité  à  la  courbe  que  nous  étudions,  j'adop- 
terai le  nom  de  vitesse  aréoiaire  pour  désigner  le  quotient  de 
Taire  PMM'  par  le  temps  rf/,  sans  rapporter  d'ailleurs  cette 
vitesse,  à-un  point  déterminé  du  rayon  vecteur  mobile. 

Relations  entre  les  vitesses  précédemment  définies.  —  On  a 
'd'abord,  en  désignant  par  w  la  vitesse  de  circulation,  par  v^  la 
vitesse  aréoiaire,  par  Vg  la  vitesse  de  glissement  : 

rfe  '    dr 

de 

ir=:r^=a)r, 

Z         dt  2, 

D'un  autre  côté,  en  considérant  le  triangle  infinitésimal 
HM'M,,  dont  les  côtés  sont  proportionnels  respectivement,  à 
la  vitesse  sur  la  trajectoire,  à  la  vitesse  de  circulation  et  à  la 
vitesse  de  glissement;  ou  bien  le  triangle  fini  semblable  au 
précédent,  construit  en  prenant  pour  côtés  ces  vitesses  elles- 
mêmes,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V,  —  La  vitesse  d'un  mobile  sur  sa  trajectoire  est 
la  résultante  de  la  vitesse  de  circulation  et  de  la  vitesse  de 
glissement. 

(*)  n  ne  faut  pas  oublier  que,  pour  le  calcul  de  cd,  le  temps  doit  être  ex- 
primé en  secondes,  et  que  l'arc  mm^^  est  rapporte  à  son  rayon,  supposé  égal  à 
runité  de  longueur. 

Dans  les  applications  de  la  Cinématique  aux  machines,  on  est  dans  l'usage  de 
définir  une  vitesse  angulaire  constante  par  le  nombre  des  révolutions  eflectuiH*s 
par  le  rayon  vecteur  dans  une  minute.  Soit  une  roue  faisant  N  tours  par  mi- 
nute; un  point  de  cette  roue,  situé  à  l'unité  de  distance  du  centre,  parcourra  par 

'J  ÎT  N 

minute  un  arc  égal  à  îttN,  et  par  seconde  un  arc  t»gal  à  ^. —  t  le  mouvement 
étant  supposé  uniforme.  On  a  donc,  pour  un  rayon  quelconque  de  la  roue, 

îïîrN 
6o 
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Dans  le  cas  actuel,  le  triangle  infinitésimal  esl  toujours  rec- 
tangle. On  a  donc 

Cr'  =  (V»  -I-  i;'  . 

Ainsi  que  nous  l'avons  dit  quand  nous  avons;,  posé  d'une 
manière  générale  les  bases  de  la  théorie  des  mouvements 
simultanés,  tous  les  théorègies  de  Géométrie  infinitésimale 
qui  se  rapportent  aux  coordonnées  polaires  donnent  lieu  à 
des  théorèmes  corrélatifs  de  Cinématique,  c'est-à-dire  à  dçs 
relations  entre  les  vitesses  que  nous  venons  de  définir. 

Par  exemple,  en  divisant  par  dt  les  équations 

dr=mde, 

qui  donnent  les  valeurs  de  la  sous-normale  et  de  la  normale, 
OD  obtient  les  théorèmes  suivants  : 

TatoitaB  VI.  —  Quand  on  rapporte  le  mouvemeht  d'un 
point  dans  un  plan  à  un  système  de  coordonnées  polaires 
quelconque,  le  rapport  de  la  vitesse  de  glissement  à  la  vitesse 
angulaire  est  donné  par  la  sous-normale  à  la  trajectoire. 

TetOEftHE  VU.  —  Le  rapport  de  la  vitesse  d'un  point  mobile 
à  la  vitesse  angulaire  autour  d'un  pôle  quelconque  est  égal  à 
la  normale  correspondante. 

application  au  mouvement  des  planètes.  —  Dans  le  mouve- 
ment des  planètes  autour  du  soleil,  on  sait,  d'après  l'une  des 
lois  de  Kepler;  que  la  vitesse  aréolaire  Vm  est  une  constante. 

On  a  donc,  en  se  reportant  à  l'expression  de  cette  vitesse  : 


d'où 


et  enfin 


io)r»=C; 

îC 

2C 

r 

iV                 3tC 

COS  1       r  cos 1 

aC 
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en  désignant  par /i  la  perpendiculaire,  r  cos/,  abaissée  du  pôle 
sur  la  tangente  MH  {Jig,  22). 

De  là  les  énoncés  suivants  : 

Dans  le  mouvement  d'une  planète  autour  du  soleil  : 

\^  La  vitesse  angulaire  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  de  la  planète  au  soleil. 

2°  La  vitesse  de  circulation  est  en  raison  inverse  de  cette 
même  distance. 

m 

3°  La  vitesse  de  V astre  dans  son  orbite  est  en  raison  inverse 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  du  soleil  sur  la  tan^ 
génte  à  la  trajectoire. 

Généralisation  des  résultats  précédents. 

Dans  tous  nos  raisonnements  relatifs  aux  coordonnées  po- 
laires, il  faut  bien  remarquer  que  le  pôle  P  est  simplement  le 
point  de  rencontre  d'un  certain  rayon  yecteur  PM  avec  sa  po- 
sition infmiment  voisine  ([/?§•.  23).  Rien  n'oblige  à  supposer 
qu'un  troisième  rayon  vecteur  infiniment  voisin  soit  assujetti 
à  venir  passer  au  point'  de  rencontre  des  deux  premiers,  en- 
core moins  que  ce  p^ûnl  de  rencontre  ou  pôle  soit  fixe  d'une 
manière  absolue. 

Tous  les  résuUals  que  nous  vêtions  de  trouver  pour  les 
systèmes  de  coordonnées  polaires  ordinaires  s'appliquent  donc 
à  des  rayons  vecteurs  mobiles  suivant  une  loi  quelconque»  en 
substituant  au  pôle  fixe,  pour  chacun  de  ces  rayons  vecteiirs, 
le  poini  où  ce  rayon  est  coxipé  par  sa  position  infiniment  voi- 
sine, c'est-sMÏîre  le  point  oîi  il  est  tangent  à  son  enveloppe. 

Cette  remarque  bien  simple  a  une  grande  importance  au 
pontf  de  vue  des  applications  à  la  Géométrie. 

§  III.  —  Méthode  de  Roberval  pour  le  tracé  des  tangentes 

AUX  LIGNES  COURBES. 

Sur  la  fin  du  xvn*  siècle,  les  géomètres  français  et  étrangers 
se  préoccupèrent  beaucoup  du  problème  des  tangentes  aux 
lignes  courbes. 

D'une  étude  historique  faite  par  M.  Duhamel,  il  ressort  que 
Descaries  donna  la  première  méthode  analytique  rigoureuse 
pour  la  solution  de  ce  problème.  Descartes  fut  suivi  dans 
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celte  voie  par  Fermai,  Barrow,  Huygens,  Newton;  et  c'est  de 
ces  recherches  que  sont  sorties  les*  méthodes  analytiques 
aciuelles,  basées  sur  le  calcul  inventé  simultanément  par 
Newton  et  par  Leîbnitz. 

Vers  la  même  époque,  Robérval  (  *")  avait  fait  connaître  une 
méthode  géométrique  pour  le  tracé  des  tangentes,  méthode 
fort  remarquable  que  nous  allons  e?tposer  avec  détail.  Des 
procédés  directs,,  plus  ou  moins  analogues  à  ceux  de  Robér- 
val, ont  été  mis  en  usage  par  plusieurs  géomètres  ses  con-« 
teoiporains,  entre  autres  par  le  marquis  de  l'Hôpital,  dans- 
son  Àncdyse  des  infiniment  petits ;^  puis  ce  genre  de  spécu- 
lations s'est  trouvé  presque  complètement  abandonné,  sous 
l'influence  du  vif  éclat  que  jetait  la  nouvelle  invention  du 
calcul  infiiritésimaL  On  y  est  revenu^  de  nos  jours  :  et  la 
métliode  de  Robérval,  convenablement  entendue,  peut  s'em- 
ployer avantageusement  dans  un  grand  nombre  de  questions 
auxquelles  le  calcuV  algébrique  s'appliquerait  peu  élégamment. 

Principe  de  RobervaL  —  Pour  arriver  à  tracer  la  tangente 
à  une  courbe  définie  géométriquement»  Robérval  considère 
cette  courbe  comme  la  trajectoire  d'un  point  mobile;  pujs  U 
pose  rafxiome  suivant  : 

La  direction  du  mouifcment  d'un  point  qui  décrit  une  ligne 
courbe  est  la  touchante  de  la  ligne  courbe  en  chaque  position 
de  ce  point. 

Sidpnc  nous  pouvons  trouver,  par  la  définition  donnée,  soit 
les  vitesses  simultanées  des  projections  d'un  point  de  la  courbe 
sur  deux  axes  coordonnés  rectangulaires  ou  obliques,  soit  la. 
vitesse  de  circulation  et  la  vitesse  de  glissement  dans  un  sys- 
tème polaire  quelconque,  nous  aurons,  par  une  construction 
connue,  la  grandeur  de  la  vitesse  propre  du  point  mobile, 
et  la  direction  de  cette  vitesse,  qui  est  celle  de  la  tangente 
cherchée. 

J'ai  déjà  fait  observer  que  les  définîtione  de  la  Géométrie 
ne  peuvent  donner  les  vitesses  simultanées  elles-mêmes'; 
mais  elles  donnent  les  rapports  de  ces  vitesses  :  et  c'est  tout 
ce  qu'il  faut  pour  déterminer  une  direction. 


{*)  Traité  des  mouvements  composés  :  Divers  ouvrages  de  Mathématiques  et 
I  Physique,  p«p  Messisort  de  4'Aieadêniie  des  Sciences,  p.  8b. 
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Le  principe  de  la  méthode  de  Roberval  est  donc  exlrême- 
inent  simple;  nous  allons  en  montrer  rutîiitc  par  de  nom- 
breuses applications. 

Tangente  à  la  càncholde. —  La  déûnition  de  la  conchoTde 
ordinaire,  ou  conchoTde  de  Nicomède,  peut  être  généralisée 
de  la  manière  suivante  : 

D'un  point  fixe  0  (fig-  24),  on  mène  un  rayon  vecteur  qui 
vient  rencontrer  une  courbe  quelconque  en  M  ;  â  partir  de  ce 
point  d'intersection  on  porte  sur  la  direction  du  rayon  vec^ 
teur  une  longueur  constante  MW.  La  courbe  que  nous  con- 
sidérons est  le  lieu  des  points  M'. 

Pour  mener  la  tangente  à  cette  courbe»  élevons  au  poini  M 
une  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur;  et  regardons  une 
longueur  arbitraire  Mm,  comptée  sur  cette  perpendiculaire, 
comme  représentant  la  vitesse  de  circulation  correspondante 
au  point  M.  Par  le  point  m,  ainsi  déterminé,  concevons  une 
perpendiculaire  mmi  surHm;  la  longueur  de  cetle  perpen- 
diculaire, limitée  à  la  tangente  connuQ  MX,  représentera  la 
vitesse  du  point  M  le  long  de  son  rayon  vecteur. 

Faisons  la  même  construction  pour  le  point  M'  :  la  vitesse 
de  circulation  M' m'  est  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  à 
OM';  d'ailleurs  cette  vitesse  est  à  la  vitesse  de  circulation  Mm 
dans  le  rapport  de  OM'  à  OM;  donc  le  point  m'  est  sur  la 
ligne  0/ni  prolongée.  D'autre  part,  la  vitesse  de  glissement  est 
dirigée  suivant  la  perpendiculaire  à  m' M',  et  elle  est  égale  à 
mm,,  puisque  la  distance  MM'  est  constante;  donc  enfm  on 
aura  la  tangente  cherchée  en  prenant  m' m',  =  mm,,  et  joi- 
gnant M' m',. 

On  peut  remarquer  que  les  normales  aux  deyx  courbes  se 
coupent  en  un  point  N  de  la  perpendiculaire  élevée  en  O  sur 
le  rayon  vecteur.  En  effet,  nous  avons  vu  que  la  sous-nor- 
male est  égale  au  rapport  de  là  vitesse  de  glissement  à  la  vitesse 
angulaire;  cette  ligne  a  donc  la  même  valeur  pour  la  courbe 
(M)  et  pour  la  courbe  (M'). 

D'après  la  remarque  qui  termine  le  §  II,  la  construction 
précédente  s'appliquerait  encore  si  les  droites  telles  que  OM, 
au  lieu  de  passer  toutes  par  un  point  fixe,  étaient  menées 
tangentiellement  à  une  courbe  quelconque.    . 

I^  méthode  de  Roberval  permet  de  trouver  la  tangente  à  la 
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spirale  d'Archimède,  et  à  un  grand  nombre  d'autres  courbes; 
mais,  si  elle  peut  rendre  de  très-grands  services,  elle  est  par 
contre  assez  délicate  à  appliquer  :  Tinvenieur  lui-même  s'y 
est  fréquemment  trompé.  L'erreur  de  Roberval  consistait  à 
confondre  les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile  suivant 
deux  directions  obliques,  avec  les  projections  orthogonales  de 
cette  même  vitesse.  La  faute  était  d'autant  plus  difficile  à  aper- 
cevoir qu'on  arrivait  d'ailleurs  à  une  construction  exacte,  par 
une  compensation  d'erreurs.  Voici,  par  exemple,  le  raisonne- 
ment relatif  au  tracé  de  la  tangente  à  l'hyperbole  (Jig*  25). 

Puisque  la  différence  entre  les  rayons  vecteurs  menés  d'un 
point  de  la  courbe  aux  deux  foyers  est  contante,  la  vitesse  est 
évidemment  la  même  le  long  de  l'un  ou  de  l'autre  des  rayons 
vecteurs  MF,  MF'.  Partant  de  là,  Roberval  obtenait  la  tangente 
en  portant  sur  les  rayons  vecteurs  des  longueurs  égales  repré- 
sentant cette  vitesse  commune,  et  composant  ensuite  ces  deux 
droites  par  la  règle  du  parallélogramme,  lequel  se  trouvait 
dans  l'espèce  être  un  losange  :  la  diagonale  de  ce  losange  était 
précisément  la  bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vecteurs.  Le 
résultat  était  donc  juste,  mais  le  raisonnement  était  faux,  car 
les  vitesses  de  glissement  MN,  MN',  ne  sont  pas  les  compo- 
santes de  la  vitesse  du  point  M  sur  les  directions  obliques 
MF,  MF'. 

Voici  comment  il  eût  fallu  présenter  les  choses.  Soit  MT 
{Jig.16)  la  vitesse  du  point  qui  décrit  l'hyperbole;  si  nous 
prenons  le  foyer  F  pour  pôle,  la  vitesse  MT  se  présente  comme 
la  résultante  d'une  certaine  vitesse  de  circulation,  MM,,  et  de 
la  vitesse  de  glissement  correspondante.  M,  T.  Relativement 
au  pôle  F',  nous  aurons  à  considérer  des  composantes  ana- 
logues, MM',,  M',T;  et  il  résulter  de  l'égalité  des  deux  vitesses 
de  glissement  que  le  point  T  est  sur  la  bissectrice  de  l'angle  M. 

Tangente  à  une  conique  définie  par  son  foyer  et  sa  direc- 
trice. —  Soit  ifig'  27)  M  un  point  de  la  courbe.  Projetons  le 
mouvement  de  ce  point  sur  la  directrice  el  sur  une  perpen- 
diculaire; la  vitesse  MM'  est  la  résultante  de  deux  longueurs, 
MQ,  QM',  proportionnelles  aux  vitesses  des  projections  du 
point  M.  Cette  même  vitesse,  si  l'on  rapporte  le  mouvement 
au  foyer  F  considéré  comme  pôle,  est  la  résultante  de  la  vi- 
tesse de  circulation  MQ'  et  de  la  vitesse  de  glissement  O'M', 

I.  4 
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Mais  on  a  cvidemmeniy  d'après  la  déûniiion  de  la  courbe, 

M  Q  _MF 
M'Q  ""MP" 

si  donc  on  élève  FL  perpendiculaire  sur  FM,  le  quadrilatère 
PMFL  est  semblable  à  QMQ'M',  et  le  poini  M'  se  trouve  sur 
la  diagonale  ML  :  cette  diagonale  est  donc  la  tangente  à  la  co- 
nique (M). 

Une  construction  identique  fait  connaître  la  tangente  à  une 
courbe  définie  par  le  rapport  des  dislances  du  point  décrivant 
à  deux  courbes  quelconques,  question  qui  se  rattache  à  une 
célèbre  théorie  de  Géométrie.  Supposons  que  des  rayons  lu- 
mineux, s'échappant  normalement  d'une  courbe  donnée  (A) 
{Jîg,  28),  se  réfractent  sur  une  courbe  (M).  D'après  les  lois 
connues,  le  rapport  du  sinus  de  l'angle  d'incidence  au  sinus 
de  l'angle  de  réfraction  est  constant.  De  plus,  si  Ton  prend  sur 
le  prolongement  virtuel  du  rayon  réfracté  une  longueur  MR 
qui  soit  à  MI  dans  le  rapport  des  sinus,  le  lieu  du  point  R 
coupe  à  angle  droit  tous  les  rayons  réfractés  :  nous  appelle- 
rons cette  courbe  (B)  V anticaustique  (*)  de  (M)  par  rapport 
aux  rayons  incidents. 

Réciproquement,  le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  telle, 
que  le  rapport  des  distances  d'un  de  ses  points  aux  deux 
courbes  (A)  et  (B),  considérées  comme  données,  est  con- 
stant (**).  En  partant  de  celte  définition,  et  appliquant  ce  qui 
précède,  on  trouve  aisément  que,  pour  avoir  un  point  de  la 
tangente  à  la  courbe  (M),  il  faut  élever  aux  points  I  et  R  des 
droites  perpendiculaires  respectivement  sur  MI  et  MR,  et 
prolonger  ces  droites  jusqu'à^  leur  point  de  rencontre,  N.  La 
ligne  MN  est  la  tangente  cherchée. 

La  circonférence  décrite  sur  MN  comme  diamètre  passe  par 
les  points  I  et  R;  d'où  il  suit  que  les  sinus  des  angles  i  et  V 


(*)  L'expression  à^anticaustique  est  due  h  Jacques  Bcrnoulli,  qui  s'en  est 
servi  seulement  dans  le  cas  de  la  réflexion.  M.  Quételet  a  étudié  les  anti" 
caustiques  sous  le  nom  assez  impropre  de  caustiques  secondaires. 

(*")  Lorsque  les  courbes  (A)  et  (B)  se  réduisent  chacune  à  un  cercle,  le  lieu 
est  un  ovale  de  Descartes;  c'est  une  circonférence  quand  les  deux  cercles  sont 
évanouissants. 
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Celle  formule  donne  la  variation  de  la  longueur  MM',  inter- 
ceptée sur  une  droite  mobile  par  deux  courbes  quelconques. 
La  loi  du  mouvement  de  la  droite  indéfinie  OMM'  est  arbi- 
traire ;  le  point  0  est  celui  où  celle  droite  est  langente  à  son 
enveloppe  (*). 

Application,  —  Une  droite  MM'  (y?^.  3o)  se  meut  suivant 
une  loi  quon  définit  en  donnant  Venveloppe  des  positions 
successives  de  cette  droite  ;  elle  rencontre  deux  courbes  quel- 
conques aux  points  M,  M'.  On  partage  la  distance  MM'  au 
point  M"  en  deux  parties  dont  le  rapport  "k  soit  constant  : 
trouver  la  normale  au  lieu  du  point  M". 

Traçons  la  perpendiculaire  ON,  les  normales  MN,  M'N', 
aux  courbes  données;  et  soit  M"N"  la  normale  cherchée.  On  a 

MM"  =  X  M"  M'  ; 

d'où  Ton  conclut 

dMW=ld.WW. 
Or 

rf.MM"=NN''rfe, 

rf.M"M'=IS"N'rf(?; 

donc 

NN"=XN'^N'. 

On  obtient  la  normale  en  joignant  M"  au  point  N",  qui  di- 
vise NN'  dans  le  rapport  donné. 

Problème  inverse  de  celui  des  tangentes,  —  Remarquons  que 
rinverse  du  problème  qui  consiste  à  mener  la  tangente  à  une 
courbe  est  celui  dans  lequel  on  demande,  étant  donnée  la  loi 
du  mouvement  d'une  droite,  de  déterminer  le  point  où  cette 
droite  est  tangente  à  son  enveloppé.  Par  exemple  : 

Réciproque  du  problème  précédent,  —  Une  droite  rencontre 
trois  courbes  données^  de  manière  que  le  rapport  des  segments 
interceptés  soit  constant.  On  demande  le  point  où  la  droite 
est  tangente  à  son  enveloppe. 


(*)  Dans  le  cas  où  la  longueur  MM'  est  une  constante,  on  a 

d.  MM'  =  o,    par  conséquent    NN'  :=  o. 

C'est  un  résultat  que  nous  avons  déjà  eu  occasion  d'énoncer  à  propos  de  la 
conchoîde. 
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Dans  ce  cas,  les  normales  aux  trois  courbes  sont  les  don- 
nées de  la  question;  et  le  problème  se  trouve  ramené  par  ce 
qui  précède  à  la  recherche  d'une  perpendiculaire  à  la  droite 
considérée,  perpendiculaire  qui  soit  divisée  par  les  trois  nor- 
males dans  le  rapport  donné. 

Voici  deux  cas  particuliers  de  ce  problème. 

Centre  de  courbure  de  l'ellipse.  ■^—  On  sait  que  les  parties 
de  la  normale  à  l'ellipse,  comprises  entre  la  courbe  et  les  axes, 

sont  dans  le  rapport  constant  -^-  Il  suit  de  là  que  la  solution 

que  nous  venons  de  trouver  nous  fera  connaître  le  centre  de 
courbure  de  Tellipse,  en  considérant  ce  point  comme  celui 
où  la  normale  est  tangente  à  son  enveloppe,  c'est-à-dire  à  la 
développée  de  Tellipse. 

Soit  [Jig.  3i)  MM' M''  la  normale  donnée.  Nos  trois  courbes 
sont  ici  l'ellipse  elle-même,  et  ses  deux  axes  CA,  CB.  Traçons 
les  normales  M'N',  M'^N";  il  s'agit  de  construire  une  perpen- 
diculaire à  MM'  telle  que  Ton  ait 

ON''  ■"  MM''  "^  a'* 

Soit  T  le  point  où  la  tangente  à  l'ellipse  rencontre  l'axe 
focal,  je  dis  que  la  ligne  M"T  passe  par  le  point  N'. 

En  effet-,  prolongeons  MT  jusqu'au  point  K,  où  celte  ligne 
rencontre  M'^N"  :  on  a  évidemment 

OY  _  MT  _  MM;^ 
ON'^  ""  MK  "~  MM"' 

De  là  la  construction  suivante  : 

Élever  en  M'  une  perpendiculaire  à  M' M;  par  le  point  I,  où 
cette  perpendiculaire  vient  couper  le  rayon  CM,  mener  10 
parallèlement  à  CB;  celte  ligne  rencontre  MM"  au  centre  de 
courbure. 

Centre  de  courbure  de  Vépicycloïde.  —  L'épicycloïde  est 
la  courbe  engendrée  par  un  point  M  (fig*  3^),  lié  à  un  cercle 
(C),  lorsque  ce  cercle  roule  sur  un  cercle  ^\\q  (C). 

On  sait  que  la  normale  à  cette  courbe  est  la  ligne  qui  joint 
le  point  décrivant,  M,  au  point  de  contact  M'  des  deux  cercles. 
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Joignons  MCiy  et  menons  par  C  une  parallèle  à  cette  ligne, 
jusqu'à  la  rencontre  de  la  normale,  en  W\  On  a 

CMT       R 

en  appelant  R,  R.,  les  rayons  respectifs  du  cercle  fixe  et  du 

cercle  mobile.  Or,  C|M  est  constant;  donc  CM"  est  également 

constant,  et  le  lieu  du  point  M"  est  un  cercle  concentrique  au 

cercle  (C).. 

De  plus, 

MM^  _R. 

MM-'^R  ' 

donc  la  normale  MM'  est  divisée  par  la  courbe  elle-même  et 
par  les  deux  cercles  décrits  autour  du  point  C  en  deux  seg- 
ments dont  le  rapport  est  constant;  et  Ton  aura  le  centre  de 
courbure  0  de  Tépicycloïde  en  construisant  une  perpendicu- 
laire ON'N"  à  MM',  telle  que  l'on  ait 

ON'        R. 


N'  iV      R 

Pour  cela,  élevons  en  M'  une  perpendiculaire  sur  MM",  ter- 
minée à  MC,,  joignons  AC;  le  point  de  rencontre  de  cette 
ligne  avec  MM'  n'est  autre  chose  que  le  point  0  (**). 

En  effet,  prolongeons  AM'  jusqu'en  B  ;  on  a  bien 

ON'       AM'_R. 
N'N"""M'B""R' 

Ces  exemples*  montrent  que  le  problème  des  centres  de 
courbure  se  résout  par  les  mêmes  principes  que  le  problème 
des  tangentes. 

De  même  que  nous  avons  ramené  au  premier  ordre  les  ques- 
tions qui  se  rapportent  au  deuxième  ordre  différentiel,  nous  y 
ramènerions  évidemment  celles  du  troisième  ordre,  et  ainsi 
de  suite. 


(*)  CeUe  construction  porte  le  nom  de  comiruciion  de  Savarjr, 
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iVouvelle  application  de  ia  formule  (i).  —  Résolvons  en- 
core un  problème  long  el  pénible  à  traiter  par  la  méthode 
directe  de  Roberval,  mais  pour  lequel  la  formule  (i)  fournit 
une  solution  aussi  simple  qu'élégante. 

Considérons  un  certain  nombre  de  droites  qui  se  coupent 
toutes  en  un  même  point  M  [Jîg.  33).  ChacQne  de  ces  droites 
est  tangente  à  une  courbe  fixe,  el  limitée  à  deux  autres  courbes 
données  :  on  demande  la  normale  au  lieu  du  point  d'inter- 
section de  ces  droites,  lorsqu'on  fait  varier  celles-ci  de  ma- 
nière qu*on  ait  entre  les  longueurs  interceptées  une  relation 
donnée  quelconque. 

Soit  MA  l'une  des  droites.  Représentons  les  longueurs  telles 
que  AA'  par  r,  et  soit 

/(r,  r,,...)  =  o 

réquation  donnée;  cette  équation  différentiée  produit 

OU 

Mais  en  menant  les  normales  aux  trois  courbes  (A),  (E),  (A'), 

nous  avons  trouvé 

rfr=NNW5, 

dS  étant,  l'angle  de  deux  positions  inliniment  voisiner  de  AM. 
Donc 

Au  lieu  de  l'angle  rfO,  différent  pour  chacune  des  droites,  in- 
troduisons le  facteur  commun  ds,  qui  représente  le  chemin 
élémentaire  parcouru  par  le  point  M,  et  qui  est  lié  à  dO  par 

l'équation 

ds  =  MVde; 
il  vient 

2df  NN^ 
dr  MP 

/If  ' 

Prenons  sur  MA  une  longueur  MF.égale  à  -/»  élevons  en  F 


=  o. 
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une  perpendiculaire  sur  MA,  et  joignons  AN,  A'N';  on  a 

NN^       GH 
MP  ~  ML  ' 

el,  puisque  MF  a  été  pris  égal  à  -^» 

MF 

Mais  le  rapport  =r|y  est  le  cosinus  de  Tangle  EMP,  que  nous 

avons  toujours  désigné  par  i;  on  obtient  donc  en  définitive  : 

(a)  ^  GH  cos I  =  G. 

Or  GlI  cos  I  représente  la  projection  de  GH  sur  la  tangente 

cherchée,  et  la  somme  V  GH  cosi  est  la  projection  sur  cette 

même  tangente  de  la  ligne  qui  fermerait  le  polygone  formé 
par  toutes  les  droites  telles  que  GH,  mises  bout  à  bout  à  partir 
du  point  M.  Donc  Téqualion  (a)  nous  apprend  q.ue  la  résultante 
de  ces  droites  est  perpendiculaire  à  la  tangente,  c'est-à-dire 
qu'elle  est  précisément  la  normale  au  lieu  (M). 

Comme  cas  particulier,  supposons  que  la  courbe  (E)  soit  la 
développée  de  (A')  {Jlg.  34),  et  que  les  courbes  telles  que  (A) 
se  confondent  avec  le  lieu  décrit  par  le  point  M. 

L'équation  /(r,  r,,. .  .)=ro  établit  alors  une  relation  entre 
les  distances  d'un  point  du  lieu  à  des  courbes  données,  dis- 
tances comptées  sur  les  normales  à  ces  courbes.  L'équa- 
tion (a)  du  cas  général  devient,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

V  E^  cos/  =  o, 
ou 

V  MF  sini  =  G. 

D'après  cela,  on  peut  remplacer  la  construction  générale  in- 
diquée plus  haut  par  la  suivante. 
On  portera  sur  les  nornftalcs  MA',  MA', , . . . ,  des  longueurs 
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MF,  MF, ,. . .,  proportionnelles  aux  dérivées  -^>  x^>  •  •  •  '  ei 

on  composera  toutes  ces  droites  :  la  résultante  est  la  normale 
cherchée. 

Cette  solution,  qu'il  est  très-simple  d'obtenir  directement 
en  employant  la  formule 

dr=ds  sin  i, 

se  trouve  dans  V Analyse  des  infiniment  petits  (*). 

Application  à  r hyperbole.  —  Dans  ce  cas,  les  courbes  (  A'  ) 
sont  au  nombre  de  deux,  et  se  réduisent  chacune  à  un  point 
(/^.  35).  On  a 

/(r,  rt)  =  r—rt  —  2a==o, 

d'où 

Deuxième  formule  :  Expression  du  rapport  de  deux  arcs  in- 
finiment petits,  —  Considérons  toujours  un  déplacement  infi- 
niment petit  de  la  droite  OM  {fig.  29),  et  désignons  par  ds, 
dïf  les  arcs  décrits  par  les  points  M  et  M'  sur  deux  courbes 
données  quelconques. 

On  a 

ds  ==  MN  de, 

ds'  =  WWde, 
d'oii 

,  .  ds        MN 

^'^   .  d?  =  WW' 

Application.  —  Soit  un  triangle  MM' M"  ifig»  36),  variable 
déforme  et  de  position  suivant  une  loi  quelconque  ;  on  donne 
l'enveloppe  de  chacun  de  ses  côtés  et  les  courbes  décrites  par 
les  sommets  M,  M'  :  on  demande  la  normale  au  lieu  du  troi- 
sième  sommet  M", 

Soient  ds,  ds',  ds"*,  les  arcs  décrits  par  les  points  M,  M',  M"; 
MB,  M'B'  les  normalesaux  courbes  (M)  et  (M');  enfin  M"B"  la 


(*)  Section  H,  Proposition  X.  Lo  marquis  de  l'Hôpital  cite  Tchirnhaus  et 
Fatio,  comme  ayant  résolu  avant  lui  des  cas  particuliers  de  cette  question. 


norrcï'M^  ftemandée.  t'Jn  a,  en  menant  le:*  aorniales  aux.  courbes 

dtf  ""  M'A'*     J^  ~  M'A'  '      as  "    MA  ' 
1^  mulU(>{iant  c^%  relations  membre  à  membre,  il  %ieQt 

MB-M'ir.M^B'' 


♦  ^ 


.Ml-M'A'.M^V  '     ' 

^qii.-:tion  rt'où  Ton  tire  le  rapport 

W  B^  '• 

<>n  est  ramené  à  un  problème  de  Géométrie  élémenuire, 
lequel  consiste  à  mener  par  un  point  M'^  une  droite  qui  soit 
coupée  par  deux  autres  droites  daos  un  rapport  déterminé. 

Formule  de  Newton.  —  Newton  a  donné  du  rapport  -^  une 

expression  qu'on  ramènerait  aisément  à  la  forme  (:2). 

Menons  les  tangentes  MA,  M^A  (yîg.  37),  et  considérons  la 
position  infiniment  voisine  de  la  droite  mobile  comme  une 
transversale  coupant  les  trois  côtés  du  triangle  A31M'.  En  écri- 
vant que  le  produit  de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal 
au  produit  des  trois  autres,  il  vient 

OM'.AM'.A=  OM.AM.J5', 
d'où 

ds        OM.AM 


(a  bis) 


é/5  ""OM.AM' 


(^ette.  formule  résout  immédiatement  le  problème  suivant  : 

Vue  droite  mobile  détache  d'une  courbe  donnée  un  arc  con- 
stant :  tromper  le  point  où  cette  droite  touche  son  enveloppe. 

Pour  exprimer  que  l'arc  intercepté  est  constant,  il  suffit 
d'écrire  que  les  chemins  infiniment  petits  ds^  ds\  parcoiirus 
rospectivomcnt  par  les  points  M  et  M',  sont  égaux. 


(*)  lîellc  ntlation  o»l  vrnie  pour  un  polygone  Tariablc  d'un  nombre  quel- 
conque do  c^téfi.  Elle  BO  trouTC  dang  la  Statique  de  Mœbius  pour  le  cas  seule- 
ment où  lot  edti^  du  polygone  iK>nt  de  srandear  constante. 
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Or  la  formule  (2  bis)  donne  dans  ce  cas 

OM  _am; 

■         OM'  ~  AM  * 

on  obtient  le  point  0  en  menant  la  bissectrice  AB  de  l'angle 
des  tangentes  ijlg'  38),  et  prenant  OM'  =  BM. 

Troisième  formule  :  Expression  de  la  variation  de  t angle  de 
deux  droites..-^  On  donne  les  enveloppes  des  deux  droites, 
et  la  courbe  décrite  par  leur  point  de  rencontre  (fig^  39). 

En  désignant  par  dO  et  dQ'  les  déplacements  angulaires  des 
rayons  vecteurs  OM,  O'M,  et  appliquant  les  formules  connues, 
OD  a 

d'où 


(3) 


d<,  =  dB'-dQ  =  ds[^,-^) 


Jpplication.  —  Considérons  {fig*  ^o)  la  normale  MN  à  Tel- 
lipse,  laquelle  partage  en  deux  parties  égales  l'angle  des  rayons 
vecteurs,  FMF'.  De  Téquation 

FMN  =  NMF, 

on  conclut 

rf.FMN  =  rf.NMF; 

d'où,  d'après  la  formule  (3),  en  supprimant  ds  et  représentant 
par  0  le  point  où  MN  touche  son  enveloppe,  c'est-à-dire  le 
centre  de  courbure  de  Tellipse,  . 

1  I    I  I 

MO  ~  M  ~"  MN^  ~  MO  ' 
3    I  I 


MO       MN   '   MN' 

0  est  donc  Tharmonique  conjugué  de  M  par  rapport  à  N  et  à  N'. 
Quatrième  formule  :  Expression  de  la  variation  d'une  aire 
curviligne.  —  Enfin  la  formule  de  la  vitesse  aréolairc, 

(4)  rfS  =  ir*rf0, 

s'emploiera  de  la  même  manière  que  les  précédentes,  dans  les 
questions  où  entreront  des  aires. 


6o  PREMIÈRE   SECTION.  CINÉMATIQUE   PURE. 

Par  exemple,  si  Ton  suppose  qu'une  droile  MM'  (fig.  40  se 
meuve  de  telle  sorte  que  Taire  du  segment  MM'  soit  con- 
stante, on  trouve  immédiatement  que  le  point  de  contact  O 
de  la  droite  MM'  avec  son  enveloppe  est  le  milieu  de  la  corde 
interceptée. 

De  plus,  nous  obtiendrons  le  centre  de  courbure  de  l'en- 
veloppe (0),  en  considérant  la  droite  MM'  comme  assujettie 
à  être  coupée  en  deux  parties  égales  par  une  courbe  très- 
voisine  de  Tenveloppe.  D'après  les  principes  établis,  la  nor- 
male à  la  courbe  auxiliaire  vient  rencontrer  la  normale  ON  au 
milieu  C  de  NN',  et  si  Ton  suppose  que  notre  courbe  fictive 
se  confonde  avec  l'enveloppe,  ce  milieu  C  n'est  autre  chose 
que  le  centre  de  courbure  de  celte  enveloppe. 

application  à  Vliyperbole  [Jïg.  ^i).  —  La  droite  mobile  MM' 
coupe  deux  droites  fixes  de  manière  à  former  avec  celles-ci  un 
triangle  d'aire  constante.  L'enveloppe  est  une  hypeibole  ayant 
les  droites  fixes  pour  asymptotes;  le  point  de  contact  est  au 
milieu  de  MM',  et  la  construction  précédente  fait  connaître  le 
centre  de  courbure  correspondant,  C. 

En  résumé,  les  quatre  formules  primordiales  que  nous  ve- 
nons d'établir  sont  les  éléments  d'une  méthode  générale  qui 
permet  de  résoudre  simplement  un  grand  nombre  de  pro- 
blèmes de  Géométrie  infinitésimale. 

Ces  formules,  et  d'autres  analogues  (*),  facilitent  singulière- 
ment les  applications  de  la  méthode  de  Roberval,  et  donnent 
à  celte  belle  méthode  une  portée  dont  on  ne  paraît  pas  s'être 
jusqu'ici  suffisamment  rendu  compte. 


(•)  J'ai  dû  me  borner  à  donner  ici  ce  court  extrait  des  recherches  de 
M.  Mannheim,  lequel  suflil  pour  montrer  de  quelle  utilité  sont  en  Géométrie 
les  considérations  du  domaine  de  la  Cinématique. 

Il  est  facile  de  comprendre  que  les  formules  que  nous  avons  posées,  et  qui 
se  rapportcift  à  de  simples  lignes  planes,  ne  sont  pour  M.  Mannheim  que  le 
point  de  départ  de  recherches  relatives  aux  expressions  géométriques  d'inlini- 
ment  petits  de  divers  ordres,  se  rattachant  à  des  figures  )>lanes,  sphériques, 
tracées  sur  des  surfaces  arbitraires,  ou  encore  à  des  déplacements  quelconques 
dans  l'espace. 

Nous  laissons  à  cet-  habile  géomètre  le  soin  de  faire  lui-même  en  temps  et 
lieu  l'exposition  complète  de  ses  travaux  intéressants  de  Géométrie  infinitési- 
male, avec  tout  le  développement  que  comporte  un  pareil  sujet. 
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§  IV.  —  De  l'accélération  dans  les  mouyements  simultanés. 

Nous  avons,  réduit  Télude  d'un  mouvement  curviligne 
quelconque  à  celle  de  trois  mouvements  rectilignes  simulta- 
nés; et  nous  avons  donné  sous  une  forme  élégante  les  rela- 
lions  de  grandeur  et  de  direction  qui  existent  entre  la  vitesse 

ds 
propre  du  mobile,  -i-?  et  les  vitesses  de  ses  projections  sur 

dx    dy    dz 
trois  axes  coordonnes  :  -,-»  -j->  -rr» 

dt     dt     dt 

Cherchons  de  même  les  lois  qui  régissent  les  accélérations 

d^s    d^  X    d^  Y    d^  z 
de  ces  divers  mouvements,  à  savoir  :  -y-i  -j-r»  -t-t»  -î — 

dr     dp     dt'      dr 

Étudions  d'abord  le  cas  d'une  trajectoire  recliligne. 

Mouvement  rectiligne. 

Soient  (^gr*4^)  ^*D  la  trajectoire,  Ax,  Aj,  Kz,  trois  axes 
que  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  rectangulaires. 
De  l'équation 

(i)  i'x=fCOSa, 

a  étant  constant,  on  déduit 

dvg       dv 

r  est-à-dire,  en  désignant  parj,  et  par  j  l'accélération  de  la 
projection  et  Taccéléralion  du  mobile  lui-même, 

(2)  y,=ycosa, 

équation  de  même  forme  que  l'équation  (i).       • 

Ainsi,  dans  le  cas  du  mouvement  rectiligne ^  tous  les  résul- 
tats qui  sont  relatifs  aux  projections  des  vitesses  s'appliquent 
aux  accélérations;  et  nous  pouvons  énoncer,  relalivemenl  à  la 
projection  orthogonale  ou  oblique  du  mouvenient  rectiligne, 
le  théorème  général  suivant  : 

Théorème  I.  -^  Dans  le  mouvement  rectiligne,  la  résultante 
des  vitesses  des  trois  projections  du  point  mobile  est  dirigée 
suivant  la  trajectoire  de  ce  mobile,  et  égale  à  sa  vitesse  v; 
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la  résultante  des  accélérations  des  projections  est  aussi  dirigée 
suivant  la  trajectoire  rectiligne,  elle  a  pour  valeur  -7-  . 

En  supposant  toujours  le  mouvement  rectiligne,  on  trou- 
verait des  relations  projeclives  du  même  genre  entre  les  déri- 
vées du  troisième,  du  quatrième  ordre,  etc.,  si  Ton  voulait 
s'en  occuper. 

Mouvement  curviligne. 

Les  théorèmes  relatifs  aux  vitesses  s'appliquent  à  une  tra- 
jectoire curviligne  aussi  bien  qu'à  une  trajectoire  rectiligne; 
en  effet,  tant  qu'on  s'occupe  seulement  de  deux  points  infini- 
ment voisins,  il  est  permis  de  remplacer  une  courbe  quel- 
conque par  sa  tangente. 

Au  contraire,  la  courbure  de  la  trajectoire  intervient  néces- 
sairement dans  les  questions  qui  se  rapportent  aux  accéléra- 
tions, questions  dans  lesquelles  on  doit  considérer  sur  la  tra- 
jectoire., non  plus  deux,  mais  trois  points  infiniment  voisins, 
deux  éléments  consécutifs. 

En  effet,  dans  le  cas  où  la  trajectoire  MM'  est  une  ligne 
courbe  ifig»  44)»  l'angle  a  n'est  pas  constant,  et  la  différen- 
tiation  de  l'équation  (i)  produit 

, ^ ,                             .        .                   d ,  cos  a 
(3)  J'^jcosa-hi'— ^^ 

L'équation  {1)  cesse  donc  d'avoir  lieu,  et  l'accélération  de  la 
projection  n'est  pas  la  projection  de  l'accélération  du  mobile; 
ou,  si  l'on  veut,  la  résultante  des  quantités  j'x,jf^,j'',,  dans  le 
mouvement  curviligne,  n'est  pas  dirigée  suivant  la  tangente  à 

la  trajectoire;  elle  n'a  pas  pour  valeur  -r-» 

On  est  ainsi  averti  de  l'existence  d'un  nouvel  élément,  qui 
dépend,  on  ne  saurait  en  douter,  de  la  courbure  de  la  tra- 
jectoire du  mobile  :  c'est  en  cherchant,  par  une  étude  appro- 
fondie, à  apprécier  l'influence  de  cette  courbure,  que  nous 
arriverons  à  donner  la  relation  géométrique  qui  existe  entre 
les  éléments  du  second  ordre  différentiel,  dans  les  divers 
mouvements  simultanés  qui  nous  occupent. 

Mais  auparavant  faisons  une  application  de  ce  qui  est  déjà 
acquis,  afin  de  bien  éclaircir  toutes  ces  notions  primordiales. 
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Mouvement  de  la  projection  d'un  point  qui  se  meut  sur  un 

cercle  d'un  mouvement  uniforme. 

Soient  Ax,  A^  (fig*  4^)  deux  axes  auxquels  nous  rappor- 
tons le  mouvemenl.  Prenons  le  point  0  pour  origine  des 
espaces,  et  convenons  de  compter  les  temps  à  partir  de  Tin- 
siant  où  le  mobile  M  est  en  ce  point. 

Les  équations  du  mouvement  circulaire  uniforme  de  ce 

mobile  sont 

s  =  at^ 

V=:za=.  &)R, 

en  désignant  la  vitesse  angulaire  par  o). 

Considérons  le  mouvement  du  point  P,  projection  de  M 
sur  l'axe  des  y.  L'équation  qui  donne  l'espace  parcouru  en 
fonction  du  temps  est 

(4)  /=OP  =  R(i  — cosw/); 

d'où,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport 

(5)  -~  =  i'j  =  wRsinck)/. 

Mais  la  quantité  Vj,  peut  aussi  s'obtenir,  en  vertu  de  la  théo- 
rie précédente,  en  considérant  la  vilesse  du  point  P  comme 
la  projection  de  la  vitesse  o)R,  comptée  sur  la  langenie  au 
cercle  dans  le  sens  de  la  flèche  :  on  retrouve  ainsi  précisé- 
ment la  valeur  (5),  ce  qui  vérifie  le  théorème  de  la  projection 
des  vitesses. 

Quant  à  Taccélération  du  point  P,  nous  l'aurons  en  différen- 
liant  l'équation  (5)  : 

(6)  r^  =  to'R  cosw/  =  w^  (  R— r)  =  w^  X  CP. 
at 

Cette  accélération  est  proportionnelle  à  la  dislance  qui 
sépare  le  point  P  du  point  fixe  C. 

Or,  dans  le  cas  actuel,  l'accélération  du  point  M  étant  nulle, 
il  e!»t  bien  évident  que  l'accélération  de  la  projection  n'est  pas 
la  projection  de  l'accélération. 

Construisons  les  courbes  des   espaces,  des  vitesses,  des 
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accélérations,  pour  le  mouvemenl  du  point  P,  d'après  les 
équations  (4),  (5)  et  (6)  (fig»  46).  On  voit  par  ces  courbes 
que  le  point  P  est  animé  d'un  mouvement  de  va-el-vicni, 
dont  l'amplitude  est  donnée  par  le  diamètre  du  cercle.  La 
durée  T,  d'une  oscillation  complète,  est  égale  au  temps  d'une 

révolution  du  point  M,  soit  —  •  En  introduisant  cette  quan- 
tité T  dans  les  formules,  à  la  place  de  &),  il  vient 


(7)  {     t'/=-Y-sin27:^> 

On  a  souvent  besoin,  dans  les  machines,  de  communiquer 
à  certaines  pièces  un  mouvement  oscillatoire,  recliligne  ou  à 
peu  près.  Les  données  de  la  question  sont  alors  l'amplitude 
de  l'excursion  et  la  durée  d'une  oscillation  complète,  c'est- 
à-dire  les  quantités  2R  et  T  des  formules  (7);  quant  à  la  loi 
du  mouvement  entre  les  positions  extrêmes,  elte  est  ^ssez 
généralement  à  peu  près  arbitraire. 

Toutes  les  fois  qu'il  en  sera  ainsi,  on  devra  toujours  se  rap- 
procher le  plus  possible  de  la  loi  précédente. 

En  effet,  les  trois  courbes  qui  représentent  cette  loi  sont 
parfaitement  continues,  régulières  et  symétriques  :  la  vitesse 
et  l'accélération  diminuent  graduellement  jusqu'à  l'instant  de 
leur  changement  de  sens;  et  les  écarts  de  ces  deux  quantités 
suivent  des  lois  identiques,  de  part  et  d'autre  de  leurs  valeurs 
moyennes. 

Considérons  une  manivelle  {fg^^'})  tournant  autour  d'un 
centre  fixe,  et  terminée  par  un  bouton  M.  Pour  projeter  le 
point  M  sur  une  direction  fixe,  le  moyen  géométriquement  le 
plus  simple  consiste  à  engager  le  bouton  de  la  manivelle  dans 
une  rainure,  fixée  à  l'extrémité  d'une  tige  guidée  :  si  le  mou- 
vement de  la  manivelle  est  uniforme,  un  point  quelconque  de 
la  tige  est  animé  du  mouvement  dont  nous  venons  de  donner 
les  lois. 

Nous  verrons  (II*  Section,  §  Xlll)  que  le  petit  appareil  ap- 


\- 
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pelé  excentrique  triangulaire  fournit  également  une  solution 
du  problème  géométrique  qui  nous  occupe,  au  moins  dans 
certaines  périodes  de  son  mouvement. 

Hais,  ces  dispositions  offrant  certains  inconvénients  au  point 
de  vue  pratique,  on  préfère  généralement  employer  une  bai^ré 
rectiligne,  ou  bielle,  qui  s'articule  d'une  part  avec  le  boiiton 
de  la  manivelle,  d'autre  part  avec  |a  tige  guidée  qui  doit  rece- 
voir le  mouvement  de  va-et-vient.  Ce  mouvement  ne  sera 
pas  tout  à  fait  identique  à  celui  de  la  projection  du  point  M, 
en  raison  de  l'obliquité  variable  de  la  bielle;  mais  l'influence 
de  cette  obliquité  est  d'autant  moins  sensible  que  la  bielle 
est  plus  longue  par  rapport  à  la  manivelle  :  en  supposant 
la  bielle  infinie,  on  retomberait  exactement  sur  le  cas  pré- 
cédent. 

Pratiquement,  quand  la  bielle  dépasse  cinq  fois  la  longueur 
de  la  manivelle,  le  mouvement  de  Textrémité  de  cette  bielle 
diffère  assez  peu  du  mouvement  oscillatoire  type  que  nous 
venons  d'étudier. 

Nous  reviendrons  sur  toutes  ces  questions  dans  la  partie  du 
cours  consacrée  spécialement  à  l'étude  géométrique  des  ma-, 
chines. 

Théorie  générale  de  l'accélération  dans  le  mouvement 

curviligne. 

Considérons  une  trajectoire  curviligne  quelconque  (Jig.  48), 
rapportée  à  trois  axes  coordonnés  rectangulaires  ou  obliques; 
et  soit 

(8)  x^<f{t) 

l'équation  du  mouvement  de  la  projection  du  mobile  sur  l'axe 
des  X, 

On  peut  toujours  développer  la  fonction  f  (f)  par  la  for- 
mule de  Maclaurin,  et  écrire 

(9)  •  *  =  A-hB/-*-C/»-f-D/»-*-...; 
d'où 


(îo) 


T?  ==  c^rf=  B  4- 2C/ H- 3D/>-f-. . . , 
at 


^  =  aC-f-6D/  • 


(   t 


l. 


66*  PRBMIÈBB  SECTION.   ^  CIN£MATIQUB   PUBB.. 

£d  faisant/  =  o  dans  ces -équalîonsy  an  trouve 

(11)  A=x',     B.=*;.     C  =  -j],"-- 

D^oùy  en  désignant  par  6  un.  temps  infiniment  petit,  et  négli- 
geant les  termes  du  3«  ordre». 

(12)  ;r=^-hi^:0>ij*0M*). 

Cela  posé,  quel  que  soit  le  système 'de  projections  em- 
ployé, nous  savons  que  la  vitesse  v\  est  la  projection  dé  la 

vitesse* i'*;  mais  nous  ne  connaissons  aucune  relation  entre 
les  accélérations,  telles  que  jV,  des  projections  du  mobile  sur 
un  axe  quelconque;  nous  ne  savons  pas  non  plus  comment 
ces  diverses  quantités  sont  liées  avec  l'accélération  propre- 
ment dite,  jf. 

Simplification  des  équations  du  moui^ement,  —  Pour  arriver 
àjcombler  cette  lacune,  ce  qu'il  y  a  de  mieux  à  faire,  c'est  de 
transporter  les  axes  coordonnés  au  point  M«,.dans  le  voisi- 
nage duquel  nous  nous  proposons  d'çtudier  les  diverses  affec- 
tionsMu  mouvement.  On  a  ainsi 

j:«  =  o,    ^^•  =  o,     z^=:o. 

De  plus,  je  prends  pour  planrdeso:/  le  plan  osculaleur  de  la 
trajectoire.;  alors,  quelle  que  soit  la  direction  de  Taxe  des  z, 
Tune  des  équations  du  mouvement  sera  nécessairement,  avec 
l'approximation  dont  nous  nous  contentons. 


J5=0, 


puisque  le  plan  osculateur  contient  par  définition  trois  points^ 
infiniment  voisins  de  la  trajectoire  du  mobile,  les  seuls  dont 
nous  nous  occupions  actuellement. 
Enfin,  dirigeons  l'axe  des  x  suivant  la  tangente  à.latrajec- 


(*}  On  voit  que  négliger  les  termes  du  troisième  degré  en  0  revient  k  vxp-' 
poser  le  mouvement  uni(brmcm?nt  varie.  U  est  évident  que,  pour  chercher  des 
relations  entre  des  accélératioiis  simultanées,  il^iVst  pas  nébessaire  de  s'in- 
quiéter des  variations  que  ces  quantités  doivent  subir  par  la  suite.  A  ce  polot 
de  vue,  on  peut  indifféremment  conserver  ou  supprimer  l'indice^  o,  dont  les  accé- 
lérations sont  affectées  dans  les  formules  (ii),  (13),  et  autres  analogues. 
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totre;aii  point  M«;  il  résulte  de  là  que,  quel  que  soit  Taxe 
des  r  dans  le  plan  osculàteur/ laf  projection  de  la  vitesse  i^^uv 
cet  axe  sera  nulle,  et  la  projection  de  la  même  vitesse  sur 
Taxe  des  x  sera  égale  à  f». 

On  aura  donc  en  définitive,  en  négligeant  d'écrire  Téqua- 
tîon  z  =  09  les  équations  du  mouvement  sous  la  forme 

(«3) 

j'  eij'  étant  de  certain^  coefflcîents,  qui  dépendent  du  sys- 
tème d'axes  adopté. 

Cela  posé,  à  partir  du  point  M,  [Jîg.  49)?  J®  prends  sur  la  tan- 
gente une  longueur  ti.T  égale  à  (^'0;  je  joins  le  point  T,  ainsi 
déterminé,  au  point  M;  et  je  prei^ds  un  nouvel  axç  des  ^'  paral- 
lèle à  TM. 

L'abscisse  du  point  M",  dans  ce  système,  se  trouve  ainsi, 
par  construction,  égaie  à  M«T  ou  à  ç*0;  quanta  l'expression 
de  ^,  elle  conserve  la  formé  (lî),  à  la  condition  d'attribuer 
au  coefficient  que  j'avais  représenté  d'une  manière  générale 
parjf*  la  valeur  particulière  qui  convient  aux  nouveaux  axes 
coordonnés.  Soit  J  cette  valeur;  nous  pouvons*  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

TiÉOBlLM'II.  —  Quelle' que' soit  la  trajeôtoire  d*un  point 
mobile^  on  peut  toujours  trouver  dans  le  plan  osculateur  de 
cette  courbe  deux  axes^  généralement  obliques,  tels  que  les 
équaiions  du  mouvement,  rapporté  à  ces  deux  axes,  aient  la 
forme  simple 

Jccélération  tbtale,  —  La  marclie  môme  que  nous  avons 
suivie  pour  établir  ce  théorème  démontre  que  le  système 
d'axes  dont  il  est  ici  question  est  unique;  et  il  est  naturel  de 
penser  que  la  quantité  J  doit  jouer  le  principal  rôle  dans  la 
théorie  des  accéléra^ons.  Celle  quantité  J,  que  nous  venons 
(te -définir,  est  ce  qu'on  appelle  Y  accélération  totale,  et  la 

5. 
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direction  de  Taxe,  1^^*"»  qui  correspond  aux  équations  sim- 
plifiées (i4).  est  la  direction  de  l'accélération  totale. 

La  considération  de  Taccélération  totale  est  due  au  général 
Poncelet;  elle  a  une  très-grande  importance  en  Cinématique. 

Cette  importance  résulte  du  théorème  suivant,  qui  est  fon- 
damental dans  la  théorie  des  accélérations  simultanées. 

Théorème  III.  —  L'accélération  de  la  projection  d'un  point 
mobile,  sur  un  axe  quelconque,  est  la  projection  de  l'accéléra-- 
tion  totale  sur  le  même  axe. 

m 

Reprenons  l'équation  générale 

qui  donne  la  loi  du  mouvement  de  la  projection  d*un  point 
mobile  sur  une  droite  quelconque,  quand  on  néglige  les  puis- 
sances de  0  supérieures  à  la  deuxième. 

On  sait  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  manière  de  développer  une 
fonction  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable  dont 
elle  dépend;  dès  lors,  si,  par  un  moven  quelconque,  nous 
trouvons  pour  x  une  expression  de  la  forme 

A-f-B9H-C0»4-..., 

le  coefficient  C  sera  nécessairement  égal  à  la  moitié  de  l'accé- 
lération, y«,  du  mouvement  rectiligne  du  point  P. 

Ceci  posé,  prenons  trois  axes  quelconques  Ax,  A^,  Kz 
(yîg-.  5i),  et  projetons  l'arc  inHniment  petit  M.M  sur  l'axe 
des  X  :  la  projection  de  cet  are  est  égale  à  celle  du  chemin 
brisé  M»TM.  Or  la  projection  de  M.T  est  c^j^d;  la  projection 

de  TM  est  de  même  le  produit  du  facteur  numérique  —  p  r 

la  projection  de  J|  projection  qu'il  est  naturel  de  représenter 
par  Jx;  donc 

On  conclut  de  là  quej«  est  la  même  chose  que  Jx»  c'est-a-dire 
que  l'accélération  de  la  projection  6ur  un  axe  quelconque  est 
la  projection  de  l'accélération  totale  sur  le  même  axe. 

Projection  du  mouvement  sur  un  plan,  —  Si  nous  projetons 
sur  un  plan  (Jlg.  52),  parallèlement  à  une  direction  quel- 
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conque.  Tare  de  courbe  M,M  el  la  ligne  brisée  M,TM,  nous 
démontrerons  par  un  raisonnement  analogue  que  : 

TBÉomÈME  IV.  —  L'accélération  totale  de  la  projection  d'un 
mobile  sur  un  plan  est  la  projection  de  l'accélération  totale 
sur  ce  plan. 

Construction  de  l'accélération  totale.  —  De  la  déflnition 
que  nous  avons  donnée  de  Taccélération  totale  résulte  un  pre- 
mier moyen  de  construire  cette  quantité  en  grandeur  et  en 
direction.  Il  suit  en  effet  de  cette  définition  que  : 

THÉomÈHB  V.  —  Si  on  considère  l'arc  parcouru  pendant  le 
temps  infiniment  court  6,  et  qu'un  porte  sur  la  tangente  à  cet 
arc  une  longueur  H«T  =  v*Of  la  ligne  TM  donne  la  direction 
de  l'accélération  totale;  et,  en  divisant  la  longueur  de  cette 
ligne  par  le  carré  du  temps,  on  obtient  la  moitié  de  J. 

Ce  résultat  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 

La  corde  du  chemin  parcouru  pendant  le  temps  9  est  la  ré^ 

tultante  des  quantités  v'Û  et  -  Jd'. 

Les  équations 

fournissent  une  autre  construction  de  l'accélération  totale 
[fig.  5o),  quand  on  connaît  les  vitesses  v*  et  v  en  grandeur  et 
en  direction  ;  en  effet  : 

THÉomÈME  VI.  —  La  vitesse,  au  bout  d'un  temps  infiniment 
petit  0,  est  la  résultante  de  la  vitesse  initiale  v*  et  de  la 
vitesse  Jd.  . 

En  d'autres  termes  : 

Si  l'on  décompose  la  vitesse  v  en  deux,  dont  l'une  soit  la 
vitesse  initiale  %A ,  Vautre  sera  en  grandeur  et  en  direction 
égale  a  JeC). 

(*)  Dant  1«  mouvement  rectilignc,  les  deux  quantités  t'^ct  J0  ont  une  diree* 
tien  commune,  et  c'est  leur  somme  algébrique  qui  donne  la  vitesse  iiàale  v. 
Dans  le  cas  général,  la  somme  est  remplacée  par  une  résultante,  comme  cela 
arrive  toutes  les  fois  qu'on  a  à  ajouter  des  longueurs  dont  les  direcUons  ne 
■ont  pu  les  mèinef. 
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Quand  on  connall  les  lois  du.  mouvement  des  projectloDS 
du  mobile  sur  trois  axes,  on  a,  d*après  le  théorème  Ul^.tes 
projections  correspondantes  de  Taccélération  totale;  on.j;>aut 
donc  construire  celte  quantité. 

Ceci  démontre  le  théorème  suivant,  qui  'n'est  autre  chose 
que  le  théorème  III  sous  une  autre'  forme  : 

TafiORfeMB  VIL  —  Lei  accélérations  -des  projections  ,d'un 
point  mobile,  sur  trois  r axes  coordonnés  quelconques,  ont  une 
résultante  qui  est  situéeMans  le  plan  osculateur^de  lalraje^" 
toire,  et  qui  représente  en  grandeur  et  en  direction  L'accété^ 
ration  totale  j.  , 

La  grandeur  et  la-  direction  de  celte  résultante  sont  indé- 
pendantes du  système  d'aites  considéré. 

Enfin,  quand  on  connaît  la  trajectoire,  et  la  loi  du  mour^ 
ment  du  mobile  sur  cette  trajectoire,  on  peut  construire  l'ac- 
célération totale  en  n'employant  que  des  quantités  Unies, ;et 
sans  passer  par  Tinterjnédiaire  des  projections  du  mouvement 
sur  trois  axes. 

dv 
Pour  cela,  calculons  la  quantité  -i->  que  nous  appelions 

simplement  l'accélération,  quand  nous  étudiions  le  mouve- 
ment indépendamment  de  la  trajectoire. 
'•Reprenons  pour  axes  la  tangente  à  la  trajectoire,  au  point M«» 
et  la  direction  de  Taccélération  totale  (Jig-  5o)  :  on  a  dans  ce 
système,  et  pour  tous  les  points  comprisentre  Mf  et  M, 

d'où 

i'»  =  (/•*  +  J>  e> -I- 2 (;•  J  9  COS  a. 

Différentions  celte  équation,  il  vient 

(15)  vj-  =  VQ'\-i^.icos(x\ 

d'où,  comme  Q  est  infiniment  petit,  Qt^que  par  suite  v  ^liffère 
infiniment. peu  de  i^, 

^  =9j009ae. 
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Il  suit  dé  là  que  22  ^si  la  projection  déTaecélératioti  totale 

sur  la  tangentefti  Jairqeotoite. 

dv 
Celle  quantité  ^  s'appellera  désormais  accélération  tangert' 

m 

tielleC);  cl  Ton  a  le  théorème  : 

Théorèsb  VIlï.  —  L'accélération  tangentielle  est  la  projec^ 
tien  orthogonale  de  l'aceélératioa  totale  4ur. la  tangente. 

'Ayant  «însl  la  projection  de' raecélératîon  totale  sui^  fa  tan- 
gente, nous  aurons  achevé  de  définir  cette  qaaniité,  si  nous 
en  donnonsia  |)rojection  sot  la*  normale  principale. 

Or»réqu»tion  du  mouvement,  projeté  orthogonalemeni  sur 
la  normale  principale,  est  de  la* forme 

Hais,  en  considérant  Tare  M«M  comme  appartenant  au  ^cercle 
iisoulaleur  delà  trajectoire,  et^dé&î^tisAt'Ieirayoïiidaca  cercle 
jMr  pr  .OD  a  (/gr.  53  ) 

'ds*=9py; 

d'où,  en  remplaçant  j  par  sa  valeur, 

Js»:î=  Jp  sina.fl'. 

£nûn,  comme  le  quoiient  6e. ds  par  Q  ondt  n'estautre  chose 
que  la  vitesse  v',  on  trouve  pour  la  projection  cherchée  : 

(i6)  'Jsina=— • 

P  • 

Thèorèub  IX.  —  La  projection  de  L'accélération  totale  sur 

la' normale  principale  est  égale  à  —  :  ^lle  est  centripète,  c'est» 

'^dire  dirigée  vers  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire. 
,L'aecélération  centripète   est  proportionnelle   àia  cour- 

.biira -r). .^uand. on  considère  .divers  mobiles  parcourant  des 

(* )i.Daréiia«:ani  le  mot  accé iémt ion ^.xfou^d  il .  nous  srrhrera,  pour  ahréffer, 
lération  (otaia. 
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trajectoires  dirrérentes  avec  des  vitesses  égales.  Si  Ton  veut 
introduire,  à  la  place  de  la  viiesse  propre  v^  la  vitesse  angu- 
laire 0)  autojur  du  centre  de  courbure,  il  faudra  faire 

d'où 

nouvelle  expression  de  l'accélération  centripète. 

L'accélération  totale  étant  comprise  dans  le  plan  osculateur 
de  la  trajectoire,  Taccélération  tangentielle  et  l'accélération 
centripète  suffisent  à  a  détermination  de  cette  quantité.  Ces 
deux  composantes  dépendent  des  données  immédiates  de 
Géométrie  et  de  Cinématique  qui  défmissent  le  mouvement 
dont  on  s'occupe;  elles  montrent  distinctement  Tinfluence, 
sur  l'accélération  du  mouvement  projeté,  de  la  courbure  de 
la  trajectoire  d'une  part,  du  changement  de  la  vitesse  propre, 
de  l'autre  : 

Dans  le  mouvement  curviligne  uniforme,  l'accélération  tan- 
gentielle est  nulle,  donc  l'accélération  totale  est  centripète  (*); 

Dans  le  mouvement  rectiligne,  l'accélération  normale  à  la 
trajectoire  est  nulle,  et  il  n'y  a  pas  d'autre  accélération  que 
Taccélération  tangentielle; 

Enfin,  dans  le  cas  général,  les  deux  accélérations  partielles 
àe  composent,  pour  donner  naissance  à  Taccélération  totale  : 

Théorème  X.  —  Si  on  mène  en  un  point  de  la  trajectoire 
d'un  point  mobile  la  tangente  et  la  normale  principale,  et 


(*)  On  Toit  que  nous  appliquons  ici  à  un  mouvement  unifornie*]e  mot  oce^- 
lération^  modifié  d'ailleurs  par  une  épilhète  convenable.  H  faut  bien  remarquer 
que,  lorsqu'il  s'agit  de  grandeurs  géométriques,  deux  lignes  dont  les  longueurs 
sont  les  mêmes,  mais  dont  les  directions  sont  diflférentes,  ne  doivent  paa  être 
considérées  comme  géométriquement  égales. 

I/extension  que  nous  donnons  ici  au  mot  accélération  me  semble  donc 
parfaitement  légitime,  et  je  ne  saurais  admettre  avec  M.  Duhamel  (Cours  de 
Mécanique,  3"  éditiola,  p*  19)  que  ce  soit  par  trop  détourner  les  mois  de  leur 
sens  naturel. 

J'ajouterai  que  je  ne  crois  pas  que  jamais  personne  ait  désigné  la  quantité  J 
$OMU  le  nom  tfaccéUration  du  mouvement  sur  la  trajectoire.  La  dénomination 
d'accélération  totale,  tirée  des  leçons  du  général  Poncelet,  ne  peut  donner  1i«a 
à  aucune  ambiguïté. 
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qu'on  porte  respectivement  sur  ces  lignes  des  longueurs  égales 

à-T-et  à^9  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur 

ces  deux  droites  représente  en  grandeur  et  en  direction  l'ac* 
célération  totale  du  mobile. 

Nous  avons  maintenant  ce  qu'il  faut  pour  compléter  l'étude 
du  mouvement  oscillatoire  défini  parles  écfuations  (4)>  (5} 
ci(6)(p/63). 

Dans  le  mouvement  circulaire  uniforme  du  point  M,  l'accé^ 
lération  totale  est  centripète;  elle  a  pour  valeur  cù'R.  La  pro- 
jection de  cette  ligne  sur  le  diamètre  OC,  ou  sur  Taxe  Â^,  est 

J;.  =  G.>'Rcosc<x/. 

Cest  précisément  l'expression  que  nous  avons  trouvée  di- 
rectement pour  l'accélération  du  point  P. 

Faisons  encore  une  application  de  la  théorie  tout  à  fait  capi- 
tale que  nous  venons  d'exposer. 

accélération  totale  dans  le  mouvement  des  planètes  autour 

du  soleil. 

1*  Je  dis  en  premier  lieu  que  l'accélération  totale  est  diri- 
gée constamment  vers  le  foyer  ou  pôle  F,  autour  duquel  les 
aires  décrites  sont  proportionnelles  aux  temps  {Jig.  54). 

En  effet,  considérons  la  planète  dans  une  position  quel- 
conque M»,  et  soient  M,  Mi,  deux  positions  infiniment  voi- 
sines de  la  première,  répondant  à  deux  intervalles  de  temps 
consécutifs  égaux. 

Comme  les  aires  parcourues  sont  proportionnelles  aux 
temps,  on  a 

MM.F  =  FMM«. 

Cela  posé,  pour  avoir  la  direction  de  l'accélération  totale,  il 
faut  prendre  sur  la  direction  de  l'élément  M.M  une  longueur 
M,T,  égale  à  l'espace  parcouru  en  vertu  de  la  vitesse  V  pen- 
dant le  temps  correspondant  au  déplacement  réel  M«M,,  et 
joindre  le  point  T  au  point  M,. 

Les  deux  éléments  consécutifs  du  temps  ayant  été  pris 
égaux,  on  a 

MT  =  M.M, 
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d.'t>à  Ton  coDcIut 

MTF  =  FMM.  =  MM.F. 

Mais,  les  deux  iriangtes  MTF  ei  MM,F  ayant  la  base  MF  com- 
mune, leurs  sommets  T,  M»,  sont  sur  une  parallèle  à  cette 
base;  doncTM»  est  parallèle  à  MF,  et  la  direclion^de  fc'accéléra- 
tlon  totale,  au  point  M„  est  celle  du  rayon  vecteur  MF,  ou  MtF, 
a**  Nous  aTOi^  trouvé  précédemment,  en  supposant  la  vi- 
tesse aréolaire  constante  et  égale  à  C,  que  la  vitesse  corres- 
pondante, fj.du  mobile  sur  sa  trajectoire,  avait  pour  expres- 
sion — ^ — s  ;  donc 
r.cosi 

i^«__      4C' 
pT      pr'cos*!* 

IVaprèS'la  théorie  précédente,  cette  quantité  est- aussi  égale  à 
Jcos/  :  on  a  ainsi  pour  l'accélération  totale  : 

(.7)  j=  .  ^^'  ,.. 

"  r'Xpcos'i 

Newton  a  démontré  >:d'auir6 •  part  que  le  produit  pco&*.<-est 
constant  dans  Tellipse;  donc  l'accélération  totale  varie  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  la  planète  au  «oleil. 

Remarquons  ^que  notre  premier  résultat  est  indépendant  de 
la  nature  de  la  courbe  décrite;  ainsi  : 

Toutes  les  fois  que  les  aires  décrites  par  un  mobile  autour 
d'un  point  fixe  F  sont  proportionnelles  aux  temps^l'accélé- 
ration  totale  est  dirigée  vers  le  point  F. 

Quant  à  la  grandeur  de  cette  accélération  totale,  elle  dépend 
de  la  nature  de  la  trajectoire,  et  de  la  position  du. pôle  F  dans 
le  plan  de  celte  courbe,  par  la  quanliio  p  cos'  i.  Ainsi  : 

Dans  l'ellipse  rapportéoià^on  centre,  on  trouve 

.  picos*^i.=5'-; >  .J  =  K'r; 
. JDans  la  spirale  Jcigaritlunlque,  on.a 

pcos«i  =  Kr,    J  =  ^'* 

—  ■■•■■ 
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CHAPITRE  n. 

MOUVQIENT  D*PN  POINT  BELâTiVeMENT  A  UN  SYSXÈMB  JifOMLE. 


Là  notion  du  mouyement  relatif  noasr  est  aussi  famlllèreque 
edledu  mouvement  absolu.  Nousavonsdit  que»  ppui*  étudier 
le  mouvement  d*un  point  dans  l'espace»  on  compare  les  posi- 
tions successives  de  ce  point  à  certains  points  fixes» -qu'on 
nomme  points  de  repère.  Le  géomèlre  emploie  habituelle* 
mentpcur  système  de  comparaison  trois^axes  rectongtiloires; 
on  pcDt  d'ailleurs  (aire  usage  de  tout  autre  système  de  coorr 
données  que  Ton  voudra. 

liais  si^  au  Keu  de  comparer  les  ^positions  successives  du 
mobile  à  des  points  fixes,  on  les  rapporte  àties'points'deTe* 
père  qui  soient  eux-mêmes  en  mouvement»  ilest  clair  que  le 
mouvement  qu'on  observera  ainsi  ne  sera  pas  te^mouvement 
Térilable  ;  on  l'appelle  mouvement  relatif. 

Cest  ainsi  qu'un  voyageur  en  bateau  voit  se  déplacer  tous 
les  objets  parfaitement  fixes  qui  sont  sur  les  rives.  Par  contre» 
un  objet  qui  se  mouvrait  sur  le  pont  du  bateau^'Cn  sens  Inverse 
de  la  marche  de  celui-ci  et  avec  une  vitesse  égale,  serait 
réellement  au  repos.  Dans  tons  les  cas  II  est  évident  que  le 
mouvement  réel»  ou  absolu,  dépend  à  la  fois  du  mouvement 
apparent,  et  du  déplacement  du  bateau  ou  mouvement  d'en- 
îratnement;  On  dit  que  le  mouvement  absolu  est  composé 
des  deux  derniers;  et  le  problème  qui  consiste  à  déterminer 
le  mouvement  absolu,  quand  on  connaît  le^mouvement'relalîf 
et  le  mouvement  d'entraînement»  est  connu*  sousMe  nom  de 
problème  de  la  composition  des  mouvements. 

§  V.  -^  Définition  ©o-  «ouvïHwr  relatif  D-oif'POWT. 

Il  s'agit  de  préciser  ces  notions.  Imaginons  .que  nous. mesu- 
rions à  chaque  insitanl  les  coordonnées  dfun  point. mobile. par 
rapport  à  trois  axes^  rectaijgukires  ou  obiiqi}e3«^Slcesaxés  sont 
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fixes»  les  variations  des  coordonnées  nous  feront  connattre  le 
mouvement  absolu  du  point. 

Dans  le  cas  contraire,  considérons  quelque  part  trois  axes^ 
fixes  pareils  aux  premiers,  et  un  point  fictif  assujetti  à  avoir 
à  chaque  instant,  par  rapport  à  ces  axes  fixes,  des  coordon- 
nées égales  à  celles  du  point  en  question  par  rapport  aux  axes 
mobiles.  Le  mouvement  absolu  de  ce  point  est  ce  qu*6n  ap- 
pelle le  mouvement  relatif  du  point  donné.  Ainsi  : 

Définition.  —  Le  mouvement  d'un  point  relativement  à  des 
axes  mobiles  est  le  mouvement  absolu  d'un  point  fictif  qui 
aurait  à.  chaque  instant,  par  rapport  à  des  axes  fixes^  les 
mêmes  coordonnées  que  le  premier  par  rapport  aux  axes  mù^ 
biles, 

La  trajectoire  de  ce  point  fictif  est  la  trajectoire  relative  du 
point  donné,  sa  vitesse  est  la  vitesse  relative,  son  accéléra- 
tion totale  est  l'accélération  totale  relative. 

Importance  de  la  théorie  des'  mouvements  relatifs. — C'est 
ici  le  lieu  de  remarquer  qu'au  commencement  du  cours  nous 
avons  fait  une  pétition  de  principe,  qui  n'avait  pas  alors  d'in- 
convénients, mais  sur  laquelle  il  faut  revenir  à  présent. 

Nous  avons  dit  qu'on  reconnaissait  l'état  de  repos  ou  de 
mouvement  d'un  point,  en  mesurant  les  coordonnées  de  ce 
point  par  rapport  à  trois  axes  fixes.  Or,  il  est  clair  qu'en 
supposant  que  nous  possédions  ainsi  trois  axes  reconnus  pour 
fixes,  nous  avons  admis  précisément  ce  qui  était  en  question. 
Ceci  n'infirme  d'ailleurs  en  rien  les  résultats  auxquels  nous 
sommes  arrivés,  du  moins  au  point  de  vue  rationnel  ;  en  effet, 
si  jusqu'ici  nous  n'avons  aucun  moyen  de  nous  procurer  des 
axes  fixes,  nous  concevons  certainement  Texisience  d'un 
pareil  système  d'axes  :  et  cela  suffit  pour  légitimer  toutes  les 
spéculations  qui  précèdent. 

Hais  il  importe  actuellement  d'examiner  le  cas  où  les  axes 
auxquels  on  rapportée  le  mouvement  d'un  corps  sont  mobiles, 
puisqu'on  n'est  jamais  assuré  d'avoir  à  sa  disposition  des  points 
de  repère  fixes  d'une  manière  absolue. 

Les  anciens,  croyant  à  l'immobilité  de  notre  globe,  rap- 
portaient les  mouvements  qui  s'effectuent  à  la  surface  de  la 
terre,^et  même  dans  le  cieh,  à  des  axes  tels  que  la  verticale 
du  lieu  où  ils  observaient,  l'horizontale  méridienne,  et  celle 
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qui  est  perpendiculaire  à  celie-ci.  Oo  sait  aujourd'hui  que  la 
terre  tourne;  et  il  est  à  remarquer  que  des  phénomènes  pure- 
ment mécaniques  auraient  pu,  à  défaut  des  découvertes  astro- 
nomiques, conduire  les  savants  à  la  connaissance  de  cette 
vérité.  En  effet»  la  rotation  de  la  terre  produit,  comme  nous 
le  verrons  plus  tard,  des  perturbations  sensibles  dans  les 
mouvements  des  pendules,  le  tir  des  projectiles,  la  chute 
des  corps  pesants,  etc.  Pour  ne  citer  qu'un  seul  exemple, 
l'observation  attentive  des  oscillations  du  pendule,  en  mon* 
trani  que  les  phénomènes  observés  sont  incompatibles  avec 
l'hypothèse  de  la  flxité  de  la  terre,  aurait  démontré  récem- 
ment le  mouvement  de  rotation  de  notre  globe,  si  cette  vérité 
n'avait  été  déjà  bien  et  dûment  acquise  à  la  science.  C'est 
dans  le  ciel  qu'on  cherche  aujourd'hui  des  points  de  repère 
fixes.  Encore  est- il  des  phénomènes,  exigeant  une  observa- 
tion plus  délicate,  qui  semblent  démontrer  que  les  étoiles 
dites  flxes  elles-mêmes  sont  en  mouvement  par  rapport  à 
notre  système  solaire.  Il  suit  de  là  que,  quoi  que  nous  fas- 
sions, nous  n'observerons  jamais  que  des  mouvements  rela^* 
tifs  :  c'est  ce  qui  donne  un  grand  intérêt  à  la  théorie  que  nous 
allons  aborder. 

Admettons  donc  qu'on  rapporte  le  point  mobile  qu'on 
étudie  à  un  système  de  comparaison  animé  lui-même  d'un 
certain  mouvement.  Pour  défînir  le  mouvement  de  ce  sys- 
tème, il'faut  que  nous  anticipions  un  peu  sur  le  chapitre  sui- 
vant, consacré  au  mouvement  des  systèmes  de  points  et  en 
particulier  des  corps  solides;  mais  il  n'y  a  à  cela  aucun  incon- 
vénient :  il  y  en  aurait  au  contraire  beaucoup  à  vouloir  s'as- 
treindre i  un  ordre  trop  méthodique,  si  'on  devait  y  perdre 
sous  le  rapport  de  la  clarté. 

Considérons  un  système  de  points  mobiles  dont  la  réunion 
constitue  un  corps  solide,  c'est-à-dire  non  déformable.  Pour 
appliquer  le  calcul  aux  mouvements  de  ce  système,  nous  choi- 
sirons trois  axes,  fixes  par  rapport  à  lui,  Oo:,,  0^*i,  Ozi  :  les 
coordonnées  de  tous  les  points  du  corps  par  rapport  à  ces 
axes  seront  des  constantes,  le  corps  étant  supposé  invariable 
de  forme;  et  il  suffira  évidemment  de  connaître  le  mouvement 
de  ces  trois  axes  pour  que  celui  du  système  tout  entier  soit 
déterminé.  En  effet,  on  pourra  toujours  assigner  à  un  instant 
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donné  la  position  d'un  point  du  système  d'après  la  connais- 
sance de  4a  situation  actuelle  des  axes,  et  des  coordonnées  xi^ 
y\^  Ztj  prises  par  rapport  à  ces  axes,  coordonnées  qui  n^ont  pas 
changé  de  valeur.  Quand  nous  dirons  que  nous  considérons  un 
point  comme  lié  invariablement  au  solide,  cela  voudra  dire 
qu'à  partir  de  l'instant  où  nous  établissons  cette  liaison,  les 
coordonnées  art  y /i,  ^,yde  ce  point  resteront  constantes. 

D-'autres'foiSy  on  trouvera  plus  commode  de  dëQnir  sim« 
ptement  les  mouvements  de  trois  points  du  système  (non 
situés  en  ligne  droite)  :  ceci  fait  également  connaître  le  mou- 
vement du  solide  tout  entier,  puisque  les  .distances  mutuelles 
de  deux  points  d'un  solide  sont  Invariables,  quel  que  soit  lé 
déplacement  commun  de  l'ensemble. 

Cela  posé,  si  l'on  cherche  à  se  représenter  un  corps  solide 
qui  se  transporte  dans  l'espace  d'une  manière  quelconque,  on 
se  fait  fort  difflcîlement  une  idée  d'un  pareil  mouvement.  On  a, 
au  contraire,  une  idée  très-nette  de  deux  mouvements  simples 
que  nous  allons  défmir,  et  qui  sont  les  seuls  dont  nous  nous 
occuperons  poiirie  moment. 

Mouvement  de  translation. 

Si  trois  pôlntSy  A,  B,  C,  d'un  corps  solide  en  mouvemfent 
ifik'  ^^)  ^^^  ^  un  instant  donné  quelconque  des  vitesses 
égales  et  parallèles,  le  mouvement  porte  le  nom  de  mouve^ 
nient  de  translatiùm 

Les  côtés^du  triangle  ABC  se  meuvent  parallèlement  à  eux-^ 
mêmes  :  car,  dans  un  espace  de  temps  inBniment  petit,  les 
sommets  de  ce  triangle  parcourent  tous  trois  des  chemins 
parallèles,  et  égaux  au  produit  de  la  vitesse  commune  par 
rélémenldu  temps.  Une  droite  quelconque  du  système  reste 
également  parallèle  à  elle-même  dans  toutes  les  positions 
du  solide  :  on  dit  souvent  que  le  corps  tout  entier  se  meut 
pamlièiemeni  à  lui-même.  Enfin  les  trajectoires  de  tous  les 
points  sont  superposables,  elles  peuvent  être  d'ailleurs  rectî- 
lignes  ou  curvilignes. 

La  vitesse  commune  de  tous  les  points,  à  un  instant  donné, 
s*appclle  la  vitesse  du  solide  à  cet  instant.  La  direction  et  la 
grandeur  de  cette  vitesse  varient  en  général- avec  le  temps 
d'une  manière  quelconque.  < 
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Mouvement  de  rotation. 

Si  deux  poinis  d*un  solide  en  mouvement  restent  constam-io 
ment  immobiles  dans  l'espace,  tous  les  points  de  la  ligne  qui 
joint  ces  deux  poinis  restent  aussi  fîxes.  Les  autres  points  <lu 
corps  décrivent  des  cercles  perpendiculaires  à  cette  droite;  On 
dit  que  le  solide  tourne  autour  de  la  droite  fixe,  à  laquelle  on 
donne  le  nom  A*axe  de  rotation^ 

Userait  possible  que  cet  axe  n'appartint  pas  au  solide  pro- 
prement dit;  c'est  ce  qui  arrive  dans  le  cas  d'un  anneau  tour- 
nant autour  de  son  axe  de  figure.  Cette  circonstance  ne  mo- 
difie en  rien  ce  que  nous  venons  de  dire,  d'après  la  définition 
que  nous  avons  donnée  de  ce  qu'on  doit  entendre  par  un 
solide,  au  point  de  vue  géométrique. 

Dans  le  mouvement  de  rotation,  les  perpendiculaires  abais- 
sées des  divers  points  du  solide  sur  l'axe  décrivent  simulta^ 
Dément  des  angles  égaux;  la  valeur  commune  de  tous  ces 
angles,  correspondante  h  un  temps  quelconque,  est  ce  qu'on 
appelle  le  déplacement  angulaire  du  solide  pendant  ce  temps. 
Un  mouvement  de  rotation  est  défini  par  la  loi  qui  donne  la 
valeur  de  ce  déplacement  angulaire  en  fonction  du  temps. 
La  vitesse  angulaire  est  le  quotient  d*un  déplacement  angu- 
laire infiniment  petit  par  le  temps  dt. 

Soient '6)  cette  vitesse  angulaire,  et  v  la  vitesse  d*un  point 
quelconque  situé  à  une  distance  r  de  l'axe  de  rotation  ;  on  a 

Un  mouvement  de  rotation  est  uniforme  ou  varié,  selon 
que  la  vitesse  angulaire  est  constante  ou  variable  :  dans  ce 

dernier  cas,  la  quantité  -^  s'appelle  Vaccélération  angulaire. 

Il  faut  bien  se  garder  de  confondre  une  translation  suivant 
une  tnjf^ctoire  circulaire  avec  une  rotation.  On  dit  commu- 
nément que  la  lune  tourne  autour  de  la  terre;  mais  pour 
que  cette  assertion  soit  fondée,  il  faut  démontrer  que  le 
mouvement  de  la  lune  est  bien  un  mouvement  de  rotation 
et  non  pas  une  translation  circulaire. 

Représentons  par  C  (figi  56)  une  position  du  globe  lunaire, 
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et  par  AB  la  trace,  sur  le  plan  de  Torbîte,  du  cercle  de  contour 
apparent. 

Dans  l'hypothèse  d*un  mouvement  de  translation,  le  dia- 
mètre AB  doit  rester  parallèle  à  lui-même;  et  il  est  évident 
qu'on  verra  successivement  de  la  terre,  supposée  en  T, 
toutes  les  parties  de  la  lune  dans  la  période  entière  de  sa  ré- 
volution. Si,  au  contraire,  le  mouvement  est  une  rotation,  le 
diamètre  AB  restera  toujours  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres,  et  par  suite  on  ne  verra  jamais  qu'un  seul  des  hémi- 
sphères de  la  lune.  L'observation  ayant  démontré  que  c'est 
précisément  là  ce  qui  arrive  (du  moins  si  l'on  fait  abstraction 
des  petites  inégalités  du  mouvement  de  notre  satellite),  il 
s'ensuit  qu'on  -a  le  droit  de  dire  que  la  lune  a  un  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  la  terre  supposée  fi\e. 

Le  soleil,  dans  son  mouvement  apparent,  décrit,  lui  aussi, 
à  peu  près  un  cercle  autour  de  la  terre;  mais  comme  cet 
astre  se  montre  successivement  à  nous  sous  toutes  ses  faces, 
on  voit  que  son  mouvement  n'est  pas  une  rotation.  Ce  n'est 
d'ailleurs  pas  davantage  une  translation  :  c'est  un  mouvement 
plus  compliqué  sur  lequel  nous  reviendrons. 

Il  est  évident  qu'il  n'y  a  lieu  de  faire  ces  distinctions  que 
dans  le  cas  où  il  s'agit  d'un  corps  de  dimensions  Gnies  :  le 
mouvement  d*un  point  n'est  pas  plus  une  translation  qu'une 
rotation;  c'est  un  mouvement  simple. 

Données  numériquei  relatives  à  la  rotation  diurne  de  la 
terre.  — La  terre  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation, 
uniforme  autour  de  la  ligne  des  pôles.  La  durée  d'une  révo* 
lulion  complète  est  ce  que  les  astronomes  appellent  \ejour 
sidéral,  lequel  se  compose  de  86 164  secondes  de  temps  moyen. 

On  a  donc  pour  la  vitesse  angulaire  de  la  terre  : 

^  =^  o^'  '  /•  /  =  0^000070. 

06104 

La  vitesse  d'un  point  situé  à  l'équateur  est  nR  ou 
0,000073. R,  c'est-à-dire  environ  465  mètres  :  c'est  à  peu  près 
la  vitesse  d'un  boulet  de  canon. 

EiiHn  le  carré  de  la  vitesse  angulaire  de  la  terre  est  une 
quantité  fort  petite  dont  la  valeur  est 

n'  =  o»oooooooo53. 


CHAPITEB   II.  —   MOUVEMENT   RELATIF   d'uN    POINT.  8l 

Représentation  géométrique  des  rotations. 

Pour  qu'une  rotation  soit  définie  d'une  manière  complète, 
il  faut  qu'on  connaisse  l'axe  autour  duquel  elle  s'effectue,  la 
vitesse  angulaire  &>,  et  enfin  le  sens  du  mouvement.  On  re- 
présente la  vitesse  angulaire  par  une  longueur,  en  la  rappor- 
tant à. une  uniié  arbitraire,  et  on  porte  cette  longueur  sur  la 
direction  de  Taxe;  de  sorte  qu'une  simple  ligne  terminée  OP 
[fig,  57)  représente  à  la  fois  Taxe  et  la  grandeur  de  la  rotation* 
Cette  même  ligne  en  indiquera  encore  le  sens,  par  cette  con- 
vention qu'en  se  plaçant  à  L'extrémité  P  considérée  comme 
le  nord,  pour  regarder  devant  soi  le  point  0  considéré  comme 
le  midi,  la  rotation  se  fera  de  gauche  à  droite,  comme  se  fait, 
à  nos  yeux,  le  mouvement  du  soleil {*), 

Ce  sens  est  celui  dans  lequel  tournent  les  aiguilles  d'une 
montre,  celui  d'une  vis  que  Ton  enfonce.  C'est  le  sens  rétro* 
grade  des  astronomes,  le  sens  direct  étant  celui  des  mouve- 
ments réels. 

Jxe  de  la  rotation  terrestre,""— W  suit  de  là  que  la  ligne  qui 

représente  la  rotation  diurne  est  dirigée  du  centre  de  la  terre 

vers  le  pôle  sud  :  si  l'on  veut  prendre  pour  axe  la  partie  nord 

de  la  ligne  des  pôles,  il  faut  attribuer  à  la  vitesse  angulaire  la 

valeur  négative 

6)  =  —  n. 

II  résulte  encore  de  la  convention  précédente  que,  si  l'on 
considère  trois  axes  rectangulaires  disposés  à  la  manière  ordi- 
Daire  (yîgr-^8),  une  rotation  0-5  correspond  à  un  mouvement 
dirigé  de  Ox  vers  Oyi  et  ainsi  de  suite,  conformément  aux 
flèches. 

Composition  et  décomposition  des  mouvements. 

Le  problème  de  la  composition  des  mouvements  est  celui 
dans  lequel  on  demande  de  trouver  le  mouvement  composé, 
quand  on  connaît  le  mouvement  d'entraînement  et  le  mouve- 
ment relatif.  Le  problème  inverse  consiste,  étant  donné  le 
mouvement  réel  d'un  point,  à  trouver  son  mouvement  par 

(  *  )  PoisitOT,  Théorie  Houvelie  de  la  rotation  des  corps. 

I  r. 
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rapport  à  un  système  dont  le  mouvement  est  également 
donné;  ou  bien  encore,  connaissant  le  mouvement  réel  et  le 
mouvement  apparent,  à  trouver  le  mouvement  dont  est  animé 
le  système  de  comparaison. 

Nous  prendrons  toujours  pour  ce  système  de  comparaisoD 
trois  axes  rectangulaires,  Oxy  Oj%  Oz  {fig»  Sg).  Nous  mesu- 
rerons à  chaque  instant  les  coordonnées  du  point  mobile  par 
rappoit  à  ces  trois  axes  :  en  reportant  ces  coordonnées  sur 
trois  axes  fixes,  nous  obtiendrons  la  trajectoire  relative.  Le 
mouvement  relatif  est  celui  qu'on  observe  quand  on  participe, 
sans  en  avoir  conscience,  au  mouvement  des  axes  de  com- 
paraison, et,  dans  ce  cas,  on  qualiûe  souvent  le  mouvement 
relatif  de  mouvement  apparent;  mais  on  conçoit  qu'il  est  éga- 
lement possible  de  mesurer  les  coordonnées  d'un  point  par 
rapport  à  des  axes  mobiles  desquels  on  est  soi-même  tout  à 
fait  indépendant,  cl  dont  on  connaît  parfaitement  le  mouve- 
ment. 

Reporions-nous  maintenant  à  l'origine  du  mouvement  (c'est- 
à-dire  à  un  instant  quelconque,  pris  pour  origine  des  temps}, 
et  supposons  qu'à  partir  de  cet  instant  les  axes  mobiles  en- 
traînent avec  eux  la  trajectoire  relative;  le  point  M,  dans  son 
mouvement  absolu,  restera  constamment  sur  celle-ci  :  et  l'on 
saura  trouver  à  chaque  instant  la  position  de  ce  mobile  dans 
l'espace,  puisqu'on  connaît  par  le  mouvement  des  axes  la 
position  de  la  trajectoire  relative,  au  temps  /,  et  par  la  loi  du 
mouvement  sur  cette  trajectoire,  le  lieu  apparent  du  mobile 
à  la  même  époque. 

Soient  (fig.  60)  AB,  A'B',  A^B'',. . . ,  les  positions  de  la  tra- 
jectoire relative,  aux  temps  /,  /',  /'',...;  et  supposons  qu'à  ces 
diverses  époques  le  mobile  se  trouve  aux  points  M,  N,  P,. . ., 
de  la  courbe  mobile  AB. 

A  la  fin  du  temps  /,  le  mobile  est  en  M;  à  la  fin  du  temps  V 
il  est  au  point  N  de  la  courbe  AB;  mais  cette  courbe  se  trouve 
alors  dans  Ta  position  A^B',  et  le  point  N  a  été  transporté  en 
N'  :  donc,  à  ta  fin  du  temps  t%  le  mobile  est  en  N'.  On  verra 
de  même  qu'à  la  fin  du  temps  t"  il  se  trouve  en  P^,  et  ainsi 
de  suite.  Le  point  mobile  décrit  donc  dans  l'espace  ta  trajec- 
toire MN'P^...i,  et  il  occupe  sur  cette  trajectoire  les  positions 
H,  N',  P^...|  aux  Talears  /,  l%  l^ » . .,  du  temps. 
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On  a  ainsi  la  trajectoire  absolue,  ainsi  que  la  loi  du  mouve* 
oient  sur  celle  trajectoire,  c'esl-ù-dire  que  Ton  connaît  d^une 
manière  complète  le  mouvement  absolu,  par  le  moyen  des 
deux  mouvements  composants. 

Analyiiquement,  le  problème  de  la  composiiioa- et  de  la 
décomposiiion  des  mouvements  est  une  pure  question  de 
tcansformation  de  coordonnées* 

Soient  ^\  y]%  Ç%  les  coordonnées  de  Toriglne  des  axes  mo- 
biles; désignons  par  a,  û',  a";  b,  b',  b";  c,  c',  c"  les  cosinus 
des  angles  formés  par  ces  axes  mobiles  avec  les  axes  fixes; 
c'est-à-dire  posons 

€l=C0Saf,  Ç,     o'ssCOSj,  Ç,      rt*=C0SZ,  I, 


b  =  cos:r,  72,    b'=z  cosj^,  n,    6"=  cos-z,  yj, 
e  =  eos  JT,  Ç,    c'  =  cos^-,  Ç,    c"  =  cosz,  Ç  ; 

enfin  soient  x,  jr,  z,  les  coordonnées  relatives  du  point  dont 
nous  étudions  le  mouvemeni.  Les  formules  générales  de  trans- 
formation donnent  les  valeurs  suivanies  pour  les  coordonnées 
du  même  point  par  rapport  aux  axes  fixes  : 

{  =  ^'-4- iu: -f- ay  4- a^i, 
»  =  V-f-  bx  +  *y  +  b'z, 
Ç  =  Ç'+  ex  +  c'jr  4-  (fz. 

En  différeniiant  ces  équalions  une  première,  puis  une  se- 
conde fois,  on  trouverait  les  relations  qui  exislenl,  d'abord 
entre  les  vitesses,  puis  entre  les  accélérations  des  divers  mou- 
vements considérés. 

Ce  sont  ces  relations  que  nous  allons  établir  géométrique- 
ment dans  les  deux  paragraphes  suivants. 

Composition  d'un  nombre  quelconque  de  mouvements,  — 11 
est  aisé  de  comprendre  qu'on  peut  avoir  à  composer  non  pas 
seulement  deux,  mais  un  nombre  quelconque  de  mouvementç. 

Un  point  se  meut  sur  un  bateau,  le  bateau  se  meut  à  la  sur- 
iiace  de  la  terre,  la  terre  tourne  autour  de  la  ligne  des  pôles; 
enfin  cet  axe  du  monde  lui-même  se  transporte  aux  divers 
points  de  Torbile  elliptique  que  décrit  notre  globe  autour  du 
soleil.  Le  mouvement  absolu  du  point  doit  être  considéré 
comme  composé  de  tous  ces  divers  mouvements;  et  Ton  peut 

6. 
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effecluer  celle  composilion  de  proche  en  proche,  au  moyen 
des  principes  que  nous  venons  de  poser,  absolumenl  comme 
s*il  n*y  avail  que  deux  mouvemenis. 

Le  mouvemcni  du  poinl  sur  le  baleau  esl  un  mouvement 
relalif  :  en  considéranl  le  mouvemenl  du  bateau  par  rapport  à 
la  terre  comme  un  mouvemenl  d*eniralnement,  el  compo- 
sant ces  deux  mouvemenis,  on  trouvera  le  mouvement  du 
poinl  mobile  par  rapport  à  la  terre. 

Le  mouvemenl  qu'on  obtient  par  celle  composilion  est  en- 
core un  mouvement  relalif,  puisque  la  terre  n'est  pas  en 
repos;  et  la  rotation  diurne  autour  de  la  ligne  des  pôles  est 
un  nouveau  mouvement  d'entraînement,  par  rapport  au  mou- 
vement que  nous  venons  de  déterminer  :  la  composilion  de 
ces  deux  derniers  mouvemenis  donnera  le  mouvement  du 
point  mobile  par  rapport  à  des  axes  de  direction  constanle, 
passant  par  le  centre  de  la  terre,  et  ainsi  de  suite. 

§  VI.  —  Composition  des  vitesses. 

Bornons-nous  d'abord  au  cas  de  deux  mouvemenis  compo- 
sants. La  vitesse  absolue  d'un  point,  à  chaque  instant  /,  peut 
se  déduire  par  une  construction  très-simple  de  la  vitesse  rela- 
tive du  même  point,  et  de  la  vitesse  dite  d* entraînement  : 
c'est-à-dire  de  la  vitesse  d'un  poinl  qui  coïnciderait  avec  le 
point  mobile  Ma  l'époque  /,  et  qui  resierail  ensuite  invaria- 
blement lié  aux  axes  mobiles. 

Soient  M  (^/?.  6i)  la  position  du  mobile  à  l'époque  /,  AB 
sa  trajectoire  relative.  Au  bout  du  temps  /'  celle  trajectoire, 
par  l'effet  du  mouvement  des  axes,  s'est  trouvée  transportée  en 
A'B',  les  divers  points.  M,  N,  P, ...,  venant  en  M',  N',  P',.... 

Si  le  point  M  n'avait  pas  de  mouvement  relalif,  il  serait 
en  M'  au  bout  du  temps  /';  mais  on  sait  qu'il  se  déplace  sur 
sa  trajectoire  relative,  et  qu'au  lieu  de  se  trouver  en  M'  il 
occupe  la  position  N'  à  l'époque  /'•  Il  suit  de  là  que 

M'N'  est  le  déplacement  relatif  du  point  mobile, 
HN'  est  son  déplacement  absolu, 

MM'  est  le  déplacement  du  point  du  système  de  compa- 
raison qqi  coïncidait  avec  H,  à  l'époque  /. 
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A  la  simple  inspection  de  la  figure,  et  quel  que  soii  Tinter- 
valle  /' — /,  on  reconnaît  que  : 

Théorème  I.  —  La  corde  du  chemin  réellement  parcouru 
dans  un  temps  quelconque  est  la  résultante  (*')  de  la  corde  du 
déplacement  relatif,  et  de  celle  du  chemin  suivi  par  le  point 
lié  aux  axes^  qui  coïncidait  avec  le  point  mobile  à  l'instant 
Initial. 

Parallélogramme  des  vitesses, — Imaginons  maintenant  que 
Tintervalle  /'  —  t  tende  indéfiniment  vers  zéro  :  les  cordes 
tendront  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec  leurs  arcs,  et  à 
la  limite  elles  auront  pour  valeurs  respectivement 

vdt^    i^rdty    Vgdt, 

si  Ton  se  reporte  à  la  définition  de  la  vitesse  relative  et  de  la 
?iiesse  d'entraînement.  En  môme  temps  la  figure  MNN'M'  a 
pour  limite  un  parallélogramme,  et  nous  venons  de  voir  que 
les  côtés  infiniment  petits  et  la  diagonale  de  ce  parallélo- 
gramme sont  proportionnels  aux  vitesses  Vr,  v,y  v.  Si  donc  sur 
h  vitesse  relative  et  la  vitesse  d'entraînement  on  construit 
un  parallélogramme  semblable  à  celui-ci  (^g*.  621),  la  diago- 
nale de  ce  parallélogramme  représentera  en  grandeur  et  en 
direction  la  vitesse  absolue  du  mobile. 
Donc  : 

Théorème  IL  —  La  vitesse  absolue  est  la  résultante  de  la 
vitesse  relative  et  de  la  vitesse  d' entraînement. 

Cette  proposition  est  connue  sous  le  nom  de  parallélo- 
gramme des  vitesses. 

On  peut  observer  que,  si  les  vitesses  f,,  fr,  changeaient  de 
rôle,  c'est-à-dire  si  la  première  était  une  vitesse  rclaiive  et  la 
deuxième  une  viiesse  d'entraînement,  la  construction  qui 
donne  la  vitesse  absolue  conduirait  à  un  résultat  parfaiieinent 
identi(|uc  au  précédent.  Dans  ce. sens,  on  confond  souvent  les 
deux  vitesses  c,,  Vr,  sous  le  nom  de  composantes  de  la  vi- 
tesse absolue  :  c'est  là  une  chose  parfaitement  indifférente, 


(*)  On  tait  ce  que  nous  eotendoosp&r  une  droite  résultante  de  deux  autres. 
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au  poim  de  vue  géométrique.  Au  point  de  yue  de  la  réalité 
des  choses,  il  faut  bien  remarquer  que  l'une  des  composantes 
est  la  vitesse  du  mobile,  observée  d'une  certaine  manière, 
et  que  Taulre  est  une  vitesse  d'entraînement  qui  n'a  aucun 
rapport  nécessaire  avec  le  mouvement  de  ce  mobile. 

Si  l'on  se  proposait  de  trouver  la  vitesse  relative,  les  don- 
nées étant  la  vitesse  absolue  et  la  vitesse  d'entraînement,  on 
aurait  à  construire  un  côté  d'un  parallélogramme,  connaissant 
la  diagonale  et  le  deuxième  côté.  On  peut  aussi  considérer 
le  côté  inconnu  MVr  (Jig»  63)  comme  la  diagonale  du  paral- 
lélogramme BTVVrVi ,  ce  qui  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème  IïI.  —  La  xùtesse  relative  est  la  résultante  de  la 
vitesse  absolue,  et  de  la  vitesse  d'entraînement  prise  en  sens 
contraire. 

Problème  général  de  la  composition  des  vitemes. 

La  règle  que  nous  venons  de  démontrer  pour  un  mouve« 
ment,  composé  de  deux  mouvements  donnés  seulement, 
s'étend  sans  dirficulté  au  cas  où  les  mouvements  comixosants 
sont  en  nombre  quelconque. 

Dans  ce  cas,  la  vitesse  MB  [fig^  64)»  fournie  par  la  compo-^ 
siiion  de  c*  et  de  <v,  doit  êire  considérée  comme  une  deuxième 
vitesse  relative  v^  5  en  la  composant  avec  la  deuxième  vitesse 
d'entraînement,  on  aura  une  nouvelle  résultante  MC,  et  Ton 
continuerait  ainsi  tant  qu'on  aurait  de  nouvelles  vitesses  â 
composer.  La  vitesse  absolue  est  la  ligne  qui  ferme  le  po\y* 
gone  de  toutes  les  vilCvSscs  composantes,  c'est  leur  résultante^ 
dans  le  sens  géométrique  du  mot.  On  a  donc  le  théorème 
général  : 

Théorème  IV.  —  Quel  qite  soit  Je  nombre  des  mouvement  "à 
composer,  la  vitesse  absolue  est  la  résultante  de  tontes  iter 
vitesses  correspondantes» 

Ce  théorème  est  indépendant  de  Tordre  dans  lequel  on  con- 
sidère les  vitesses  composantes.  Il  permet  de  déterminer  la 
direction  et  la  grandeur  de  la  vitesse  absolue  :  soit  géométri- 
quement, en  construisant  le  polygone  des  vitesses,  soit  ana- 
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lent,  eq  projetant  ce  polygone  sur  trois  a\cs  reciaugu- 
lelconques.  On  a  ainsi  les  équations  : 

VcosV,  X  =2  ♦'  cosTT^ = X , 

VcosV,^"=^ycos  (>,>'= Y, 

VcosY,  Jg=^ycosy,  zt=zZ\ 

ïbsmarqne^  sur  la  composition  des  vitesses. 

8  la  théorie  qui  précède,  nous  n'avons  pas  eu  à  nous 
ler  de  déQnir  les  mouvements  d'entraînement  d'une 
complète  :  il  nous  a  suffi  de  considérer  la  viiesse  d'un 
il  dans  chaque  système  mobile,  de  celui  qui  coïncide 
oint  M,  à  une  époque  déterminée. 
lant,  si  Tun  des  mouvements  d'entraînement  n'est 
ranslation,  la  direction  des  axes  auxquels  on  doit  rap- 
vitesse  relative  correspondante  est  essentiellement 
tandis  que  la  vitesse  absolue  et  la  vitesse  d'enlratnc- 
it  rapportées  à  des  directions  fixes.  Mais  comme, 
un  temps  très-court,  la  direction  des  axes  mobiles 
changer  qu'infiniment  peu^  les  angles  formés  par  les 
is  vitesses  avec  ces  axes,  considérés  au  commence^ 
à  la  fin  du  temps  dt,  diffèrent  seulement  de  quan- 
lîment  petites  :  quaiuités  qu'on  est  en  droit  de  négli* 
int  les  angles  finis  formés  par  les  eûtes  du  polygone 


iorèmes  relatifs  à  la  composition  des  vitesses  ne  dé- 
donc  en  aucune  façon  du  mouvement  de  tout  le 
ie  comparaison,  mais  uniquement  de  la  vitesse  d'un 
it  de  ce  svslèmc. 

rla  théorie  des  mouvements  simultanés.  —Nous  avons 
e  mouvement  curviligne  au  mouvement  recliligne, 
îtuant  au  premier  certains  mouvements  simultanés, 
s  avons  indiqué  les  relations  avec  le  mouvement  prin- 
il  s*agissait  d'étudier, 
sidéraiion  des  mouvements  relatifs  nous  aurait  con- 
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duits  à  des  résultats  du  même  genre;  en  effet,  quel  que  soit 
le  mouvement  d'un  point  M  [Jig.  65),  on  peut  toujours  ra- 
mener ce  mouvement  à  s'effectuer  sur  une  ligne  droite,  en 
supposant  celle  droile  animée  elle-même  d'un  mouvement 
convenable  (^).  Mais  on  ne  devra  jamais  dire  qu'un  point  est 
animé  de  plusieurs  mouvements  simultanés. 

Plusieurs  points  ont  des  mouvements  simultanés,  si  leurs 
positions  sont  liées  l'une  à  l'autre  par  une  loi  géométrique; 
un  point  n'a  qu'un  seul  mouvement  :  on  peut  d'ailleurs  rap- 
porter ce  mouvement,  par  la  méthode  des  coordonnées,  soit 
à  un  système  ûxe,  soit  à  des  axes  mobiles;  le  point  de  Tue  de 
l'observateur  aura  changé,  mais  ce  sera  toujours  le  même 
mouvement.  Quant  au  mouvement  des  axes  de  comparaison 
(mouvement  d'entraînement),  il  est  absolument  indépendant 
de  celui  du  point  lui-même,  et  ne  saurait  dans  aucun  cas,  et 
sous  aucun  prétexte  que  ce  soit,  être  considéré  comme  ap- 
partenant à  ce  point. 

Ceci  une  fois  éclaîrcî,  il  est  évident  qu'on  pourra  faire  les 
conventions  de  langage  que  l'on  voudra,  pourvu  qu'on  se 
comprenne  bien. 

§  VII.  —  Composition  des  accélérations. 

Nous  avons  clairement  défini  le  mouvement  d'un  point  rela- 
tivement à  un  système  d'axes  mobiles,  en  disant  que  c'est  le 
mouvement  absolu  d'un  point  fictif  dont  les  coordonnées,  par 
rapport  à  trois  axes  fixes,  seraient  les  mêmes  à  chaque  instant 
que  celles  du  point  donné  par  rapport  aux  axes  mobiles* 

Quant  au  mouvement  d'entraînement  proprement  dit,  nous 
ne  pouvons  pas  pour  le  moment  nous  le  figurer  d'une  ma- 
nière suffisamment  nette,  puisque  nous  n'avons  pas  encore 


(  *  )  Il  faudra  évidemment  que,  de  la  définition  du  roouTeraeut  d*entraine* 
ment,  il  résulte  nettement  que  le  point  M  soit  assujetti  ii  se  trouver  à  chaque 
instant  sur  la  droite  mobile. 

Les  mouvements  d'entraînement  les  plus  simples  qu'on  puisse  imaginer 
(sur  un  plan)  sont  un  mouvement  de  translation  dans  une  direction  bien  dé* 
finie,  ou  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  point  fixe.  Nous  nous  sommes 
bornés  à  considérer  ces  deux  mouvements-là,  mais  il  est  évident  qu'il  en  existe 
une  infinité  d'antres. 
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étudié  toutes  les  difTérentes  sortes  de  mouvement  dont  un 
solide  invariable  peut  être  animé. 

Quoi  qu'il  en  soit,  Il  est  bien  clair  qu'en  général,  et  saur  le 
cas  où  le  mouvement  d'entrainement  est  une  translation,  les 
divers  points  du  système  solide  de  comparaison  n'auront  ni  là 
même  vitesse,  ni  la  même  accélération  totale.  £t  il  ne  faudra 
jamais  perdre  de  vue  quand  nous  dirons,  en  étudiant  le  mou- 
Tement  relatif  d'un  point,  la  vitesse  ou  Y  accélération  d'en^ 
tratnemeni,  que  nous  entendons  par  ces  mots  la  vitesse  ou 
l'accélération  du  point  du  système  de  comparaison  qui  coïn- 
cide avec  le  point  mobile,  à  l'instant  considéré. 

Notre  théorème  I,  relatif  h  la  composition  des  cordes,  ré- 
sulte immédiatement  de  la  défmition  du  mouvement  relatif: 
il  est  vrai  pour  un  mouvement  fini  quelconque,  et  quel  que 
soit  le  mouvement  des  axes  de  comparaison.  En  appliquant  ce 
Ihéorème  à  un  déplacement  infiniment  petit,  nous  en  avons 
déduit  la  règle  évidente  de  la  composition  des  vitesses,  règle 
dont  Aristote  paraît  avoir  eu  déjà  la  connaissance. 

Le  même  théorème  I,  si  nous  considérons  deux  éléments 
consécutifs  sur  chaque  trajectoire  {Jig.  66),  va  nous  permettre 
de  résoudre  le  problème  de  la  composition  des  accéléra- 
tions. 

Ce  problème,  de  la  composition  des  accélérations,  diffère  du 
problème  de  la  composition  des  vitesses  par  la  nécessité  où 
l'on  se  trouve  d'avoir  égard,  s'il  y  a  lieu,  au  changement  de 
direction  des  axes.  En  effet,  l'accélération  totale  se  construit 
en  décomposant  la  vitesse  V  existant  au  bout  du  temps  dt 
en  deux  autres,  dont  l'une  soit  la  vitesse  V  au  commencement 
de  l'intervalle  dt  :  l'autre  est  l'accélération  totale  J,  multipliée 
par  rf/.  Pour  appliquer  celte  construction  au  cas  d'un  mouve- 
ment relatif,  il  faut  remarquer  que  les  angles  qui  déterminent 
la  vitesse  initiale  Vr  sont  rapportés  à  la  position  initiale  des 
axes  mobiles,  tandis  que  la  vitesse  v^  doit  être  rapportée  à  la 
position  finale;  dès  lors  une  variation  infiniment  petile  dans 
la  direction  des  axes  influe  sur  l'angle  infiniment  petit  que 
font  entre  elles  les  vitesses  Vr  et  v^,  et  par  conséquent  sur  la 
direction  et  sur  la  grandeur  de  la  ligne  hdt  qui  joint  leurs 
extrémités;  donc,  l'accélération  toiale  relative  est  fonction  de 
cette  variation,  et  le  problème  de  la  composition  des  accélé- 
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râlions  sera  tout  de  suite  assez  compliqué,  dès  que  les  axes 
n'auront  pas  un  simple  mouvement  de  translation. 

Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  ies  axes  sont  animés 
d'un  mouvement  de  translation,  puis  celui  d'une  rotation  uni- 
forme autour  d'une  droite  fixe.  Nous  nous  bornerons  d'ailleurs, 
pour  le  moment,  à  ces  deux  cas  particuliers. 

i*^  Cas.  —  Élude  de  la  conxpotition  é^t  accélérations,  lorsque 
le  système  solide  est  animé  d'un  mouvement  de  tnmslutionm 

Rappelons  les  trois  théorèmes  suivants  : 

I.  Dans  tout  mouvement»  la  corde  du  chemin  parcouru  dans 
un  temps  intinimeni  peiit^  Q,  est  la  résultante  de  la  quantité  vQ, 
portée  sur  la  tangente,  et  de  la  quantité  y  ^0%  portée  dans  h 
direction  de  l'accélération  totale. 

II.  La  corde  d'ua  déplacement  absolu  quelconque  est  h 
résultante  de  la  corde  du  mouvement  relatif  et  de  la  corde  du 
mouvement  d'entraînement. 

III.  La  vitesse  absolue  d'un  point  est  la  résultante  de  la 
▼itesse  relative  et  de  la  vitesse  (fentraînement. 

Cela  posé,  considérons  toujours  notre  triangle  curviligne 
MM'Mi ,  cl  soient  [fig.  67)  : 

VLT  =  pO,       TM.=iJô% 

M'T,=  i'.0,    T,M,={J.e>. 

D'après  le  théorème  du  parallélogramme  des  vitesses,  TT 
est  égal  à  M'T,;  de  plus,  ces  deux  lignes  sont  parallèles, 4)uis- 
que  la  trajectoire  relative  s'est  déplacée  parallèlement  à  elle- 
même,  le  mouvement  d'entraînement  étant  une  translation. 

Il  suit  de  là  que  TTi  est  aussi  égal  et  parallèle  à  T'M'.  Donc 
la  ligne  qui  représente  en  grandeur  et  en  direction  {  J0%  est 
la  résultante  des  lignes  qui  représentent  de  môme  iJ,0' 
et  iJr0»  : 

Théorème  V. — Lorsque  le  moiwement  d'entraînement  esi  un 
mouvement  de  translation^  raccélération  totale  du  mouve^ 
ment  d'un  point  est  la  insultante  de  raccélération  loiale  le- 
kftive  et  de  l'accéléraiion  d*enlratmcnieiU. 


née,  par  les  vitesses  c,,  Cr  ci  v.  Au  bout  du  temps  9, 
gle  est  devenu  MA'A',,  cl  la  ligne  A|A',  représente 
■ation  J,  du  mouvcmcnL  absolu,  multipliée  par  le  fac- 
mérique  0. 

que  soit  le  nombre  des  mouvements  composants, 
que  tous  les  mouvements  d'entraînement  soient  des 
ions,  on  obtient  toujours  {Jig-  69)  l'accélération  du 
tient  composé  en  joignant  les  sommets  homologues 
gonc  des  vitesses;  cl  la  figure  montre  que  celte  accé- 

est  bien  la  résultante  géométrique  de  toutes  les  ac- 
ons  composantes. 

hultats  ne  différent  en  aacunc  taçon  do  cenz'qut  sont 
ï  U  cc^position  des  vitesses. 

—  Étude  de  la  composition  det  accélérations  lorsque 
ttme  solide  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation, 

>us  supposons  maintenant  que  les  axes  auxquels  on 
e  le  mouvcnicnl  relatif  soient  animés  d'un  mouve- 
[uelconque,  la  tangente  ht  la  trajectoire  relative,  au 
l'i^S-  70).  ne  conserve  pas  une  direction  constante;  de 
ue,  quand  le  point  M  se  trouve  transporté  en  M',  le 
,,  extrémité  de  la  longueur  VrO,  ne  coïncide  pas  avec 
rièmc  sommet  du  parallélogramme  construit  sur  VX 
'.Soit  y'r  ce  quatrième  sommet,  on  a 
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raison  du  déplacemcnl  angulaire  de  la  tangente  MVr.  De  plus, 
on  ne  peut  pas  dire  que  ce\ie  lacune  soit  négligeable;  car  la 
distance  T,V)^  est  le  troisième  côlc  d'un  triangle  isocèle  dont 
les  côtés  égaux  sont  infiniment  petils  du  premier  ordre,  et 
comprennent  un  angle  qui  est  lui-même  infiniment  petit  du 
premier  ordre.  Il  suit  de  là  que  le  troisième  côté  de  ce  triangle 
est  inTmiment  petil  du  second  ordre,  et  comparable  aux  autres 
grandeurs  considérées  (*)• 

Il  faut  donc  ajouier  une  quatrième  ligne  aux  trois  lignes 
que  nous  considérions  tout  à  Theure,  pour  avoir  un  polygone 
fermé;  et,  dans  le  cas  général,  on  doit  considérer  l'accéléra- 
tion relative  comme  la  résultante  de  Taccélération  absolue,  de 
Taccéléralion  d'entraînement  prise  en  sens  contraire,  et  d'une 
troisième  accéiér^lion  complémentaire,  dont  la  direction  est 
celle  de  la  droite  TiV^»  et  dont  la  grandeur  s'obtiendra  en 
divisant  la  longueur  T,V^  par  \  9\ 

Déterminatiffn  de  l'accélération  complémentaire.  —  Cette 
longueur  T,V)1  est  le  produit  de  M'T,  par  Tangle  infiniment 
petit  T.M'V;;  or  M'T,  est  égal  à  VrO,  et  l'angle.  M'  n'est  autre  . 
chose  que  l'angle  formé  par  deux  positions  fnfiniment  voi- 
sines de  la  tangente  à  la  trajectoire  relative,  au  point  M. 

Pour  calculer  cet  angle,  qui  dépend  uniquement  du  mou- 
vement des  axes  mobiles,  nous  supposerons  que  ce  mouve- 
ment soit  une  rotation  uniforme,  lu,  représentée  par  la 
droite  OP  {Jig.  71).  C'est  ici  seulement  qu'il  y  a  lieu  d'intro- 
duire cette  restriction,  tout  ce  qui  précède  s'appliquant  à  un 
mouvement  d'entraînement  quelconque. 

Par  le  point  0,  menons  deux  droites,  parallèles  respective- 
ment aux  droites  MVr  (ou  M' V^  ),  et  M'T,.  Ces  deux  lignes  sont 
également  inclinées  sur  l'axe  OP  :  on  peut  les  considérer 
comme  deux  génératrices  d'un  cône  de  révolution  dont  Taxe 
serait  OP;  et  l'angle  formé  par  les  deux  plans  méridiens  cor- 
respondants est  précisément  égal  avi  déplacement  angulaire^oùO, 
de  tout  le  système  pendant  le  temps  0. 


(*)  Cette  lacune  existait  également  dans  le  triangle  des  vitesses,  mais  il  n*y 
avait  pas  à  en  tenir  compte,  car  les  grandeurs  dont  on  s'occupait  alors  étaient 
des  infiniment  petitt  du  premier  ordre. 


=  (<n',sinw,  i',xe'. 
I  de  laquelle  on  conclut  la  longueur  de  la  droite  qui 
e  polygone  des  accélérations  : 

a.TiV;  _  .    

tération  centrifuge.  —  Remarquons  enfin  que  dans  le 
uel  nous  nous  bornons  aciuelloment,  celui  d'un  sys- 
i  comparaison  animé  d'un  mouvement  de  rotation  unî- 
l'accélération  d'entraînement,  pour  un  point  situé  à 
tlance  r  de  l'axe,  est  centripète  et  égale  à  u*/-;  donc 
xréléralion,  prise  en  sens  contraire,  est  centrifuge,  et 
I  même  valeur  u'r. 

le  théorème  suivant  : 

ifcac  VII.  —  Quand  le  mouvement  d'entratnement  est 
'.alion  uniforme  autour  d'un  axe  ^xe,  l'accélération 

ett  la  résultante  de  l'accélération  absolue,  de  l'accé- 
i  centrifuge,  et  d'une   troisième  accélération  qu'on 

accélération  centrifuge  composée. 

I  dernière  est  égale  au  double  produit  de  la  vitesse  re- 
tar  la  vitesse  angulaire  des  axes  mobiles,  et  par  le 
9  l'angle  formé  par  la  vitesse  relative  avec  l'axe  de 
I  du  système. 
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Mules  est  ftMTl  élégante  ;  elle  permet  d'étudier  géométrique* 
ment  un  mouvement  relatif,  sans  passer  par  rintermédiaite 
du  mouvement  absolu,  et  d'une  transformation  de  coordon* 
nées  (*). 

Il  résulte  de  l'expression  écrite  plus  haut  que  raccélératk» 
centrifuge  composée  s'annule  dans  trois  cas  : 

i*»  Lorsque  w  =  o; 

2?  Lorsque  Cr  =  o; 

3**  Enfm,  lorsque  

c'est-à-dire  quand  la  tangente  à  la  trajectoire  relative  est  pa- 
rallèle à  l*axe  de  la  rotation  d'entraînement. 

Les  Jig,  70  et  71  montrent  que  la  droite  TiVJ.  est  perpendi- 
Ctilaire  à  la  fois  à  la  vitesse  relative,  et  à  Taxe  de  la  rotation 
d'entraînement.  Quand  on  projette  le  mouvement  sur  un  plao 
perpendiculaire  à  OP,  l'accélération  centrifuge  composée  est 
perpendiculaire  et  proportionnelle  à  UprojecUoa  de  la  vitesse 
relative;  elle  est  dirigée  de  Ti  vers  V^>  c'est-à-dire  en  sens 
contraire  de  la  rotation  de  l'extrémité  Yr  de  la  vitesse  xelaiive. 

Si  nous  supposons  un  observateur  placé  dans  la  directioa  OP 
[Jig,  71),  et  regardant  dans  le  sens  de  la  vitesse  relative»  l'ac- 
célération centrifuge  composée  sera  dirigée  vers  la  gauche  de 
cet  observateur.  En  empruntant  à  l'Électrodynamique  tme 
forme  de  langage  très-usitée  dans  l'enseignement,  nous  dirons 
que 

L'accélération  centrifuge  composée  est  dirigée  à  gamehe 
de  la  vitesse  relative» 


(*)  Coriolîs  emploie  dans  son  Mémoire  la  méthode  analytique  directe»  «iiui 
que  l'avaient  fait  ses  devanciers,  à  savoir  :  Newton,  dans  le  cas  où  les  axes 
mobiles  ont  un  simple  mouvement  de  translation;  Clairaut,  po«r  le  cae  d'un 
mouvement  plan  quelconque;  Ampère,  etc. 

MM.  Bélanger  et  Poncelet  n'ont  pas  tardé  à  démontrer  géométriquement  le 
théorème  de  Coriolis;  depuis,  divers  auteurs  ont  donné  de  ce  même  théorème 
un  grand  nombre  de  démonstrations  élémentaires,  toutes  plus  ou  moins  ide»- 
tfqves  quaat  eu  fbed. 

L'analyse  de  Coriolis  n'est  pourtant  pas  entièrement  dénuée  d'intérêt;  nous 
la  donnons  ii  la  fin  do  cette  Section,  en  restituant  aux  axes  un  mouvemeot 
quelooiiqm» 


CBlPinUB  II.  —  SOUTEHrENT  RELATIF  b'uN  POINT.  gS 

Application  aux  mouvements  terrestres. 

Occupons-nous  d'abord  de  noire  hémisphère  boréal,  et  pro- 
jetons cet  hémisphère  sur  le  plan  de  Téquateur  {/tg.  72).  La 
rotation  de  la  terre,  pour  un  observateur  placé  au  pôle  nord  N, 
ayant  lieu  dans  le  sens  opposé  à  celui  du  mouvement  des 
aiguilles  d'une  horloge,  l'axe  de  cette  rotation  est  dirigé  vers 
le  pôle  sud.  II  suit  de  là  que  Taccélération  centrifuge  com- 
posée, pour  un  mouvement  quelconque,  est  dirigée  à  droite 
de  la  projection  de  la  vitesse  relative  du  point  mobile. 

Cela  posé,  considérons  un  certain  nombre  de  cas  particuliers. 

i*  Mouvement  vertical  ascendant.  —  La  vitesse  relative  se 
projette  suivant  une  direction  telle  que  /;  l'accélération  cen- 
trifuge composée  est  dirigée  dans  le  sens  de  la  flèche  a,  c'est- 
à-dire  du  côté  de  l'occident  par  rapport  au  méridien  dans 
lequel  s'effectue  le  mouvement. 

a*  Mouvement  de  haut  en  bas.  —  Le  sens  de  la  flèche/ 
étant  renversé  (/'),  l'accélération  centrifuge  composée  ehange 
également  de  sens,  et  se  tourne  du  côté  de  l'orient  (*). 

3*»  Mouvement  horizontal.  —  Si  nous  considérons  nos  flèches 
(^mme  représentant  actuellement  les  projections  d'une  vitesse 
relative  horizontale,  telle  que  la  vitesse  d'une  bille  sur  le  lapis 
d'un  billard,  celle  d'un  glaçon  flottant  sur  une  rivière,  d'un  train 
parcourant  une  ligne  de  fer;  nous  trouverons  toujours  aisé- 
ment la  direction  de  l'accélération  centrifuge  composée,  en 
prenant  la  droite  d'un  observateur  qui  suivrait  la  direction  de 
la  vitesse  relative.  Avec  cette  règle  simple,  on  sera  toujours 
assuré  de  ne  pas  commettre  d'erreur. 

Supposons  par  exemple  que  la  vitesse  relative  d'un  mo- 
bile M  ijlg.  74)  soit  horizontale  et  contenue  dans  le  plan 
méridien  NS;  supposons  de  plus  qu'il  n'y  ail  pas  d'accélération 
absolue. 

Si  la  terre  était  immobile,  le  point  M  ne  sortirait  pas  de 


(*)  Nous  devons  pour  le  moment  nous  borner  à  ces  indications.  Nous  revien* 
drons  sur  ce  sujet  dans  la  partie  du  cours  qui  est  consacrée  à  la  Dynamique; 
nous  serons  alors  en  mesure  d'analyser  complètement  l'influence  de  la  rotation 
du  globe  sur  le  mouvement  vertical  des  CQrps  pesants  dans  le  vide,  sur  les 
otdllations  du  pendule  simple,  etc. 
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rhorizonlale  méridienne,  suivanl  laquelle  est  dirigée  sa  vitesse 
initiale;  et  il  se  trouverait  sur  cette  droite,  au  bout  du  temps  0, 
k  une  distance  Vr6  de  son  point  de  départ. 

Eu  égard  à  la  rotation  du  globe,  il  faut,  pour  avoir  le  dépla- 
cement relatif  de  notre  point,  composer  avec  le  chemin  VrB 
deux  autres  chemins  élémentaires,  parcourus  respectivement 
dans  les  directions  des  deux  composantes  de  Taccéiération 
totale  relative. 

Par  l'effet  de  l'accélération  centrifuge,  le  corps  se  détachera 
du  plan  horizontal^  dans  le  sens  du  prolongement  du  rayon  du 
parallèle  terrestre.  Cette  conséquence  géométrique  évidente 
de  la  rotation  de  la  terre  n'avait  pas  échappé  à  Galilée. 

Par  l'effet  de  l'accélération  centrifuge  composée,  ce  même 
corps  déviera  de  la  méridienne  :  à  l'occident  si  son  mouve- 
ment est  dirigé  vers  le  sud,  à  l'orient  dans  le  cas  contraire.  Il 
est  à  remarquer  que,  dans  cette  dernière  hypothèse,  le  mo- 
bile est  en  avant,  dans  le  sens  du  mouvement  diurne,  des 
points  de  la  méridienne  avec  lesquels  il  aurait  dû  coïncider 
successivement,  si  la  terre  avait  été  en  repos. 

Dans  l'hémisphère  austral  {Jig,  73),  laccélération  centrifuge 
composée  est  dirigée  à  gauche  de  la  vitesse  relative;  il  est  ai0 
de  voir  quelles  sont  les  modifications  introduites  par  cette 
circonstance  dans  les  résultats  précédents,  et  nous  nous  dis- 
penserons d'insister  davantage  sur  ce  sujet. 

Théorie  générale  du  mouvement  relatif  d'un  point. 

Il  y  a  lieu  d'ajourner  le  complément  de  la  théorie  des  mou- 
vements relatifs,  jusqu'à  ce  que  nous  ayons  défini  les  divers 
mouvements  dont  un  système  solide  est  susceptible  d'être 
animé,  sans  que  son  invariabilité  de  forme  soit  compromise. 

Nous  verrons  d'ailleurs  que  le  paragraphe  actuel  renferme 
implicitement  la  solution  du  problème  de  la  composition  des 
accélérations'dans  le  cas  le  plus  général  ;  celui  où  le  mouve- 
ment d'entraînement  n'est  ni  une  translation,  ni  une  rotation. 


*—* 
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CHAPITRE  ni. 

MOUVEMENT  D'UN  GQRPS  OU  SYSTÈBfB  SOLIDE. 


Après  avoir  élucidé  les  principales  questions  qui  se  rap- 
portent au  mouvement  d'un  point  matiicmatique,  il  faut  passer 
à  l'élude  du  mouvement  d'un  coips  de  dimensions  finies. 

Un  corps^  au  point  de  vue  géométrique»  c'est  la  collection 
d'une  infînité  de  points,  remplissant  une  portion  limitée  de 
l'étendue;  un  corps  solide  est  un  système  de  points,  formant 
une  figure  invariable.  Pour  se  représenter  un  pareil  système, 
il  suflit  de  considérer  trois  axes  mobiles,  Oj?,,  0/,,  Oz,,  et 
reosembie  des  points  dont  les  coordonnées,  relatives  à  ces  axes, 
rtstenl  constantes.  11  est  bien  évident  que  les  mouvements 
simples  de  tous  ces  points  ne  sont  pas  indépendants  les  uns  des 
autres  :  c'est  la  recherche  des  relations  qui  existent  entre  ces 
mouvements  qui  constituel'étudc  des  mouvements  d'un  solide. 

Ainsi  que  nous  l'avons  remarqué,  on  n'a  qu'une  idée  extrê- 
mement obscuro  de  ce  qu'est  en  général  le  mouvement  d'un 
rorps  de  figure  quelconque;  et  les  seuls  mouvements  qu'on 
voie  immédiatenienl  sont  le  mouvemcMit  de  translation  et  le 
•mouvement  de  rotation.  Ce  n'est  que  par  une  succession  de 
travaux  bien  remarquables,  dont  nous  allons  ici.  présenter 
l'analyse,  que  les  géomètres  sont  arrixés  par  degrés  à  réduire 
le  mouvem  ?nt  le  plus  général  dont  un  corps  solide  puisse 
être  animé,  aux  deux  mouvements  simples  que  nous  avons 
•iéjà  eu  occasion  de  définir. 

Décomposition  du  mouvement  d'un  solide. 
Pour  simplifier  la  question,  nous  commencerons  parla  di- 


Y 


iser  en  deux  autres  :  attachons-nous  a  regarder  un  point  quel- 
conque O  du  solide,  par  lequel  nous  ferons  passer  trois  axes 
assujettis  h  rester  constamment  parallèles  à  eux-mêmes.  Il 
«>st  clair  que  le  solide,  d:u)s  son  mouvement  r-lalif  à  ces  axes, 
I 
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ne  peut  que  tourner  sur  l*origine  mobile  0,  comme  autour 
d'un  centre  fixe,  de  sorte  que  le  mouvement  se  trouve  dé- 
composé en  deux,  dont  l'un  est  une  pure  translation.  Si  nous 
connaissions  à  priori  un  point  §16  dans  le  système,  c'est  par 
ce  point  que  nous  ferions  passer  nos  axes  de  comparaison,  et 
le  premier  des  deux  movvemenf»  composants  disparaîtrait. 

Mais  le  second  de  ces  mouvements  :  c'est-à-dire  celui  d'un 
corps  mobile  autour  d'un  point  Vwe,  sur  lequel  il  a  la  liberté 
de  pirouetter  dans  tous  les  sens,  ne  présente  lui-même  qu'une 
idée  très-obscure;  et  c'est  cette  idée  que  nous  allons  tout 
d^abord  nous  proposer  d*éclairctr. 

§  VlII.  —  HOUTBMBNT  b'uPC  COfiPS  SOLIDE  AUTOUR  d'cîï  POINT  FIXE, 

• 

Vers  le  milieu  du  siècle  dernier,  d'Alemben  et  Euler,  à 
peu  près  dans  le  même  temps  et  par  dès  méthodes  différentes, 
ont  les  premiers  traité  la  question  du  mouvenvent  d'un  corps 
solide  dans  l'espace,  question  qui  se  ramène  immédiatement, 
comme  nous  l'avons  vti,  à  celle  qui  fait  l'objet  de  ce  para- 
graphe. Ils  se  sont  occupés,  chacun  à  deux  reprises  séparées 
par  plus  de  vingt-cinq  ans,  de  ce  problème  qui  donne  lien, 
comme  le  dit  Euler,  à  deux  ordres  de  recherches,  les  unes 
géométriques  [cinématiques)  et  les  auti*es  mécaniques.  Ces 
deux  points  de  vue  sont  ici,  et  peut-être  pour  la  première  ibis, 
nettement  séparés  par  Euler. 

La  priorité  de  la  découverte  de  la  proposition  fondamentale 
de  cette  théorie  appartient  à  d'Alembefl  (*).  11  fut  d'ailleurs' 
bientôt  suivi  dans  cette  voie  par  Euler  (**),  qui  s'empara  de 
ce  sujet  avec  sa  ténacité  habituelle,  et  s'en  préoccupa  toute 
sa  vie  (***). 

Eiflé?Tiè  réussit  pourtant  pas  à*éclafrcfîr  tous  les  points  déli- 
cats qui  se  rencontrent  dans  la  théorie  de  la  rotation  des  corps 


(•)  Traité  de  la  précession  des  équinoxes  (1749- 

(**")  Découverte  d*tin  nouveau  principe  de  Mécanique  {Mémoires  de  l'Jea- 
cadétnie  dw  Berlin  pour  1760,  imprimes  en  1753). 

C*"*)  «  Le  sujet  que  je  me  propose  de  traiter  ici  est  de  la  dernière  impor- 
tance dans  «la  Mécanique,  et  j'ai  dcjà  fait  plusieurs  eflbrts  pour  le  mettre  dans 
tout  son  jour.  Mais,  quoique  le  calcul  ait  assez  bien  réussi,  et  que  j'aie  décou- 
vert des  formules  analytiques  qui  déterminent  tous  les  changémeots  dont  !• 
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autour tl'un  poiot  fixe;,  il  ne  put tnompher à  âe»  pleine  9ati»r 
bcUoR  de  rofascurité  qui:  régnait  Stur  cette  question,  et  qu»,. 
dit-41  quelque  part. (* )y  tire  son  origine  ée  la  difBeulté  qu'^oa 
éprouve  à  se  bien  représenter  le  mouvement  dont  un  oorps^ 
tourne  sur  onr  point  fixe.. 

n  était  réservé  à>  Poinsor  de  dissiper  cette  obscurité'  d*unei 
manière  complète,  et  de  donner  du  problème  de  là  gyratien 
d'un  corp»  solide  autour  d'un  point  fixe  une.  solution  qui  esli 
UD  véritable  chef-d'œuvrede  clarté  et  d'élégamite géométrique, 
viriiaUe  solution  du  problhmey  ^\Mk  C^),  en  oe  quHeiie  fait 
image  y  et  qu'on  y  voit  le  mouvement  du  corptaifec  '  autant  (h^ 
clarté  que  le  mouvement  d'un  points 

Théorème  fondamental  de  d'Jlembert. 

Le*  seni'  mouvemeflrt  de  rotation  dont  nous  ayons*  une  idée 
nette  est  celui  d'un  corp^  qur  tourne  sur  un  are  immobilër 
c'est  d^mnc  à  cette  idée  qu'il' fôut  lâcher  de  réduire  «celle  du» 
mouv^mnent  d'un  corps  qui  pirouette  d'une*  manière  quef- 
conque  autour  d'un  point  ou*  centre  fixe  0. 

Goosidérons  (fig.  75)*  la  sphère  décrtiedu  point*  0  comme^ 
centre  aivec  Tunilé  pour  rayon,  et  \Ti  perspective  du  corps  mo- 
bile sur  celle  sphère.  11  est  év  ident  que  le  mouvement  de  celle» 
figure  sphérique  est  déterminé  par  le  mouvemenl  de  notre 
solide,  et  que  réciproquement,  à  un  instant  quelconque,  Fr 
posilfon.de  la  perspective  sur. la  sphère  suffit  pour  feirecon- 
nattre  le  lieu  du  corps  lùi-métne  dans  Tesparce. 

Cela  posé,  nous  allons  établir  là  proposition  suivantes,  qup 
se  rapporte  au  mouvement,  considéré  pendant  un  temps  infi^ 
aiment  courl. 

Lorsqu'un  des  points  d* un  solide  en  mouvement  eslflxe^  les 
autres  points  du  corps  ne  sauraient ^  à  un  instant  donné,  être. 


mouvement  d'un  corps  autour  d*ùn  point  fixe  est  susceptible,  leur  applicatfoa 
était  pourtant  sujette  à  des  difficultés  qui  m*ont  paru  presque  tout  à  fait  insur^r 
noDtabltf.  »  {Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  pour  1738,  imprimés  en  1765)^ 
'Wr  aussi  :  Theoria  motus  corporum  soUdorum  seu  rigidorum  (1765),  et^UB 
^nd  nombre  de  Mémoires  du  même  auteur. 
(*)  Hémoires  de  l'Académie  de  Berlin  pour  1760,  p.  179. 
"•"*  Théorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps, 

7- 
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tous  à  la  fois  en  moui/ement  ;  et  il  y  a  toujours  une  infinité  de 
points,  situés  sur  une  même  ligne  droite,  qui  ont  à  l'instant 
considéré  une  vitesse  nulle,  c'est-à-dire  qui  conservent  des 
positions  fixes  pendant  un  temps  très^ourt. 

Ainsi  que  je  l*ai  dit,  ce  beau  théorème  est  dû  à  d*Alembert; 
j'emprunte  la  démonstration  géométrique  suivante  à  Euler  (*). 

Soient  AB  {fig.  76)  un  arc  de  grand  cercle  réunissant  deux 
points  de  la  perspective,  et  A'B'  la  nouvelle  position  de  cet 
arc  de  grand  cercle,  au  bout  du  temps  6. 

Prolongeons  les  arcs  AB  et  A'B'  jusqu'à  leur  rencontre  au 
point  C,  et  prenons 

A'C=AC: 

nous  aurons  en  C  la  nouvelle  position  du  point  C,  considéré 
comme  lié  à  l'arc  AB. 

Pour  trouver  de  même  la  position  finale  d*un  point  quel- 
conque M  de  notre  perspective,  il  faut  rattacher  ce  point  aux 
points  déjà  connus  A,  B,  C,  par  un  système  de  coordonnées 
quelconque.  Op  pourra»  par  exemple,  joindre  MC  par  un 
arc  de  grand  cercle;  puis,  faisant  au  point  C  un  angle  M'C'A' 
égal  à  MCA,  et  prenant  CM'=  CM,  on  aura  un  point  M'  qui 
occupera  par  rapport  à  l'arc  A'B'  la  même  situation  que  le 
point  M  par  rapport  à  l'arc  AB. 

Prolongeons  MC  et  M'C  jusqu'à  leur  point  de  rencontre,  1. 
Tous  les  points  du  cercle  IMC  sont  venus  se  placer  quelque 
paît  sur  le  cercle  IHX';  et,  si  Ion  avait  CI  =  C'],  le  point  I 
serait  resté  fixe  dans  le  mouvement.  Cherchons  s*il  ne  sérail 
pas  possible,  en  choisissant  convenablenicnt  i*arc  CM,  dont 
nous  avons  jusqu'ici  supposé  la  direction  arbitraire,  de  rendre 
le  triangle  CIC  isocèle. 
'   Il  faut  pour  cela  satisfaire  à  l'égalité 

(i)  ICC=1C'C. 

Mais  on  a 

I  1CC'  =  ICB  — BCB' 
^^^  l  IC'C=  180"— IC'B'=  180'  —  ICH, 


(*)  D^couitrte  H'itn  nou%'ctw  prineipr,  rtc. 
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puisqu'on  a  fait 

IC'B'=  ICB. 

En  substituant  les  valeurs  (3)  dans  l'équation  (1),  il  vient 

ICB — BCB  =  180"—  ICB. 
D'où 

RPR' 

(3)  lCh=:go^  +  ^^^* 


En  donnant  à  l'angle  ICB  cette  valeur,  c'est-à-dire  en  pre- 
nant l'arc  CM  perpendiculaire  à  l'arc  Cy»  bissecteur  de  l'angle 
BCB%  nous  satisferons  à  l'équation  de  condition  (i);  et  nous 
serons  assurés  qu'il  existe  (juelque  part  sur  l'ar*  CM  un  point  I, 
qui  n'a  pas  participé  au  déplacement  de  la  figure. 

Pour  trouver  la  grandeur  de  l'arc  CI,  menons  Itù  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  de  la  base  de  noire  triangle  isocèle. 
Dans  le  triangle  rectangle  ICo),  on  connaît  le  côté  Cro  quî  est  la 
moitié  de  CC%  et  l'angle  C  qui  est  égal  à  90*' — ^BCB';  00  a 
donc 

(4,  tan6Ci=iîM^i=^"f;,*;^. 

Mouvement  infiniment  petit. 

Dans  tout  ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici,  le  déplacement 
de  nos  points  de  repère,  A  et  H,  pouvait  être  queironque.  Si 
nous  supposons  ce  déplacement  infiniment  petit,  on  voit  aisé- 
ment les  modifications  qu*il  faut  faire  subir  aux  constructions 
et  aux  calculs  précédents.  Le  point  C,  intersection  de  deux 
posiiions  infiniment  voisines  de  la  ligne  AB,  est  le  point  de 
contact  de  celte  ligne  avec  son  enveloppe,  l'arc  Cl  devient  per- 
pendiculaire à  l'arc  AB  ;  enfin  la  formule  {^)se  transforme  en 

(5)  ^®"6CI  =  -j^- 

Jxe  instantané  de  rotation.  —  Notre  système  ayant,  à 
l'instant  coiididéré,  deux  points  fixes  :  le  centre  0  de  la  sphère 
elle  point  I,  il  lésulte  des  principes  que  nous  avons  posés 
que  tous  les  points  de  la  droite  01  sont  également  immo- 
biles; le  mouvement  du  solide  e^t  une  rotation  autour  do 
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celle  droile  lanl  fjuVIle  resle  fixe,  c*esi-à-dire  pendanl  im 
temps  infinimeni  court  (*). 

Pendant  l'élément  de  tempssuivant,  le  mouvement  du  corps 
est  encore  une  rotation  simple,  mais  autour  d'un  autre  axe, 
de  sorte  que  le  mouvement  du  tîorps  peut  être  considéré 
comme  une  suite  de  <îes  mouvements  simples,  dont  chacun 
ne  présente  à  Tesprit  qu'une  idée  nette. 

Ainsi  se  trouve  élablî  le  théorème  suivant  : 

Théorèxe  de  d\\lem]iert.  -r-  Le  mouvement  d'un  corps  qui 
tcfume  d*une  manière  ^quelconque  autour  d'un  point  Jixe 
n'est  autre  chose  qu'une  rotation  de  ce  corps  sur  un  axe  qui 
passe  toujours  par  le  point  fixe  ^  mais  dont  la  direction  change 
d'un  instant  à  l'autre  :  axe  que ^  pour  cette  raison,  l'on  ap- 
pelle 1XE  INSTANT ATSÉ  DE  ROTATION  (*^*). 

^Caractère  de  Vaxe  instantané, — Il  iaut  bleii  remarquer 
que  cetâxe  instantané  change  de  position  et  dans  le  coqis  et 
dans  l'espace  tout  à  la  fois.  En  effet,  comme  il  est  immobite 
dans  le  corps  et  dans  l'espace  pendant  le  temps  rf/,  et  qu'au 
bout  de  ce  temps  on  le  trouve  dans  une  autre  position,  il  est 
clair  qu'il  ne  peut  plus  être  au  même  lieu,  ni  dans  l'espace 
absolu,  ni  dans  l'intérieur  du  corps  (***). 

Lors  donc  que  nous  voyons  un  corps  tourner  sur  un  axe  qui 
semble  invariable  de  position  dans  le  corps,  mais  qui  dhange 
de  positiondans  l'espace,  nous  devons  affirmer  que  cet  axe 
n*est  point  l'axe  instantané  autour  duquel  se  fart  Téellement 
la  rotation,  car  l'axe  instantané  ne  pourrait  rester  immobile 
dans  le  corps  sans  rester  également  immobile  dans  Fespace. 

De  cette  remarque  bien  simple  on  déduit  immédiatement 


(*  )  Ceci  veut  dire  que  les  uitess^s  de  tous  les  points  du  corps  sont  les  mêmes 
^e  si  ce  corps  tournait  eflectivemeiit  autour  de  Taxe  que  nous  venons  de<4ié- 
terminer. 

11  faut  bien  se  garder  d'étendre  ce  résultat  aux  accélérations;  car  notre  axe 
■e  reste  pas  "fixe  pendant  deux  éléments  successifs  du  temps. 

C**)  Expression  ïn»roàvil%e.^T'd'A\éÊtà»m%TixàtéiielapFéc0tmmiihs.éfm- 
max£S,  p.  83. 

(**")  On  ,peuA  même  ajouter  que  raqgle  qu'il  décrit  dans  l'espace,  et  qui 
Aiit  son  mouTcment  absolu,  est  égal  à  celui  qu'il  décrit  dans  l'intérieur  du 
forpi,  et  qui  Taft  son  mauremeirt  relatfr. 
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des  résultats  importanls,  dont  nous  iiHoiis  présenter  deux 
exemples. 

PlttMisB  EXBsrLz  :  Mouvement  diurne  de  ia  terre.  —  On  a  ^ 
longtemps  considéré  la  terre  comme  animée  d'un  mouvement 
de  rotation  autour  d'une  droite  fixe,  qu'on  nomme  ligne  des 
paies  ou  axe  du  mofu/e.  Depuis  la  découverte  de  la  préeession 
des  équinoxes  et  de  la  nutation  de  l'axe  de  la  terre,  on  sait 
que  cet  axe  prétendu  n'est  pas  fixe  clans  l'espace^  et  l'oa  se 
représente  le  mouvometU  diurne  de  4a  .terre  en  supposant 
qua,  pendant  qu'elle  tourne  uniformément  autour  de  son  axe, 
cet  axe  même  ait  un  certain  mouvement  par  lequel  il  décrit  à 
peu  près,  autour  de  la -perpendiculaire  au  plan  de  l'écliptique, 
un  cône  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  de  23'»27'3o'', 

Cette  manière  d'envisager  le  mouvement  diurne  de  la  terre, 
ëit  Euler»  parait  d'abord  la  plus  naturelle  et  la  plus  convenable 
pour  la  pratique,  et  on  aura  de  la  peine  à  s'imaginer  qu'elle 
ioit  assujettie  à  de  fort  grandes  difficultés  :  non  pas  à  l'égard 
des  petites  irrégularités  de  ce  mouvement,  lesquelles  peut-être 
oe  sont  pas  encore  toutes  connues,  mais*à  l'égard  de  la  ma- 
nière même  de>  concevoir  ce  mouvement  (*]. 

Et  d'abord,  en  effet,  qu'est-ce  que  l'axe  de  la  terre? 

L'observation  prouve  qu'il  y  a  toujours  dans  le  ciel  deux 
points  diamétralement  opposés  qui  semblent,  du  moins  pour 
quelque  temps,  être  en  repos,  et  autour  desquels  le  ciel  avec 
les  étoiles  nous  paraît  accomplir  ses  révolutions  journalières. 
Cest  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  (droite  qu'on. peut  tou- 
jours supposer  menée  par  Je  centre  de  la  terre)  qu'on  nomme 
ïaxe  du  monde.  Cela  posé,  on  admet,  tout  à  fait  gratuite- 
ment, que  cette  ligne  passe  toujours  par  les  mêmes  points 
de  la  terre. 

Cette  hypothèse  ne  saurait  être  vraie,  d'après  la  théorie 
précédente,  qu'autant  que  la  ligne  des  pôles  répondrait  tou- 
jours aux  mêmes  points  du  ciel;  or,  comme  cela  n'arrive  pas, 
on  est  forcé  d'admettre  que  la  rotation  diurne  ne  se  fait  pas 
amour  d'un  axe  fixe  dans  l'intérieur  de  la  terre,  mais  bien 
autour  d'un  axe  instantané,  mobile  à  la  fois  dans  le  globe  et 

{*)  Remarques  générales  sur  le  mx>uvcraent  diurne  des  planètes  {Mémoires 
ée  t. Académie  de  Berlin  pouf  17^6,  ivipiimés  en  176J,  p.  194). 
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dans  l'espace.  Autrement:  le  pôle  effectif  de  la  rotation  ter- 
restre n*est  point  fixe,  il  décrit  à  la  surface  du  globe  une 
courbe  dont  nous  allons  tout  à  Thenre  déterminer  la  nature, 
et  calculer  les  dimensions. 

Nous  verrons  alors  que  les  variations  des  pôles  terrestres 
sont  contenues  dans  des  limites  fort  resserrées,  de  sorte 
qu'on  peut  regarder  ces  pôles  comme  fixes  sanà  qu'il  ré- 
sulte de  cette  supposition  aucune  erreur  bien  grave.  Quoi 
qu'il  en  soit,  je  le  répète,  la  mobilité  absolue  et  la  mobilité 
relative  des  pôles  sont  deux  choses  qui  ne  sauraient  exister 
Tune  sans  i'auiro;  de  sorte  que,  Tun  quelconque  de  ces  phé- 
nomènes étant  une  fois  bien  établi  par  l'observation,  l'autre 
s'en  conclut  comme  une  conséquence  nécessaire. 

Deuxième  EXEMPLE  :  Rotation  des  projeati/cs.  —  On  sait 
que,  par  des  raisons  que  nous  n'avons  pas  à  développer  ici, 
on  s'attache  aujourd'hui  à  donner  aux  projectiles  une  forme 
oblongue,  et  à  leur  communiquer  dans  Tâme  de  la  pièce  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  leur  axe  de  figure. 

Ces  projectiles  décrivent  à  leur  sortie  de  l'arme  une  trajec- 
toire plus  ou  moins  courbée;  d'où  il  suit  qu'ils  se  présentent 
obliquement  à  la  résistance  de  Pair,  du  moins  tant  que  Taxe 
de  figure  conserve  sa  direction  initiale,  qui  est  celle  de  la  tan- 
gente à  la  trajectoire  au  point  de  départ. 

Si,  pour  diminuer  la  résistance,  on  veut  chercher  à  rendre 
cet  axe  de  figure  constamment  tangent  à  la  irajecloire,  il  est 
bien  essentiel  d'être  prévenu  que  l'axe  géométrique,  en  clwin- 
geant  ainsi  de  direction  dans  l'espace,  cessera  par  le  fait  même 
d'être  axe  de  rotation.  En  effet,  l'axe  de  rotation,  par  défini- 
tion, est  à  chaque  instant  la  ligne  dont  la  direction  reste  Axe 
à  la  fois  dans  le  corps  et  dans  l'espace. 

Mouvement  fini, 

La  démonstration  par  laquelle  £uler  prouva  l'existence 
d'une  ligne  invariable,  dans  le  mouvement  d'un  corps  autour 
d'un  point  ^we^  s'applique  sans  modification  au  cas  oîi  Von 
considère  un  déplacement  fini  du  corps,  au  lieu  d'un  dépla- 
cement infiniment  petit. 

On  comprend  même  difficilement  qu'Euler  n'ait  pas  aperçu 


s  savons  que  les  rnosos  ne  se  passent  pas  ainsi  aans 
,  et  que  le  mouvement  réel  ronsiste  en  une  suite  de 
amour  d'uxes  sans  resse  variables.  C'est  là  une  idée 
■iite  encore  une  sorte  d'obscuriié  :  c'est-à-dire  qu'on 
is  très-bien  ce  qui  arrive  au  rorps,  et  ^u'od  a  quelque 
e  suivre  dans  le  cours  de  retie  espère  de  rotation 
tp.  Nous  allons,  avec  M.  Poinsot,  lihcher  d'éclaircir 
eue  idée,  et  de  présenter  ù  l'esprit  quelque  image 
e  el  plus  sensible. 

vient  de  démontrer  qu'uu  mouvement  quelconque 
ps  autour  d'un  point  Tixe  est  une  rotation  de  ce 
■  un  certain  axe,  qui  change  de  position  d'un  instant 

Comme  cet  axe  insluntané  passe  toujours  par  le 
e,  Il  ne  peut  décrire  dans  l'espace  qu'une  cetlaine 
onique  dont  le  sommet  est  en  ce  point;  et  de  même, 
dent  qu'il  ne  peut  décrire  dans  l'intérieur  du  corps 
utre  surrare  conique  de  même  sommet. 
U  ce  commun  sommet,  et  Ul  l'axe  instantané  dans 


Mmobrem  maiimi   inonieiili  vrit  iuvotisaiv,  utrnn  •!  traoïlaUa 

I,  Miani  (letur  Ulii  ixis.  •  \_  Formuler  /jcneralei  protrantlBtiontquâ- 

forma  rigidoruin  ,  A'oarcaux  ComincMoirtt  de  Saial-Pilerttourg  ponr 

.,  p.  I99i  1730,0 

rmmlatio  «t  pria  ici  dent  le  Mni  de  déplacement,  el  non  dam  cdui 

Ot  traialalion. 

nta  Tiul-il  leDurqucr  que,  minie  s  celte  cpaquo.  Eulor  e*t  obligé 

r,  Kgiria  plusieurs  eJorIs,  à  démontrer  BnnljtiqueinciTt  la  propriété 
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sa  position  actuelle  (fig-  77  )•  Concevons  du  centre  O,  el  d'un 
ravon  01  égal  à  l'unilé,  une  sphère  décrite  qui  coupe  les  deu9i 
surfaces  coniques  sui\fint  deux  courbes,  lesquelles  seront 
comme  les  bases  de  ces  surfaces.  De  ces  deux  courbes,  la 
première  (cr)  est  fixe  dans  Tespace  absolu;  la  seconde  {s)  est 
fixe  dans  le  corps,  et,  par  conséquent*  mobile  avec  lui  dans 
l'espace. 

Divisons  le  temps  /  en  intervalles  égaux  infiniment  petits  dt\ 
Cl  marquons  sur  la  courbe  fixe  (&)  les  positions  correspon- 
dantes, a,  §,  y,  0,...,  du  pôle  I  de  Taxe  de  rotation. 

Prenons  sur  l'autre  courbe  (1),  qui  sert  de  base  au  cône 
mobile,  des  arcs,  la,  ab^  bc,,..^  respectivement  égaux  aux 
premiers;  il  est  clair  qu'au  premier  instant  le  corps,  qui 
tourne  sur  01,  amène  le  point  a  du  corps  sur  le  point  x  de  l'es- 
pace; que,  dans  l'instant  suivant,  le  corps  qui  tourne  sur  Oa 
amène  le  point  b  du  corps  sur  le  point  ^  de  l'espace,  et  ainsi 
de  suite  d'un  instant  à  l'autre.  11  suit  de  là  que  les  deux 
courbes,  et  par  conséquent  les  deux  surfaces  coniques,  sont 
tangentes  :  car  une  rotation  infiniment  petite  autour  de  01  ne 
fait  décrire  au  point  a  qu'un  espace  infiniment  petit  du  second 
ordre.  Comme  de  plus  les  arcs  la  et  la  sont  égaux,  ainsi  que 
les  arcs  ab  et  ap,  bc  et  ^y,  etc.,  on  voit  que  le  mouvement 
du  corps  pourrait  être  produit  par  celui  du  cône  mobile  rou- 
lant, sans  glisser,  sur  le  cône  fixe  dont  il  s'agit. 

Nous  avons  donc  ce  nouveau  théorème  : 

TnÉORfon  DE  PoiKSOT.  —  De  quelque  manière  qvCan  corps  te 
meuve  en  tournant  autour  d'un  point  fixe,  ce  mouvemeni  ne 
peut  être  autre  chose  que  celui  d'un  certain  cône,  dont  le 
sommet  est  en  ce  points  et  qui  roule  actuellement,  sans  glis- 
ser, sur  la  surface  d'un  autre  cône  fixe  de  même  sommet. 

Je  veux  dire  que  le  cône  mobile,  considéré  comme  attaché 
au  corps  et  l'entraînant  avec  lui,  s'il  vient  à  rouler  sur  l'autre 
cône  qui  est  fixe  dans  l'espace  absolu,  fera  prendre  à  ce  corps 
le  mouvement  précis  dont  on  le  suppose  animé  ;  la  ligne  de 
contact  des  deux  cônes  est,  à  chaque  instant,  l'axe  autour  du- 
quel le  corps  tourne  dans  cet  instant,  ou  ce  qu'on  appelle 
l'axe  instantané:  d'où  l'on  voii  comment  cet  axe  est  à  la  fois 
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mobile  dans  le  corps  cl  daas  l'espace  absolu,  décrivanf 'dans 
Tespace  la  surface  du  cône  fwe,  et  dans  rinlérieur  du  corps  la 
surface  du  cdne  mobile  dont  on  Tient  de  parler  (*). 

Tel  est,  dit  Poinsott  le  pli»  haut  point  de  clarté  où  l'on  puisse 
porter  l'Idée -si  oooaplexe  et  si  obscure  du  mouvement  â'un 
corps  qui  tourne  d'une  manière  quelconque  autourd'un  centre 
Gxe.  Il  n'j  a  point  de  mouvement  de  celte  nature  qu'on  ne 
puisse  exactemenl  produire  en  faisant  rouler  un  cerlain  cône 
sur  un  autre  côneiixe  de  même  sommet;  de  sorte  que,  si  l'on 
imagine  tous  les  cènes  po3»ibles,  etqu'on  les  fasse  ainsi  rouler 
lun  sur  l'autre,  on  a  l'image  -fidèle  de  Ums  les  mouvements 
dont  un  eorps  Fôit  susceptible,  autour  d'un  point  sur  lequel 
Il  a  la  liberté  de  pirovetter  en  tous  sens. 

Formules  diverses  relatives  à  la  rotation  autour  d'un  point. 

Si  \^s  deux  courbes  (s)  et  (or),  qui  servent <de  bases  aux 
deux  surfaces  coniques  dont  il  a  été  question,  sont  données, 
ainsi  que  la  vitesse  angulaire  ju  autour  de  Taxe  instaniané  01, 


(*)  Il  n'est  peut-être  pas  inutile  d'insister  sur  Tidce  nette  qu'il  faut  attacher 
aux  mots  quand  on  dit  «  le  mouvement  de  Taxe  instantané  »,  on  qu'on  emploie 
qociqne  autre  terme  qui  suppose  la  .mobilité  do  cet  axe,  soil  dans  le  corps, 
loit  dans  l'espace.  Ce  n'est  ici  qu'une  manière  de  s'exprimer.  L'axe  instantané 
ae  le  meut  point  :  car  il  est  immobile  de  sa  nature  pendant  un  instant,  et 
an  bout  de  cet  instant,  c'est  une  autre  ligne  qui  devient  ù  son  tour  l'axe  de 
rotation.  Mais  en  se  figurant  renscmblo  de  toutes  ces  lignes,  menées  d'a\'ancc, 
les  imas  dans  le  corps,  les  autres  dans  l'espace,  et  lear  donnant  le  commun 
JMua  d!mxe  insumeané,  on  peut  dire  naturellement  la  surface  décrite  par  cet 
axe,  au  lieu  de  dire  la  surface  formée  par  la  suite  de  toutes  les  lignes,  dont 
chacune  doit  devenir  à  son  tour  l'axe  de  rotation.  Kt  de  même,  au  lieu  do 
Tanfle  df,  compris  entre  deux  génératrices  consécutivi^s  de  cette  surface,  on 
peut  dire  l'angle  dierit  pondant  le  lomps  .dt  par  Taxe  instantané,  et  nommer 


ainsi  le  Tappoft  -r^  la  nritêsse  Angniaire  avec  'laquelle  cet  axe  trace  à  la  fois 

les  deux   surfaces  coniques  dont  il   s'agit.   C'est  dans  le  même   sens  qu'on 

somme  le  rapport  -r-y  ou  le  rapport  -r-  qui  lui  est  égal,  la  vitesse  avec  laquelle 

le  pôle  instantané  I  se  meut  le  long ile  l'une  ou  de  l'autre  des  doux. courbes  (s) 
et  (9^,  tracées  l'une  dans  le  corps  et  l'autre  dans  l'espace,  quoique  le  point 
du  corps  gui  fait  en  ce  moment  l'ofllce  du  pôle  instantané  n'ait  de  sa  nature 
raeune  vitesse.  In  elTet,  ce  point  du  corps,  tant  qu'il  fait  le  pôle,  est  immobile; 
«If  sitM  qn^l  ao  neut,  il  s'est  pins  Je^pôle.do  la  rotaAion. 
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il  est  évident  que  le  mouvement  du  corps  sera  entièremetil 
déterminé. 

Si,  la  vitesse  angulaire  cù  étant  toujours  connue,  une  seule 
des  deux  courbes  (s)  et  (s-)  est  donnée,  avec  la  vitesse  du  pôle 
quf  la  décrit,  l'autre  courbe  sera  nécessairement  déterminée. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  fixe  (o*)  soit  donnée, 

avec  la  vitesse  ^  du  pôle  instantané  I,  le  long  de  cette  courbe. 

Comme  le  corps  tourne  sur  01  avec  une  vitesse  angulaire  &•, 
qui  est  aussi  donnée,  il  est  clair  que  le  point  du  corps  qui,  au 
bout  du  temps  dt,  doit  venir  tomber  sur  la  courbe  donnée  (a) 
.  pour  y  être  à  son  tour  le  pôle  instantané,  est  un  point  déjà  dé- 
terminé dans  le  corps;  et  il  en  est  de  même  des  autres  points 
du  corps  que  les  rotations  successives  doivent  amener  l'un 
après  Tautre  sur  la  courbe  fixe  (o-),  pour  servir  de  pôles  a 
leur  tour.  D'où  l'on  voit  que  l'autre  courbe  (s),  qui  marque 
la  route  du  pôle  dans  l'intérieur  du  corps,  est  entièrement 
déterminée. 
Et  réciproquement,  si,  au  lieu  de  la  courbe  fixe  (o-),  on  se 

donne  la  courbe  mobile  (s),  avec  la  vitesse  -r-i  et  la  vitesse  de 

rotation  &3,  on  verra.de  même  que  la  courbe  fixe  (o*)  se  trou- 
vera'entièrement  déterminée  dans  l'espace. 

En  général,  dans  l'étude  du  mouvement  d'un  corps  autour 
d'un  point  fixe,  il  se  présente  naturellement  plusieurs  élé- 
ments à  considérer,  tels  que  !  la  vitesse  angulaire  6>  autour  de 
Taxe  instantané  01;  la  vitesse  angulaire  0  avec  laquelle  cet 
axe  trace  les  deux  surfaces  coniques  S  et  2  qu'il  déciit  en 
même  temps,  l'une  dans  l'intérieur  du  corps,  l'autre  dans 
l'espace  absolu;  les  rayons  de  courbure  r  et  p  de  ces  deux 
surfaces;  les  mouvements  angulaires  peln  du  pôle,  l'un  au- 
tour de  Taxe  OP  du  cône  osculateur  de  la  surface  mobile  S, 
et  l'autre  autour  de  l'axe  On  du  cône  osculateur  de  la  surface 
fixe  2,  etc.  Et  si,  de  ces  différentes  choses,  trois  quelconques 
sont  connues,  on  peut  dire  que  les  autres  le  sont  aussi,  et 
que  le  mouvement  est  entièrement  déterminé. 

Cherchons  les  relations  qui  existent  entre  ces  quantités. 

Par  l'effet  de  la  rotation  instantanée  autour  de  01,  le  cône 
mobile  tourne,  pour  venir  appliquer  l'élément  «b  de  sa  base 
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sor.réléineni  égal  cfa»  d'un  angle  formé  par  la  somme  de  son 
tngie  ào  conlingence  de,  et  de  l'angie  de  contingence  du  cône 
fixe  dt  (ou  par  la  différence  de  ces  deux  angles,  si  les  deux 
courbes  ($)  et  (a)  ont  leurs  convexités  tournées  dans  le 
même  sens)  {Jig.  78).  La  vitesse  angulaire  g),  autour  de  l'axe 
insUniané  OI,  est  donc  exprimée  par  la  somme  ou  par  la  dif- 
férence de  ces  deux  angles,  divisée  par  l'élément  1//  du  temps; 

de  sorte  qu'on  a 

de-{-dt 


6) 


di 


en  ayant  soin  d'affecter  les  angles  de  et  de  d'un  signe  conve- 
Qible* 

Or,  l'angle  de  contingence  de  a  pour  mesure  —9  si  l'on 

Bomme  r  le  rayon  de  courbure  de  la  surface  conique  (c'est- 
Mire  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  à  la  gêné- 
atrice  du  cône)  au  point  I  que  l'on  considère  ;  donc 

,        ds 
de  =  — • 
r 

On  a  de  même 

P 

en  nommant  p  le  rayon  de  courbure  de  l'autre  surface  au  même 
point  I;  d'où  résulte,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion précédente, 

ds        da 

^^'^  TT  (^"  777  ^"^  '^'  ^^^  toujours  égal  |  n'est  autre  chose 

qaela  vitesse  angulaire  avec  laquelle  l'axe  instantané  01  décrit 
«la  fois  les  deux  surfaces  coniques;  en  faisant  donc 

on  1 

("e  i|ui  donne  une  relation  très-simple  entre  la  vitesse  de  ro- 
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talion.  &iy  le  mouveinenl  angulaire  6  de  l'axe  instaniaivé,  et  Je» 
nayoDs  de  coucbure  r  et  |r  des  dégx  surikces  coniques  qu'il 
décrit. 

Si  Ton  suppose  menés  ces  deux  rayons  deiconrbinre  IP^=r  r, 
m  =  p  {fig^  79],  et  qu'on  joigne  OP  et  OU,  on  aura  les  axes* 
des  deux  cônes  droite  et  circulairest^  osculateurs  des  deux  sur^ 
facesv  S  et  2..  Les  perpendiculaires^  abaissées  du  pôle  I  sur 
ces  deux  axes  OP  et  On  sont  les  rayons,  a  et  a,  des  cercles 
qui  servent  de  bases  à  ce»  cônes  osculateurs. 

Or,  on  a,  par  la  figure, 


a}         ^        I  —  a' 

Eh  introduisant  dans  l'équation  précédente»  au  lieu  des 
rayons  de  courbure  r  et  p  des  deux  cônes,  les  raj^ons  a  et  a 
des  deux  cercles  qui  leur  servent  de  bases,  il  vient 

e  , .      0    ^ ^. 

0)  =  -  V  «  —  «  H V  —  a  • 

a  a 

Hais  6  étant  la  vitesse  angulaire  de  Taxe  instantané  sur  la  sur- 

Q 

face  du  cône,  il  est  clair  que  —  est  la  vitesse  angulaire  de  la 

projection  de  cet  axe  01  sur  la  base;  et,  par  conséquent,  c'est 
le  mouvement  angulaire  du  pôle  L  autour  de  l'axe  Oit  d« 

ce  cône;  de  même,  —  est  son  mouvement  angulaire  autour 

ce 

de  l'axe  OH  de  l'autre  cône.  Si  donc  on  désigne  ces  deux 

mouvements  angulaires  par  p  et  tt,  ou  qu'on  fasse 

e  e 

-=Pf       -=7r, 

on  a  d'une  pari  Fégalîté" 

ap  z=i  ocKy 

et  ensuite,  d'après  l'équation  précédente, 

(ù  =  p^i  —  a' H-  TT  /T— a* 

=  />COSX-h  TTCOSÇ, 

en  faisant 

iop  =  x,   noi  =  ^ 


CHAPim    m.  —    MOUVEMENT    D*U1I    CORPS   SOUDE.  III 

nme  on  a 

m 

lUX  relations  précédentes  équivalent  à  cette  suite  de  rap* 
égaux  : 

/>  :  TT  :  w  ::  sinÇ  :  s'inx  :  siii(a:-f-$), 

li  montre  que  p  eii:  sont  les  deux  côtés  d*un  paralléio-- 
me  dont  u  est  la  diogonale;  c'est-a^ire  que  »  est  la  ré- 
ite  des  deux  lon^enrs  p  et  r,  portées  respectivement 
»axesOPetOK. 

trois  des  quantités  dont  il  vient  d*étre  question  sont  con* 
*%  toutes  les  autres  le  sont  aussi  ;  et  le  mouvement  du 
>  est  celui  d'un  cône  droit  à  base  circulaire,  qui  roule 
mnément  sur  un  cône  fixe  également  droit  et  circulaire. 

application  à  la  rotation  diurne. 

* 

t  01  (^g.  80)  Taxe  instantané,  OH  l'axe  de  Técliptlque. 
ins  sur  ce  dernier  axe  une  longueur  Ott,  représentant  la 
le  angulaire  tt  du  mouvement  rétrograde  (positif)  des 
loxes,  quantité  qui  est  environ  de  o",  186795  par  jour. 
ns  de  même  sur  l'axe  01,  et  dans  un  sens  convenable^ 
longueur  Ocù  représentant  la  rotation  diurne.  La  con- 
lion  du  parallélogramme  Oiitùp  nous  fait  connaître  l'axe 
u  cône  iixe  par  rapport  à  la  terre;  et  les  points  d'inter- 
)n  de  cette  ligne  avec  la  surface  du  globe  sont  ceux  qu'il 
icnt  de  désigner  sous  le  nom  de  pôles  terrestres, 
la  posé,  on  a,  en  prenant  le  jour  sidéral  pour  unité  de 
s, 

;?  =  — 36o",     t:  =  o'",  1 36795,     1  =  7^3^1^30''; 

Ton  conclut 

o'%i367C)5  sina3»27'3o" 
36o  X  bo  X  bo 

gle  X,  mesuré  à  la  surface  do  la  terre,  répondrait  à  peine 
arc  de  17  centimètres  :  ce  qui  donne  à  peu  près  i",684 
ngueur  à  la  petite  circonférence  que  le  pôle  instantané  de 
•tation  de  la  terre  décrit  chaque  jour  à  sa  surface.  Quant 
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à  la  rotation  réelle  et  instantanée  m,  on  voit  atissi  qu'elle  «llf- 
fère  très-peu  de  la  rotation  apparente  p^  sur  Taxe  de  ligure  ON. 

§  IX.  —  Mouvement  d*cn  solide  parallèlesent  a  un  plan  fixe. 

Je  passe  à  un  cas  particulier  de  la  question  précédente. 
L*importancc  do  ce  cas  particulier  réclame  une  élude  spéciale; 
mais  les  détails  que  nous  venons  de  donner  nous  permettront 
d'abréger  considérablement  ce  qu*il  nous  reste  à  dite. 

Je  veux  parler  du  mouvement  d*un  solide  invariable,  paraU 
lèlement  à  un  plan  fixe.  Dans  ce  mouvement,  les  dist^mces  de 
chacun  des  points  du  solide  au  plan  llxe  restant  constantes, 
il  suffît  de  connaître  à  chaque  instant  la  position  de  la  projec- 
tion de  ce  corps  sur  le  plan  {\\e.  Cette  projection  conser^'c 
d'ailleurs  une  (Ignre  invariable;  et  le  problème  qui  consiste  à 
déterminer  le  mouvement  de  cette  figure  dans  son  plan  est 
un  cas  particulier  de  la  question  précédiente,  où  il  s'agissait 
du  mouvement  d*une  ligure  sphérique  sur  sa  sphère. 

Nous  n'avons,  en  effet,  qu'à  sup|)0>er  le  rayon  de  la  sphèrt* 
infini;  et  tous  les  théorèmes  qui  ne  dépendent  pas  de  1 1  gran- 
deur de  ce  rayon  s'appliqueront,  convenablement  modifiés, 
au  problème  actuel. 

On  a  ainsi  les  résultats  suivants  ; 

Thêorèsie  I.  —  Quand  une  Jîgure  plane  se  déplace  dans  son 
plan  sans  changer  de  fornu*,  il  y  a  toujours  à  chaq'ie  instant 
un  point  de  cette  Jigure  dont  la  vitesse  est  nulle^  et  autour 
duquel  la  Jigure  tout  entière  tourne  pendant  un  espace  de 
temps  très-court* 

Ce  point  s'appelle  centre  instantané  de  rotation.  Quand 
il  est  à  l'infini,  la  rotation  se  change  en  une  translation. 

Ce  beau  théorème,  cas  particulier  de  celui  de  d'Alembert, 
a  été  découvert,  quelque  temps  avant  ce  dernier,  par  Jean 
Bernoulli  (*).  La  démonstration  donnée  par  Bcrnoulli  a  toute 


{^)  De  centra  sponlaneo  rotatioms,  Opcra,  t.  IV,  p.  363;  i/^î» 
La  solution  donnée  par  Descartes  du  problème  de  la  tancciito.  à  la  cyclolde 
[Lettres  de  Descartes,  t.  II  de  rcdilion  de  i7'2.'|,  p.  39)  n'pos-;  sur  nn  cas  par- 
ticulier dn  théorème  de  Bernoulli;  et  c*i*f>l  dans  ci*\{e  solution  nur.'citleuse  de 
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k  rigueur ei  toute  la  généralité  désirable;  mais  elle  a  l'incon- 
Yénient  d'être  fondée  sur  des  considérations  de  Dj^namique» 
tandis  que  l'existence  d'un  point  qui  reste  flxe  dans  le  dépla- 
cement d'une  Bgure  plane  sur  son  plan,  ou  d'une  flgure  sphé- 
rîque  sur  sa  sphère,  est  une  propriété  purement  géomé- 
trique. 

Il  est  facile  en  effet  de  démontrer  directement  le  théorème 
suivant,  sans  feire  intervenir  aucune  considération  de  mouve* 
ment. 

TniORtaE  ïl.-^QuaAd  deux  polygones  égaux  [ou  en  général 
deux  figurée  égales  quelconques)  sont  placés  d'une  manière 
quelconque  dans  un  plan  (*),  il  existe  toujours  un  point  du 
flan  qui  est  également  distant  de  deux  sommets  homologues 
quelconques  des  polygones';  ce  point  est  semblablement  placé 
far  rapport  aux  deux  polygones. 

Soient  {fig.  8i)  ABCDE,  A'B'CD'E',  deux  polygones  égaux. 

Tous  les  points  de  la  perpendiculaire,  élevée  au  milieu  de 
la  corde  kk\  sont  également  distants  des  points  A  et  A\  Le 
point  O,  ou  cette  perpendiculaire  est  coupée  par  la  perpen- 
diculaire élevée  sur  le  milieu  de  BB^  est  également  distant  à 
b  fois  des  points,  A  et  A'  d'une  part,  B  et  B'  de  l'autre.  Je  dis 
qu'on  a  de  même 

OC  =  OC',     OD  =  OD',..,- 

En  effet,  les  deux  triangles  ABO,  A'B'O  sont  égaux,  comme 
ajant  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun.  Il  suit  de  là 
que  le  point  0,  considéré  comme  appartenant  à  la  première 
figure,  est  lui-même  son  homologue  dans  la  seconde;  par 


ûmpUeité,  dit  M.  Chasies,  que  se  trouve  la  première  trace  des  propriétés  d*une 
Igare  en  mouTement. 

Kons  Terrons  plus  tard  que  le  mouTement  épicycloîdal,  étudié  par  Descartes, 
comprend  comme  cas  particuliers  tous  les  mouTements  possibles  d'une  figure 
plane  înTariable  dans  son  plan;  mais  Descartes  et  Bernoulli  ignoraient  Texis- 
tance  de  eette  propriété. 

(*)  Pour  que  le  théorème  soit  rrai,  il  faut  que  les  deux  polygones  repré- 
lenient  deux  positions  d'une  même  6gure  dans  son  plan;  c'est-à-dire  qu'on 
éoit  pouToIr  eflectaer  la  superposition,  sans  être  obligé  de  retourner  l'une  des 

I.  8 
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suiie,  il  est  également  distant  des  points  C  et  C,  D  el  D',  el 
de  tous  les  autres  couples  homologues. 

Nous  appellerons  indifféremment  point  central  ou  centre 
de  rotation  ce  point  autour  duquel  on  peut  faire  tourner  une 
des  figures  pour  Tamener  à  coïncider  avec  l'autre. 

L'énoncé  du  théorème  H,  qui  s'applique  à  un  déplacemeni 
(ini  ou  infiniment  petit,  est  emprunté  à  M.  Chasles  {*),  qui 
a  restitué  au  théorème  de  BernouHi  son  véritable  caractère» 
et  qui  a  fondé  sur  ce  théorème  une  métiiode  géométrique  des 
tangentes,  laquelle  n'est  autre  chose  que  celle  de  Descaries 
généralisée. 

La  méthode  de  M.  Chasles  est  basée  sur  cette  observation 
que,  si  le  déplacemeni  qui  nous  occuprî  est  infiniment  petit, 
le  point  0  se  trouve  à  la  fois  sur  les  normales  à  toutes  les  tra- 
jectoires des  divers  points  A,  B,  C,...,  de  la  figure.  Il  suit  de  là 
que  ces  normales  se  croisent  toutes  nécessairement  en  un 
point  unique,  et  l'on  a  le  théorème  suivant  : 

TnÊORÈUE  ilL  —  Quand  unejigure  plane  invariable  est  ani^ 
niée  d'un  mouvement  quelconque  dans  son  plan,  les  normales 
aux  trajectoires  des  différents  points  de  cette  figure  se  coi^ 
pent  toutes  en  un  méfne  point  (**). 

De  là  résulte  une  méthode  fort  simple  pour  déterminer  les 
normales  ou  les  tangentes  des  courbes  décrites  dans  le  mou- 
vement d'une  figure  de  forme  invariable. 

Considérons  par  exemple  une  droite  de  longueur  con- 
stante AB  [fig.  82),  dont  les  extrémités  s'appuient  sur  deux 
droites  fixes  Ox,  Oj,  ou  sur  deux  courbes  quelconques  (P) 
et  (Q);  et  supposons  qu'on  demande  la  tangente  au  lieu  décrit 
par  le  sommet  d'un  triangle  invariable,  construit  sur  la 
base  AB. 

Le  point  A  décrit  Oy.  donc  le  centre  instantané  est  sur  la 
perpendiculaire  élevée  au  point  A  surO/.  De  même»  la  tra- 
jectoire de  B  étant  la  ligne  Ox,  le  centre  de  rotation  se  trouve 

(*]  Bulletin  det  Sciences  mathématiques  de  Férussae,  t.  XJV,  p.  3a3;  'i83a; 
et  Correspondance  mathématique  de  M,  Quetelet,  t.  Vll,  p.  333. 

(**)  Ce  point  rempUt,  pour  un  déplacement  iafiniraent  petit  de  la  figVM, 
le  rôle  du  point  central  dont  il  vient  d'être  question  :  c'est  oa  e^ture  iiriri» 
tané  de  rotation* 
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sur  la  perpendiculaire  élevée  en  B  sur  Ox:  donc  le  centre  in- 
stantané est  au  point  de  rencontre  C  de  ces  perpendiculaires. 
Or,  la  normale  à  la  trajectoire  du  point  M  doit  passer  par  le 
point  ainsi  déterminé;  donc  cette  normale  est  CM. 

€  Cette  méthode,  dit  M.  Chasles,  diffère  de  colle  de  Robcr- 
val,  qui  repose  aussi  sur  des  considérations  de  mouvement  : 
elle  est  en  outre  susceptible  d'un  bien  plus  grand  nombre 
d'applications.  Elle  se  prête  même  à  la  détermination  des 
mons  de  courbure  des  courbes  (*). 

»  Mais  on  conçoit  que  cette  méthode  si  facile  sera  aussi, 
comme  celle  de  Roberval,  bornée  dans  ses  applications,  puis- 
qu'elle suppose  qu'on  connaîtra  les  conditions  géométriques 
du  mouvement  d*une  figure  de  forme  invariable  à  laquelle 
appartient  le  point  décrivant.  > 

Théorèxe  IV^.  —  Les  normales  aux  différentes  courbes  quon 
peut  considérer  comme  entraînées  dans  le  mouvement  de  la 
figure  mobile,  élevées  aux  points  de  contact  de  ces  courbes 
avec  leurs  enveloppes  respectives,  vont  passer  au  centre  instan- 
tané de  rotation. 

Ce  théorème,  qui  se  déduit  du  théorème  d'Euler  sur  les 
mouvements  sphériques,  est  facile  à  démontrer  directement. 

Considérons  une  courbe  (K)  (^îg^.  83),  entraînée  dans  le 
mouvement  d'une  Ggure  invariable,  (F). 

Un  point  quelconque,  M,  décrit  une  trajectoire  dont  la  nor- 
male est  MC,  C  étant  le  centre  instantané  de  rotation  de  F. 
Quant  au  point  A,  où  la  courbe  proposée  touche  son  enve- 


(*  J  Propriétés  relatives  au  lU placement  fini  quelconque,  dans  F  espace,  d'une 
fgttre  de  forme  invariable  [Comptes  rendus,   t.  LI  et  LU).  Voir  aussi  j4 perçu 
historique  sur  V origine  et   le  développement  des  méthodes  en  Géométrie,  1837, 
p.  54^;  et  Journal  de  Mathématiques,  t.  X,  p.  1.^8  et  ao'|. 

Rcmarqaons  à  ccUc  occasion  que  la  méthode  de  M.  Mannlicim,  que  nous 
irons  exposée  (p.  5i-Go)«  apprend  à  construire  la  normale  à  la  trajectoire 
d*an  point,  considéré  comme  faisant  partie  d'un  système  susceptible  do  chan- 
ger de  forme  en  même  temps  que  de  position  d'une  manière  quelconque.  Cette 
méthode  est  donc  plus  (^nénile  que  celle  de  M.  Chasles. 

Tiens  Terrons,  quand,  nou»  aurons  terminé  Tétudc  des  propriétés  du  centre 
tntlanuné,  que  ces  propriétés  sont  de  simples  cas  particuliers  de  celles  qui 
ont  été  démontrées  précédemment,  et  qui  sont  relatives  à  des  figures  défor- 
oables. 

8. 
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loppe,  il  doit,  en  se  transportant  sur  la  position  voisine  de  (K), 
rester  en  même  temps  sur  la  position  première,  puisque  l'en- 
veloppe est  le  lieu  des  intersections  de  deux  positions  suc- 
cessives de  l'enveloppée.  La  direction  du  mouvement  du  point 
A  doit  donc  être  celle  de  la  tangente  AT  de  la  courbe  (K}; 
donc  cette  tangente  est  perpendiculaire  à  la  ligne  AC. 

Théobèxe  V.  —  Les  vitesses  des  différents  points  de  la  figure 
sont  entre  elles  comme  les  distances  de  ces  points  au  centre 
instantané  de  rotation. 

Cette  propriété  résulte  de  ce  que  le  mouvement  peut  être 
regardé,  pendant  un  temps  très-court,  comme  une  rotation 
autour  du  centre  instantané.  Le  quotient  de  la  vitesse  d'un  point 
quelconque  par  sa  distance  au  centre  est  la  vitesse  angulaire 
du  mouvement  instantané  de  rotation  {*). 

Les  théorèmes  III  et  V  expriment  d'ailleurs  tout  ce  qu'un 
centre  instantané  a  de  commun  avec  un  centre  efTectif  de  rota- 
tion :  ce  sont  les  propriétés  qui  se  rapportent  à  un  élément 
infiniment  petit  du  temps.  La  distinction  s'établit  dès  qu'on 
considère  deux  éléments  consécutifs. 

Soit  MMi  {fig.  85)  la  trajectoire  d'un  point  d'une  figure 
mobile  :  la  normale  au  point  M  passe  par  le  centre  instantané 
de  rotation  C,  mais  la  normale  au  point  Mi  est  dirigée  vers 
un  nouveau  centre  C,,  dont  la  distance  au  point  C  est  du  même 
ordre  que  l'arc  MM|  lui-même  ;  donc  le  centre  de  courbure 
de  cet  arc  est  un  point  distinct  de  C  et  de  C|. 

Les  propriétés  que  nous  venons  d'exposer  donnent  lieu  à 
un  grand  nombre  d'applications  :  en  voici  un  exemple* 


(*)  Dans  l6  cas  Qënéral  d'une  figure  qui  se  déforme  {/!g^,  84  )>  le  rapport 
des  vitesses  de  deux  points  M,  M' de  cette  figure,  s'exprime  par  le  rapport 

MN 


en  eoBsidértnt  les  points  N,  N',  où  les  normales  aux  lieux,  (M)  et  (H'),  sont 
coupées  par  la  normale  à  TenTeloppe  de  la  droite  MM'. 

On  Toit  ainsi  le  centre  instantané  se  dédoubler,  pour  ainsi  dire,  quand  la 
longueur  MM'  est  Tariable;  et  la  distance  des  deux  points  résultant  de  ce 
dédoublement  est  proportionnelle  h  la  TariaUon  de  MM'.  On  sait,  en  eflet, 
que  ettlt  Tarlation  de  longueur  est  proportionnelle  à  la  distance  NN'. 
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Des  ijrsièmei  de  corps  rigides  articulés. 

Considérons  un  système  de  corps  rigides,  réunis  par  des 
articulations. 

Le  polygone  dont  les  points  d'articulation  sont  les  sommets 
est  Tariable  de  forme,  mais  chacun  de  ses  côtés  constitue, 
pris  isolément,  une  ûgure  invariable  ;  et  la  théorie  précédente 
fait  connaître  les  relations  géométriques  qui  existent  entre  les 
vitesses  des  divers  points  du  système,  quand  le  mouvement  de 
celui-ci  est  suffisamment  déterminé. 

Par  eiemple  :  deux  droites  de  longueur  eonstante  {Jlg.  86) 
tournent  respectivement  autour  des  centres  C  et  C.  Pour 
transmettre  le  mouvement  de  Tune  de  ces  droites  à  Tautre, 
c'est-à-dire  pour  faire  en  sorte  que  le  mouvement  de  Tune 
soit  déterminé  par  celui  de  l'autre,  on  articule  les  extrémités 
H,  M' des  deux  rayons  ou  manivelles  à  un  lien  invariable  :  on 
demande  le  rapport  des  vitesses  des  points  M  et  M^ 

Dans  ce  cas  le  centre  instantané  de  rotation  du  lien  MM'  est 
au  point  O,  intersection  des  deux  rayons  prolongés  ;  donc 

y  _  OM 
v'  ~  OM'* 

En  remplaçant  les  longueurs  OM,  OM'  par  les  sinus  des  angles 
qui  leur  sont  opposés  dans  le  triangle  MOM',  on  a  : 

1^  Les  vitesses  des  deux  extrémités  du  lien  sont  en  raison 
inverse  des  sinus  des  angles  de  ce  lien  avec  les  rayons. 

La  même  propriété  subsiste  évidemment  quand  les  trajec- 
toires des  points  M  et  M'  sont  des  courbes  quelconques  :  CM, 
CM'  étant  les  normales  à  ces  courbes,  et  la  longueur  MM'  res* 
tant  toujours  invariable;  donc,  en  général  : 

t!"  Les  vitesses  des  deux  extrémités  du  lien  sont  en  raison 
inverse  des  cosinus  des  angles  du  lien  avec  les  trajectoires  de 
ses  extrémités* 

Pour  trouver  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux 
manivelles,  on  écrira  l'équation  précédente  sous  la  forme 

&>.CM   _  MO 
w'.C'M'~M'0' 
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d'où 

0)      cisrxMO  _  CT 

g/"~CMxM'0  ~C'T' 

en  appliquant  le  ihéorème  des  transversales  au  triangle  OCC. 
Donc  : 

3**  Les  vitesses  angulaires  des  deux  rayons  vecteurs  sont  en 
raison  inverse  des  segments  déterminés  par  le  lien  sur  la  ligne 
des  centres  (*). 

Enfin  les  triangles  CPT,  C'P'T  étant  semblables,  on  peut 
encore  énoncer  le  théorème  suivant  : 

4**  Les  vitesses  angulaires  sont  en  raison  inverse  des  perpen- 
diculaires abaissées  des  deux  centres  sur  le  lien. 

Des  propriétés  géométriques  identiques  se  retrouvent  dans 
un  autre  mode  de  transmission,  fort  usité  dans  l'industrie. 

Transmission  du  mouvement  par  courroies,  —  Au  lieu  de 
relier  par  une  barre  rigide  deux  corps  assujettis  à  tourner 
autour  des  Centres  G  et  (7,  on  peut  employer  un  lien  flexible, 
tel  qu'une  corde,  une  courroie,  qu'on  enroule  sur  deux  sur- 
faces convexes  fixées  à  chacun  des  deux  corps  respective- 
ment (/g.  87). 

Seulement,  avec  ce  système,  un  corps  ne  peut  entraîner 
l'autre  que  dans  un  sens,  là  courroie  ne  fonctionnant  qu'à  la 
condition  d'être  tendue.  Cette  restriction  étant  posée,  cher- 
chons le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  corps  tour- 
nants. 

Relativement  au  corps  (C),  la  droite  MM'  tourne  autour  de 
son  point  de  contact  M  avec  la  courbe  sur  laquelle  elle  s'en- 
roule, absolument  comme  s'il  y  avait  une  articulation  en  M. 
Les  ciioses  se  passent  de  la  même  manière  au  point  M';  et 
comme  on  admet  que  la  courroie  reste  tendue,  oif  rentre, 
pour  un  mouvement  infiniment  petit,  dans  le  cas  d'une  barre 
rigide  articulée  à  deux  bras  de  longueur  invariable.  Il  suit  de 
là  que  tous  les  théorèmes  précédents  s'appliquent  sans  modi- 
fication. Ainsi  : 

Les  vitesses  angulaires  des  deux  arbres  sont  en  raison  in- 


(*)  Dans  le  cas  où  les   trajectoires,  (W)   et   (M'),    sont  quelconques,   les 
points  C  et  C  sont  les  centres  de  courbure  de  ces  trajectoires. 
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te  des  deux  segments  déterminés  sur  la  ligne  des  centres 
•  le  prolongement  de  la  partie  rectiligne  de  la  courroie. 

Mouvement  épicycloXdal  plan. 

kinsi  que  jp  l'ai  dit>  le  poUil  de  départ  des  recherches  rela- 
is aux  propriélcs  du  mouvement  d'une  figure  plane,  est 
théorème  suivant,  du  à  Descaries  : 

Théorèxe  VI.  —  Lorsqu'une  courbe  mobile  roule  sans  glis- 
$ur  une  courbe  Jixe,  le  centre  instantané  de  rotation  de 
,te  figure  invariablement  liée  à  la  courbe  mobile  est  à 
ique  instant  le  point  de  contact  actuel  des  deux  courbes. 

k)îl  (m)  {fig,  88)  upc  courbe  qui  roule  sur  une  courbe  (/). 
M  el  Ml  sont  deux  points  de  contact  successifs  des  deux 
irbes,  et  que  M'  soil  le  point  de  la  courbe  mobile  qui  se 
avait  d*aboid  ea  M,  on  a 

WM,  =  M'M.. 

I  résulte  delà  que  MM' est  un  infiniment  pclit  du  douxîcme 
Ire;  donjc  le  point  M  esl  animé,  à  Tinstant  considéré,  d'une 
?sse  nulle,  ce  qui  est  le  caractère  d'un  centre  inslanlané  de 
ation. 

)ès  lors,  en  raisonnrmt  comme  dans  le  paragraphe  précé- 
it,  el  considérant  dans  un  mouvement  quelconque  d'une 
ire  plane  invariable. le  lieu  décrit  parle  centre  instantané 
is  l'espace  absolu,  et  le  lieu  correspondant  décrit  par  le 
me  point  sur  le  plan  de  la  figure  mobile  {fig.  89),  nous 
iverons,  par  une  image  analogue  à  celle  qu'a  donnée 
nsol  pour  les  mouvements  sphériques,  à  nous  représenter 
Ireraent  le  mouvement  fini  le  plus  général  d'une  figure 
De  dans  son  plan  : 

[HtORÈiiE  MI.  —  Quel  que  soit  le  mouvement  d'une  figure 
ariable  dans  son  plan,  on  peut  toujours  le  ramener  à 
mouvement  épicydoidaL 

in  d'autres  termes,  on  pourrait  produire  le  même  mouve- 
m  en  supposant  que  les  points  qu'on  étudie  soient  en- 
inés  par  une  certaine  courbe  mobile,  roulant  sans  glisser 
'  une  courbe  fixe  convenablement  choisie. 
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La  courbe  mobile  est  la  courbe  roulante  ou  la  roulette, 
d*après  une  dénomination  anciennement  usitée.  La  courbe 
fixe  s'appelle  la  base  de  la  roulette. 

Propriétés  des  épicjrcloïdes.  —  Le  cas  de  mouvement  éptcy- 
cloïdal  le  plus  intéressant  à  étudier  est  celui  dans  lequel  la 
courbe  mobile  et  la  courbe  fixe  sont  deux  circonférences  de 
cercle.  En  effet  :  ndn*seulement  les  courbes  ainsi  engendrées 
ont  un  grand  nombre  d'applications  industrielles;  mais  de  plus 
il  est  évident  que,  pour  toutes  les  questions  qui  se  rapportent 
au  deuxième  ordre  inGnitésImal,  on  a  le  droit,  dans  un  mou- 
vement épicycloTdal  quelconque,  de  remplacer  la  roulette  et 
sa  base  par  leurs  cercles  osculateurs  respectifs. 

On  distingue  les  épicyclotdes  extérieures  et  les  épicycloldes 
intérieures  ou  hj-pocjrcloïdes.  Elles  soni  allongées  ou  raccour- 
des,  selon  que  le  point  décrivant  est  à  l'extérieur  ou  à 
l'intérieur  du  cercle  mobile.  On  appelle  plus  particulière- 
ment épicycloXdes  (*  )  celles  qui  sont  décrites  par  un  point  de 
la  circonférence  roulante. 

On  a  représenté  (fig*^^)  quelques  épicycloïdes  et  hypo- 
cycloTdes.  On  voit  que,  dans  celles  qui  sont  allongées,  les 
points  de  rebrousscment  sont  remplacés  par  des  boucles  ;  ces 
mêmes  points  sont  représentés  par  de  simples  sinus  dans  les 
épicycloïdes  raccourcies. 

(*)  Ces  dernières  possèdent  une  propriété  ^métrique  remarquable  :  celle 
de  pouvoir  être  engendrées  de  deux  manières  différentes  par  le  roulement 
d'un  cercle  mobile  sur  un  même  cercle  fixe. 

Considérons  par  exemple  une  épicyclolde  extérieure  {fig,  ^)  :  soient  C  le 
centre  du  cercle  fixe,  G.  le  centre  du  cercle  mobile,  R  et  R,  les  rayons  de  «• 
cercles,  enfin  M  une  position  du  point  décrivant. 

La  normale  MA  rencontre  le  cercle  fixe  en  un  deuxième  point  A'.  Si  Ton 
décrit  une  circonférence  passant  par  le  point  M  et  tangente  en  A'  à  la  circon- 
férence fixe,  et  qu'on  fasse  rouler  la  circonférence  ainsi  déterminée  sur  la  base 
primitive  (C),  le  point  M,  considéré  comme  fixé  à  la  nouvelle  roulette,  décrira 
une  épicyclolde  identique  à  la  proposée.  (  Voir  Dchàmel,  Éléments  de  calcml 
infinitésimal,  2«  édit.,  t.  I,  p.  188.) 

Le  rayon  de  1  a  nouvelle  roulette  est  donné  par  la  relation 

R;  =R-t-R.. 
qui  devient,  dans  le  cas  d'une  épicyclolde  intérieure  : 

R',  =i  R  —  R,. 
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Ligne  droite  et  ellipse  considérées  comme  hypocxcloldes.^- 
.'bypocycloTde  la  plus  curieuse  est  celle  qui  est  engendrée 
ar  un  point  d'une  circonférence,  roulant  dans  l'intérieur 
'une  circonférence  de  rayon  double.  On  sait  que  chacun 
les  points  de  la  circonférence  mobile  décrit  un  diamètre  du 
ercle  fixe  (CARBAïf)  :  il  suit  de  là  qu'une  corde  quelconque,  AB, 
le  b  roulette  peut  être  considérée  comme  une  droite  dont  tes 
ixtrémités  parcourent  des  droites  fixes. 

81  l'on  se  donne  la  droite  AB  {/ig.  gi),  ainsi  que  les  direc- 
ricesdu  mouvement  de  cette  droite,  Ox,  O7,  on  déterminera 
;omme  nous  l'avons  vu  le  centre  instantané  C  :  OC  est  le 
liamètre  du  cercle  mobile  et  le  rayon  du  cercle  fixe,  qu'il  faut 
iboisir  pour  ramener  à  un  mouvement  épicycloTdal  le  mouve- 
Dent  d'une  droite  dont  les  extrémités  parcourent  des  droites 
ixes. 

Un  point  H  de  la  droite  AB  décrit  une  ellipse  dont  on 
»nnatt  Immédiatement  la  normale  MC,  et  dont  on  obtient  le 
%Dtre  de  courbure  au  moyen  de  la  construction  de  Savary. 

Les  directions  des  axes  de  cette  ellipse  se  construisent  en 
oignant  le  point  M  au  centre  I  du  cercle  mobile  :  en  effet, 
ie  point  M  est  sur  la  droite  de  longueur  constante  a6,  mobile 
>ar  les  droites  rectangulaires  OX,  OY.  Ma  et  M 6  sont  les 
longueurs  des  deux  demi-axes;  OM  etMC  sont  les  longueurs 
le  deux  demi-diamètres  conjugués,  le  dernier  étant  dirigé  sui- 
vant ON,  perpendiculaire  à  la  normalç  MC  (  *  ). 

Si  l'on  faisait  rouler  la  grande  circonférence  sur  la  petite, 
les  diamètres  de  la  première  pivoteraient  chacun  autour  d'un 
point  fixe  de  la  seconde.  Ce  théorème  est  le  corrélatif  du 
théorème  de  Cardan. 

Rayon  de  courbure  d'une  courbe  épicycloldale  plane,  — 
Soit  H  le  point  décrivant  (fig*  93).  Prenons  sur  la  courbe 
Sxe  et  sur  la  courbe  mobile,  à  partir  du  point  de  contact  A, 
deux  arcs  infiniment  petits  égaux,  AB,  AB,;  et  soit  M' la  posi- 
tion qu'aura  prise  M,  lorsque  B,  sera  venu  en  B.  La  normale 
en  M^  se  construit  en  joignant  le  point  M'  au  point  B  ou  B,  : 


(*)  M.  MaDnheim  a  déduit  de  cette  figare  un  procédé  pour  construire  les 
ECS  d'une  eUipse,  quand  on  connait  un  système  de  diamètres  conjugués  {^Nou* 
nOes  AtmaUt  de  Mathématiques,  t.  XVI,  p.  187). 
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celle  ligne  vienl  couper  la  normale  MA  au  Cenlre  de  courbure 

cherché,  X. 

Faisons 

MM'  =  ds,    AB  =  AB.  =  rf<7, 

AC  =  R,    AC,  =  R„    MA  =  r,    MX=p. 

La  rolalion  de  la  figure  mobile  auiour  du  cenlre  inslan- 
lané  A,  pour  le  déplacemenl  AB  du  poinl  de  conlacl,  esl  égale 
à  la  somme  des  angles  de  coniingence  respecUfs  des  deux 
cercles  :  elle  a  pour  expression 


d 


Ti-^KJ' 


ce  qui  donne  pour  la  valeur  de  Tare  MM' 

D'un  aulre  côté,  si  Ton  désigne  par  /  Tangle  que  fail  AM 
avec  la  ligne  des  cenlres,  on  a,  dans  les  triangles  indnimenl 
pelils  XMM',  XAB. , 

ds  :  dd cos i  ::  p:  p  —  r; 
d'où  enfin,  en  égalanl  les  deux  valeurs  de  ds  : 


P 
ou 


cos  I  /  I  I  \ 

/      V  /l  I  \  .  I  I 

(i)  (  -  H )  cos  z  =  —  -^  îj-. 

On  déduil  de  ces  équations  la  construction  de  Savaiy,  que 
nous  connaissons  (*)  {voir  p.  54). 


(*)  Développée  de  Vépic^cloide  ordinaire,   —  Pour  exprimer  que   le  point 
décrivant  est  sur  la  circonférence  (Cj),  il  faudra  faire  dans  la  relation  (i) 

r 
cos«  =  -=-» 

2R| 

d'où 

P      _2(R-+-R.)         p—  r  _        R 
p  —  r^         R         '  r      "~R-+-2R,* 

Décrivons  un  cercle  qui  passe  par  le  point  X  {fg,  94)»  ^t  qui  loit  tan^eat 
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Centre  de  courbure  de  l'enveloppe  d'une  Jigure  mobile,  — 
Considérons  maintenant,  au  lieu  d'un  point  unique,  une 
courbe  (e)  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  roulette  (m) 
sur  la  base  (/)  {fg.  96).  Nous  savons  que  le  point  M,  où  la 
courbe  (^)  touche  son  enveloppe,  est  sur  la  normale  qui  passe 
au  centre  instantané  A. 

Pour  trouver  le  rayon  de  courbure  de  Tenveloppe  (E),  je 
remarque  qu'une  série  de  courbes  parallèles  (e),  (e,),  (ej),  en- 
veloppent évidemment  des  courbes  parallèles,  la  distance  nor- 
male des  enveloppes  étant  constante  et  égale  à  la  dislance  dçs 
enveloppées  correspondantes., 

11  résulte  de  là  que  les  centres  de  courbure  de  toutes  les 
enveloppes  sont  en  un  même  point  X,  lequel  est  aussi. le 
centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  Y,  centre  de 
courbure  commun  à  toutes  les  enveloppées.  On  trouvera  dor^c 
le  point  X  en  appliquant  la  construction  de  Savarj  au  point  Y. 
De  là  le  théorème  suivant  :* 

Thêoeèse  VIII.  —  Quand  une  Jigure  entraînée  dans  le  roule- 
ment d'une  courbe  mobile  sur  une  courbe  fixe  reste  constam- 
ment tangente  à  une  certaine  enveloppe j  les  lignes  qui  joignent 
les  centres  de  courbure  respectifs  des  deux-  courbes  mobiles 
d'une  part,  et  des  deux  courbes  fixes  de  l'autre,  se  coupent 
en  un  point  de  la  perpendiculaire  élevée  au  centre  instantané 
de  rotation,  sur  la  normale  commune  à  la  courbe  donnée  et  à 
son  enveloppe, 

Li  question  précédente,  qui  nous  sera  utile  dans  la  théorie 

tn  Â  aux  deux  précédents;  soit  R^  le  rayon  de  ce  cercle  :  on  a 

R;  _  p  -  r  _         R 


R,  r  R-+-2Rj 

Si  Ton  désigne  de  même  par  R'  la  longueur  GA'  ou  R  —  3R' »  on  trouve 

R'_        R 

R—R-t-aR,' 

d'où 

K'  ~  r' 

On  trouvera  aisément  que  le  lieu  géométrique  du  point  X  est  une  épicy- 
^oide  semblable  à  répicycloîde  (M  ),  mais  non  semblablement  placée.  Le  rap- 
P^  de  simUitade  est  égal  an  rapport  du  rayon  du  cercle  fixe,  à  oe  môme 
^TOQ  augmenté  du  diamètre  du  cercle  mobile. 
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des  engrenages,  a   été  résolue   pour  la  première  fois  par 
Euler(*). 
Faisons 

la  formule  (i)  devient 
(3)  p  = 


r  —  a  cos  I 

On  voit  que  p  dépend  seulement  des  quantités  r  et  a  cos  f  : 
si  l'on  prend  {Jtg.  gS) 

AI  =  /icosi, 

le  rayon  de  courbure  MX  est  une  troisième  proportionnelle 
aux  lignes  HI  et  HA. 

La  formule  (3)  ne  change  pas  quand  on  fait  varier  les 
rayons  R  et  Ri ,  sans  altérer  a  :  on  peut  donc  prendre 

R  =  oo,     Ri  =  a, 

c'est-à-dire  remplacer  le  mouvement  épicjrcloïdal  ^zr  un  mou- 
vement cjrcloxdal,  tant  qu'il  s*agit  seulement  de  déterminer 
les  centres  de  courbure  des  trajectoires  des  points  d'une  figure 
invariable,  ou  des  enveloppes  des  courbes  liées  à  cette  fîgure. 
Le  cercle  de  rayon  a  a  reçu  de  M.  Transon  le  nom  de  cercle 
de  roulement  (**). 

« 

Centre  instantané  du  deuxième  ordre. 

Quand  on  connaît  le  centre  A»  (Jig*  gS)  du  cercle  de  rou- 
lement, on  trouve  le  point  X  en  prolongeant  la  ligne  MA| 
jusqu'à  son  intersection  avec  la  perpendiculaire  AP,  et  menant 
par  le]point  P  une  parallèle  à  AAi.  C'est  la  construction  de  Sa- 
vary,  appliquée  au  cas  où  le  point  C  est  à  l'infini. 

Il  suit  de  là  qu'il  suffit  de  connaître  le  point  Ai ,  pour  être 
en  étàt^de  résoudre  toutes  les  questions  géométriques  qui  se 
rapportent  au  deuxième  ordre  différentiel,  de  même  que  le 
point  A  nous  donne  la  solution  des  questions  relatives  au  pre- 
mier ordre. 


(*)  Nouveaux  Commentaires  de  Saint" Péiershourg  jfour  1766,  I.  XI,  p.  209. 
(**)  Trakson,  Méthode  géométrique  pour  les  rayons  de  courbure  {Journal de 
Mathématiques,  t.  X,  p.  i54;  i845). 
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Il  convient  donc  de  donner  au  point  Ai  le  nom  de  centre 
instantané  du  deuxième  ordre  (  *  ).  II  existe  des  points  doués 
de  propriétés  analogues  pour  le  troisième,  le  quatrième 
ordre»  etc.;  c'est-à-dire  qu'il  suffit  pour  chaque  ordre  de  con^ 
naître  un  poitit  unique,  pour  résoudre  toutes  les  questions 
de  l'ordre  corre3pondant,  auxquelles  donne  lieu  le  déplacer- 
aient inQniment  petit  d'une  flgure  plane  dans  son  plan  {**). 

Circonférence  des  inflexions*  —  Bornons-nous  aux  élé- 
ments du  second  ordre,  et  soient  A  et  Ai  les  deux  centres 
insiantanés  {fig.  97  ). 

Décrivons  une  circonférence  dont  le  diamètre  soit  le 
rajon  AAi  du  cercle  de  roulement  :  le  centre  de  courbure  de 
la  trajectoire  d'un  point  quelconque  de  la  circonférence  kki, 
dans  le  mouvement  qui  nous  occupe,  e^t  à  Finfini  (***)\  donc 

THtOEfciu  IX.  —  La  circonférence  décrite  sur  la  ligne  qui 
joint  les  deux  centres  instantanés  comme  diamètre  est  te 
lieu  géométrique  des  points  qui  décrivent  des  éléments  de  li^ 
gnes  droites  à  l'instant  considéré. 

Toutes  ces  droites  passent  au  centre  instantané  du  deuxième 
ordre. 

Circonférence  des  centres.  —  l^a  construction  que  nons  ve- 
nons de  donner  fait  trouver  le  point  décrivant  M,  quand  on 
connaît  le  centre  de  courbure  correspondant.  Ce  point  M 
passe  à  l'inQni  quand  le  centre  X'  est  situé  sur  la  circonférence 
symétrique  de  la  précédente  ;  donc 

Théorie  X.  —  La  circonférence  symétrique  de  la  circon- 
jèrence  des  inflexions  est  le  lien  des  centres  de  courbure  des 


(*)  Je  ne  puis  adopter  le  nom  de  centre  des  accélérations  proposé  par 
M.  Brene  dans  an  Mémoire  inséré  au  XXXV*  cahier  du  Journal  de  V École  Pofx" 
technique,  p.  89.  Le  centre  instantané  des  accélérations  (dont  jo  ne  m'occupe 
pas  id)  ne  coïncide  généralement  pas  avec  le  point  A..  On  trouvera  tous  les 
détails  relatifs  à  la  théorie  qal  fait  l'objet  de  ce  paragraphe  dans  le  Traité  de 
Cinématifue  pure  de  M.  Resal,  p.  176. 

(•*)  Traité  de  Cinématique  pure,  p.  3i  i. 

La  théorie  des  centres  instantanés  des  divers  ordres  a  été  faite  par  la  méthode 
la  plut  simple  et  la  plus  directe  par  M.  Nicolaîdès  (  Théorie  du  mouvement  d 'urne 
fpre  plane  dans  son  plan,  iS63  ). 

(***)  MA!i:<HEiif,  Construction  des  centres  de  courbure,  etc.  {Journal  de  VÉ» 
*^  Potjrieeknique,  XXXVII*  cahier,  p.  179). 
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trajectoires  décrites  par  les  points  du  plan  situés  à  Vinjini, 
ou,  si  Von  veut,  des  enveloppes  de  toutes  les  droites,  mobiles 
avec  la  figure  considérée. 

Les  deux  cercles  que  nous  venons  de  définir.servent  à  con- 
struire les  centres  de  courbure  des  trajectoires  des  divers  points 
d'une  figure  invariable. 

11  est  rare,  en  effet,  qu'on  puisse  trouver  ces  centres  par  la 
construction  de  Savary,  à  moins  que  la  roulette  et  sa  base 
ne  soient  des  données  immédiates  de  la  question.  Dans  le  cas 
contraire,  il  faudrait  commencer  par  construire  les  courbures 
de  ces  deux  lignes  ;  or  ces  quantités  sorti  des  éléments  du  troi- 
sième ordre  (*)»  plus  difficiles  à  déterminer  que  les  rayons 
de  courbure  des  trajectoires  des  points  de  la  figure  mobile. 

Considérons  un  point  M  el  le  centre  de  courbure  corres- 
pondant X  :  le  point  l'ifig-  pS),  déterminé  par  la  relation 

MA'— MI  X  MX, 

est  un  point  de  la  circonférence  des^  inflexions,  laquelle  passe 
aussi  par  le  centre  instantané  A.  Si  donc  on  connaît  les  centres 
de  courbure  des  trajectoires  de  deux  points,  on  pourra  con- 
struire cette  circonférence,  e>l,  par  suite,  on  saura  trouver  le 
centre  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un  point  quelconque, 
formant  un  triangle  invariable  avec  ies  deux  premiers. 

Considérons  seulement  le  cas  où  les  deux  points  directeurs 
décrivent  des  lignes  droites. 

Problème.  —  La  base  d'un  triangle  invariable  se  meut  entre 
deux  droites  fixes  (fig,  98).  On  demande  le  centre  de  cour- 
bure de  la  trajectoire  du  sommet  de  ce  triangle,  c'est-à-dire 
d'un  point  quelconque  lié  à  la  base  mobile. 

Solution.  —  Les  points  E  et  F,  décrivant  des  lignes  droites, 
sont  situés  sur  le  cercle  d'inflexion,  lequel  passe  aussi, 
d'après  une  remarque  que  nous  avons  faite,  au  point  d'inter- 
section A,  des  droites  (E),  (F). 

{*)  U  est  à  remarquer   qac  les  termes  du   troisième  ordre  disparaissent 

dans  la  somme  ~+  ^-)  puisquon  a 

K        K,  ~ 
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Le  cenire  instantané  de  rotation  est  en  A,  diamétralement 
opposé  au  point  Ai;  et  Ton  obtient  le  centre  de  courbure  de 
;M)  en  élevant  AP  perpendiculaire  à  MA,  et  menant  PX  paral- 
lèle à  AAc 

Le  symétrique  du  cercle  d*infle;tion,  par  rapport  à  sa  tan- 
gente  en  A,  contient  les  centres  de  courbure  des  enve- 
loppes des  trois  côtés  du  triangle  MEF.  Ce  cas  particulier  du 
théorème  X  avait  été  remarqué  par  Bobillier. 

Mouvement  le  plus  général  d'un  solide  parallèlement 

à  un  plan  fixe. 

Si  nous  considérons  une  figure  plane  mobile  dans  son  plan 
comme  la  projection  d'un  solide  invarigible,  assujetti  à  se  mou- 
voir parallèlement  au  plan  de  cette  figure,  nous  nous  repré- 
senterons immédiatement  le  mouvement  infiniment  petit  de  ce 
solide  comme  une  rotation  autour  d*ùn  axe  instantané,  per- 
pendiculaire au  plan  directeur  (*). 

Quant  au  mouvement  fini  de  ce  même  solide,  nous  l'obtien- 
drons en  considérant  les  deux  surfaces  cylindriques  formées 
pr  la  série  des  axes  instantanés,  Tune  dans  le  corps,  l'autre 
dans  l'espace,  et  en  supposant  que  le  corps  soit  entraîné  dans 
le  mouvement  épicycloïdal  du  premier  cylindre  sur  le  second. 

§  X*  —  Mouvement  de  deux  solides  assujettis  ▲  rester 

£N   C0?iTÀCT. 

Transmission  de  mouvement  par  contact.  —  Deux  corps 
terminés  par  des  surfaces  cylindriques,  et  tournant  respec- 
tivement autour  des  axes  0  et  0',  sont  assujettis  à  rester  con- 
stamment en  contact.  Il  siiii  de  là  qu'un  de  ces  corps  ne  peut 
se  mouvoir  sans  entraîner  l'autre,  sans  lui  transmettre,  comme 


(*)  Signalons  pour  mémoire  un  cas  d'exception  a&sez  curieux.  Considérons 
an  plan  (P),  et  une  figure  quelconque  tracée  dans  un  plan  (Q),  perpendicu- 
laire à  ^P).  Si  Ton  fait  tourner  cette  figure  autour  d'une  droite  contenue  dans 
son  plan,  les  vitesses  de  tous  ses  points  seront  perpendiculaires  à  ce  plan  (Qj, 
otpar  conséquent  parallèles  à  (P);  et  pourtant  la  projection  de  la  figure  sur  (P) 
ne  conseifcia  pas  sa  forme  rectilignc  pendant  un  temps  infiniment  petit,  les 
points  de  l'infini  pAieounuit  dans  e«  temps  des  espaces  fiais. 
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on  dit»  son  mouvement,  suivant  une  loi  géométrique  évidem- 
ment déterminée  :  on  demande  le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires de  ces  deux  corps. 

Puisque  nous  supposons  les  deux  surfaces  cylindriques, 
si  nous  admettons  de  plus,  qu'elles  ne  se  déplacent  pas  dans 
le  sens  de  leurs  génératrices,  il  nous  suflira  de  considérer  le 
mouvement  des  sections  droites  de  ces  surfaces. 

Soient  [Jig.  99)  C  le  point  de  contact,  M  et  M'  les  centres 
de  courbure  des  deux  courbes.  Pour  un  mouvement  Infini- 
ment petit,  je  substitue  aux  courbes  leurs  cercles  osculateurs: 
la  longueur  MM^  qui  est  la  somme  des  rayons  de  ces  cercles, 
ne  variera  pas,  non  plus  que  les  longueurs  des  lignes  OM,0'M'. 
Les  mouvements  angulaires  de  ces  deux  lignes,  c'est-à--dlre  de 
deux  rayons  quelconques  de  chaque  solide,  sont  donc  les 
mêmes  que  si  les  points  M  et  M'  étaient  articulés  à  un  lien 
rigide  MM',  lien  dont  la  direction  est  celle  de  la  normale  com- 
mune aux  deux  courbes  en  contact. 

On  peut  donc  dire,  en  appliquant  le  théorème  relatif  à  la 
transmission  dQ  mouvement  par  tiges  articulées  (p.  118): 

Dans  la  transmission  par  contact,  le  rapport  des  vitesses 
angulaires  des  deux  corps  tournants  est  V inverse  de  celui  des 
segments  déterminés  sur  la  ligne  des  centres  de  rotation  pat 
la  normale  commune. 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires  n*est  pas  le  seul  élé- 
ment géométrique  qu'il  soit  important  d'étudier,  dans  la 
théorie  qui  nous  occupe.  Pour  aller  plus  loin,  nous  réduirons 
l'une  de  nos  deux  courbes  au  repos;  c'est-à-dire  que  nous 
prendrons  deux  axes,  fixes  par  rapport  à  celle-ci,  auxquels 
nous  rapporterons  le  mouvement. 

Théorie  du  roulement  et  du  glissement  des  lignes  planes. 

Soient  donc  deux  figures  planes  quelconques,  l'une  fixe, 
l'autre  mobile,  assujetties  à  rester  en  contact.  La  courbe  fixe 
est  l'enveloppe  de  la  courbe  mobile,  puisque  l'enveloppe  d'une 
figure  mobile  n'est  autre  chose  que  la  ligne  à  laquelle 
celle-ci  reste  constamment  tangente.  Mais  la  condition,  pour 
une  figure  mobile,  de  rester  constamment  tangente  à  une  en* 


CHÂPim  m.  —  H0UTBHI2IT  d'uN  CO&PS  80LID9.  I7g 

veloppe  donnéct  ne  suffit  pas  pour  déterminer  la  série  des 
positions  de  cette  figure  :  en  ayant  égard  à  la  loi  qui  règle  les 
déplacements  simultanés  du  point  de  contact  sur  les  deux 
courbes,  on  distingue  les  trois  genres  de  mouvement  que 
voici  : 

1*  Si  les  arcs  infiniment  petits,  parcourus  par  le  point  de 
conuct  sur  les  deux  courbes,  ont  même  longueur,  on  dit  qu'il 
^  z  roulement  : 

a*  SI  cet  arc  est  nul  pour  Tune  des  deux  courbes,  le  mouve* 
meni  est  un  glissement  simple  ; 

3**  Enfin,  dans  tous  les  autres  cas,  on  a  affaire  à  un  mou- 
vement mixte,  qui  tiçnv  à  la  fois  du  roulement  et  du  glis- 
sement. 

Soient  (fig.  loo)  (e)  la  courbe  mobile,  (E)  la  courbe  fixe, 
m  le  point  actuel  de  contact,  mi,ma  les  points  qui  doivent  arriver 
en  coïncidence,  par  Teffet  d*un  mouvement  infiniment  petit. 

Ce  mouvement  infiniment  petit,  dans  le  cas  le  plus  général, 
peut  être  considéré  comme  composé  d'un  roulement  et  d'un 
glissement.  On  peut  en  effet,  pour  amener  la  courbe  (  e]  de  sa 
première  à  sa  seconde  position,  feire  d*abord  rouler  cette 
courbe  sur  son  enveloppe  jusqu'à  ce  que  le  point  nii  soit 
arrivé  en  un  point  fi,  tel  que  m/x  =  m/ii„  et  la  faire  ensuite 
glisser  jusqu'en  m^. 

La  longueur  fxm,  mesure  Vétendue  du  glissement  élément 
taire,  étendue  qui  est  aussi  égale  à  mx  /??„  ou  à  mm',  puisque 
les  dislances  des  points  mx  et  m'  à  la  courbe  (E)  sont  infini- 
ment petites  du  second  ordre.  Donc 

TBÉORfcXB  I.  —  Vétendue  du  glissement  élémentaire  est  égale 
h  la  distance  qui  sépare,  au  bout  du  temps  dt,  les  deux  points 
qui  se  trouvaient  réunis  au  commencement  de  ce  temps  dt, 

ile  théorème  s'applique  sans  modification,  quand  on  res- 
tilue  à  la  courbe  supposée  fixe  le  mouvement  dont  elle  est 
animée  en  réalité,  puisque  la  grandeur  de  l'arc  de  glissement 
dépend  uniquement  du  mouvement  relatif  des  deux  courbes. 

En  divisant  Tare  mm'  par  dt ,  on  sl  la  vitesse  de  glissement. 
La  direction  de  cette  vitesse  est  celle  de  la  ligne  [j^nu,  ou  mm'  : 
c'est-à-dire,  à  la  limite,  celle  de  la  tangente  commune  mT. 

I-  9 
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Construction  du  centre  instantané  de  rotation*  —  Le  mou* 
vement  élémentaire^  que  nous  venons  de  décomposer  en  un 
roulement  et  un  glissement  (  c'est-à-dire  en  une  rotation  au- 
tour du  point,  nty  et  une  translation  dans  la  direction  ml), 
revient  aussi ,  comme  on  sait,  à  une  simple  rotation  autour 
d'un  centre  instantané  A  {Jig.  loi),  situé  quelque  parjt  sur  la 
normale  commune  NN'  (*).  Le  point  A  est  facile  à  déterminer 
quand  on  connaît  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  (e) 
et  de  son  enveloppe,  ainsi  que  le  rapport  des  arcs  rnnii, 
mnii.  C'est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  point  y,  intersection 
des  deux  normales  Gi/n,,  G/n»  {**).  L'angle  de  rotation  d(f 
est  la  somme  des  angles  de  contingence  des  deux  courbes  : 

Calcul  de  l'arc  de  glissement.  -^  La  Ggure  montre  ^que 
Tare  m,  m,  a  pour  expression 

r(rfT-f-rfri)  =  rrf<p, 


(*)  Considérons  une  came,  dont  le  profil  soit  la  cpurbe  quelconque  (e).  Il 
résulte  du  beau  théorème  relatif  au  mourement  épîcycloidal,  que  nous  pour- 
rons toujours  faire  prendre  à  cette  came  le  mouTeraent  précis  dont  nous  arons 
besoin  qu'elle  soit  animée,  en  attachant  la  courbe  {e)  k  une  figure  (m)  coo- 
venablement  choisie,  et  assujettie  à  rouler  sans  glisser  sur  une  courbe  fixa  (f\ 

Ceci  est  inkportaut  au  point  de  vue  des  applications.  En  effety  le  glissement 
donne  lieu  dans  les  machines  à  une  résistance  dite  /rouement,  aussi  nuisible 
sous  le  rapport  do  Toconomie  du  travail  que  sous  celui  de  la  précision  du  jeu 
de  la  machine;  le  roulement,  au  contraire,  n'occasionne  qu'une  résistance 
négligeable  par  rapport  à  la  première  :  ce  que  nous  Tenons  de  roir  noas 
apprend  à  produire  un  mouvement  plan  quelconque,  sans  faire  interrenir  le 
glissement. 

D*autres  fois,  au  contraire,  il  y  aura  un  intérêt  majeur  à  passer  par-dessus 
les  incouvéïûcnts  du  frottement,  et  à  substituer  au  roulement  un  mouTemcnt 
mixte  :  la  théorie  actuelle  nous  guidera  également  dans  le  tracé  dee-  courbes 
qui,  par  leur  action  mutuelle,  produiront  d'une  autre  manière  le  mouremeot 
qu'on  se  propose  d'obtenir. 

(**)  Il  est  à  remarquer  que  les  données  dont  nous  nous  sommes  serri  ne 
déterminent  pas  la  tangente  au  lieu  décrit  par  le  point  A.  Cette  tangente  est 
un  clément  du  deuxième  ordre,  qui  se  construit  quand  on  connaît  les  rayons 
de  courbure  des  trajectoires  de  deux  points  de  la  figure  mobile  :  points  bod 
en  ligne  droite  avec  le  point  A. 

En  cifct,  chaque  rayon  de  courbure  fait  connaître  la  projecUon  Jdu  centre 
du  deuxième  ordre  sur  la  normale  correspondante  (p.  12C);  deux  projections 
déterminent  ce  centio  A,',  et  la  ligne  AA,  est  la  normale  demandée. 
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r  étant  la  distance  du  centre  instantané  au  point  m  (").  L'un 
des  deux  angles  dxty  dtf  est  nul,  si  le  mouvement  est  un 
glissement  simple ,  mais  ces  deux  angles  ne  sauraient  s'éva- 
oouir  tous  les  deux  è  la  fois;  donc  le  glissement  ne  peut  être 
nul  que  quand  on  a  r=  o  : 

THtoaiMi  IL  --^  Pour  que  le  glissement  soit  nul  dans  le  mou- 
vement de  deux  courbes  assujetties  à  rester  en  contact,  il  faut 
et  a  tujjit  que  le  point  de  contact  des  deux  courbes  coïncide 
avec  le  centre  instantané  de  la  rotation  relative» 

Le  roulement  est  au  contraire  nul,  et  le  mouvement  est  un 
glissement  simple,  dans  deux  cas  distincts  :  selon  que  le  point 
de  contact  est  invariable  sur  la  courbe  mobile  ou  sur  la  courbe 
fixe.  On  peut  remarquer  les  propriétés  suivantes  : 

Théoeèxe  III. —  Quand  une  courbe  glisse  sur  une  courbe  Jixe 
quelle  touche  toujours  par  le  même  point,  la  normale  en  ce 
point  roule  sur  la  développée  de  la  courbe  Jixe» 

TaÉoitMi  IV*  —  Quand  une  courbe  se  meut  en  touchant 
constamment  une  courbe  Jixe  au  même  point,  la  déi^eloppée 
de  la  courbe  mobile  roule  sur  la  normale  fixe  du  point  de 
contact. 

Mouvement  relatif  de  deux  surfaces  quelconques  en  contact 

par  un  point. 

Le  mouvement  d'une  surface  quelconque  par  rapport  à  une 
autre  surface  à  laquelle  elle  reste  constamment  tangente 
(c'est-à-dire  par  rapport  à  trois  axes  invariablement  liés  à 
celle-ci)  peut  s'effectuer  de  bien  des  manières  différentes. 

En  nous  bornant  pour  le  moment  à  considérer  les  cas  où  le 
contact  a  lieu  en  un  point  seulement,  c'est-à-dire  où  les  sur- 
faces n'ont  de  commun  qu'un  élément  du  second  ordre,  nous 
aurons  à  distinguer  trois  genres  de  mouvements  simples  : 

i<*  On  du,  à  proprement  parler,  qu'une  surface  glisse  sur 


{*)  L'ejLjwcMwm  rJf  ett  remarquable,  en  ce  qu'eUe  ne  contient  pas  explici- 
tement les  courbures  des  deux  figures  en  contact,  nais  feulement  l'angle  qui 
la  tmlMtiftm  tetaDttBéo  relatlre. 
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une  surface  fixe,  quand  son  mouvement  est  une  translation 
parallèle  au  plan  tangent  commun  :  c'est  le  mouvement  d'un 
tratiieau  sur  un  plan  incliné.  Poinsot  avait  proposé,  pour  dé- 
signer cette  sorte  de  mouvement,  le  mot  de  rasion,  qui  n'a 
pas  été  adopté. 

!2<*  Une  surface  pivote  sur  une  autre  surface,  quand  elle 
tourne  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  l'élément  commun  ; 
c'est  le  mouvement  d'un  pivot  dans  sa  crapaudine.  Comme  on 
doit  toujours  considérer  dans  le  contact  de  deux  surfaces,  non 
pas  un  simple  pointcommun,  mais  bien  un  élément  superficiel 
commun,  on  voit  que,  dans  le  genre  de  mouvement  que  nous 
étudions,  il  y  a  en  définitive  glissement  de  l'élément  mobile 
sur  l'élément  fixe;  et,  bien  que  les  points  dont  il  s'agit  soient 
à  une  distance  infiniment  petite  du  centre  de  rotation.  Tare  de 
glissement  pourra  avoir  une  valeur  quelconque ,  selon  la 
grandeur  du  déplacement  angulaire  relatif. 

3°  Enfin  la  surface  mobile  roule  sur  la  surface  fixe,  quand 
son  mouvement  instantané  est  une  rotation  autour  d'un  axe 
situé  dans  le  plan  de  contact,  c'est-à-dire  autour  d'un  des 
côtés  de  l'élément  commun  (*).  De  la  sorte,  l'élément  sui- 
vant vient,  en  tournant  autour  de  ce  côté,  s'appliquer  exacte* 
ment  sur  un  élément  égal,  et  ainsi  de  suite.  Là  série  des  élé- 
ments, qui  se  sont  trouvés  successivement  en  contact,  forme 
sur  la  surface  fixe  et  sur  la  surface  mobile  deux  zones  qui  par 
l'effet  du  roulement,  se  développent  Tune  sur  l'autre,  et  sont 
susceptibles  de  se  recouvrir  sans  déchirure  ni  duplicature. 

C'est  ce  qui  se  passe  quand  une  sphère  ou  une  zone  cylin- 
drique roulé  en  ligne  droite  sur  un  plan  ;  une  jante  conique, 
tu  contraire,  ne  peut  avoir  sur  un  plan  un  mouvement  recti- 
ligne,  ou  une  jante  cylindrique  un  mouvement  circulairei  sans 
que  le  roulement  soit  compliqué  de  pivotement  (**). 


(*)  On  confond  assez  souvent  lo  roulement  axec  certains  mouTements  com- 
pliqués do  pivotement  (et  par  conséquent  de  glissement,  si  l'on  U($nt  à  conser- 
Ter  aux  mots  leur  signification  précise).  C'est  ainsi  que  M.  Delaunay,  dans 
l'énoncé  d'un  célèbre  théorème  de  Poinsot  (Mécanique  ratiormetle,  p.  ^gt; 
i856),  se  sert,  à  tort  suivant  moi,  du  mot  de  roulement  pour  désigner  un  mou- 
▼ement  qui  se  réduit,  dans  un  cas,  au  pivotement  simple  d'une  sphèra  sur  on 
de  ses  plans  tangents. 

(**)  On  utilise  cette  propriété  dans  \tt  constructloB  deb  mtolat  à  brofw. 
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En  résumé,  les  trois  cas  que  nous  avons  définis  répondent  : 

i<*  A  une  translation  (laquelle  ne  peut  évidemment  avoir 
lieu  que  parallèlement  à  une  ligne  tracée  dans  le  plan  tan- 
gent); 

2**  A  une  rotation  perpendiculaire  au  plan  tangent  commun; 

3**  A  une  rotation  contenue  dans  ce  plan. 

Nous  Terrons  dans  le  chapitre  suivant  qu'un  mouvement 
quelconque  est  susceptible  de  se  résoudre  en  ces  trois  élé- 
ments simples. 

{  XI.  —  HomnaiElTT  LB  plus  CÉNfiRAL  D*Ulf  CORPS  SOLIDE. 

Nous  avons  démontré  avec  Euler  que,  relativement  à  des 
axes  de  direction  invariable,  assujettis  à  se  croiser  constamment 
en  un  point  déterminé  d*un  solide  en  mouvement,  le  mouve* 
ment  de  ce  solide,  à-  im  instant  quelconque,  est  une  rotation 
autour  d'une  droite  dite  axe  instantané^  fixe  pendant  un  temps 
infiniment  court. 

Le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide,  pendant 
un  temps  infiniment  petit,  peut  donc  être  considéré  comme 
composé  de  cette  rotaiion  et  du  mouvement  des  trois  axes, 
lequel  est  une  translation  dont  la  vitesse  est  égale  à  celle  du 
point  pris  pour  origine.  Comme  ce  point  a  été  choisi  arbitrai- 
rement, on  voit  qu'il  y  a  une  infinité  de  manières  de  décom- 
poser un  mouvement  donné  en  une  translation  et  une  rotation. 

Théorème  de  Giulio  Mozzi. 

Parmi  ces  divers  systèmes  de  décomposition,  il  en  existe  tou- 
jours un,  plus  simple  que  tous  les  autres,  dans  lequel  la  trans- 
lation s'effectue  parallèlement  à  Taxe  de  la  rotation  (*}.  Le 


(*)  11  résulte  d'une  Note  de  M.  Chasles  que  ce  beau  théorème  se  trouve  men- 
tîoDBé  pour  la  première  fois  dans  un  ouvrage  d'un  géomètre  florentin  par* 
faitement  inconnu,  Giulio  Moni,  ouvrage  intitulé  :  Discorso  matematico  sopra 
Urotmmento  momentaneo  dei  corpi;  Naples,  1763. 

«  L'auteur,  dit  M.  Charles,  après  avoir  démontré  que  tout  corps  en  monve^ 
nent  poaaède  à  chaque  instant  un  mouvemeiit  de  rotation  autour  d'un  axe 
qui  passe .  par  le  centre  de  gravité,  et  un  mouvement  rectiligne  commun  à 
toutes  ses  parties,  ce  qui  était  connu  de  d'Alembert  et  d'Euler,  ajoute  que  ces 
deax  nmiTcments  se  réduisent  à  deux  autres,  dont  Ton,  rectiligne,  est  eom* 
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mouvement  qui  résulte  d'une  pareille  combinaison  esl  ana- 
logue à  celui  d^une  vis  qui  se  meui  en  pénétrant  à  l'intérieur 
d'un  écrou  fixe. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  et  donner  en  même  temps 
un  moyen  de  construire  Taxe  de  la  vis  dont  il  s*agit,  considé- 
rons dans  notre  solide  trois  points  quelconques  non  en  ligne 
droite,  formant  un  système  invariable. 

Soient  A,  B,  C  les  trois  points  choisis  :  menons  par  un 
point  arbitraire  0  {Jig^  102)  des  droites  Oa,  Ofr,  Oc,  respec- 
tivement égales  et  parallèles  aux  vitesses  des  points  A,  B, 
C;  abaissons  du  point  0  une  perpendiculaire  sur  le  ptan  du 
triangle  abc^  et  joignons  le  pied  P  de  cette  perpendiculaire  aux 
trois  sommets  de  ce  triangle*  On  peut  regarder  la  vitesse  Oa 
comme  la  résultante  de  deux  vitesses  représentées  en  gran« 
deur  et  en  direction  par  les  droites  OP,  Pa;  on  peut  de  même 
remplacer  06  par  OP  et  P6,  Oc  par  OP  et  Pc. 

mun  à  toutes  les  parties  du  corps  et  parallèle  h  l'axe  de  rotation  q«i  passe 
par  )e  centre  de  gravité,  et  l'autre  est  une  rotation  autour  d'an  axe  parallèle 
à  celui-là  :  axe  dont  il  détermine  la  position  et  qu'il  appcUe  axe  spomttmé  de 
rotation. 

»  M.  Cauchy  a  aussi  considcré  le  mouvement  infiniment  petit  d'une  figure 
de  forme  invariable  sur  te  plan  et  dans  l'espace,  dans  un  Mémoire  intitulé; 
i^ttT  les  mouvements  que  peut  prendre  un  système  invariable,  libre,  ou  assujetd 
à  certaines  conditions  (^Exercices  de  Mathématiques,  t.  II,  année  1837,  p.  70-90). 
C'est  du  principe  des  vitesses  virtuelles  qu'il  conclut  le  centre  instantané  de 
rotation  d'une  fij^ure  plane  qui  clisse  sur  son  plan,  puis,  après  d'assex  longs 
calculs,  le  théorème  sur  l'axe  instantané  de  rotation  d'un  corps  qui  éprouve 
un  déplacement  infiniment  petit  dans  l'espace;  théorème  qu'il  énonce  en  ces 
termes  : 

»  Quelle  que  soit  la  nature  du  mouvement  d'un  corps  solide,  lei  relations 
existantes  entre  les  digèrent  s  points  seront  toujours  celles  qui  auraieiH  lieu 
si  le  corps  était  retenu  de  manière  à  pouvoir  seuiernent  tommer  amtvur  d'mm 
axe  fixe,  et  glisser  le  long  de  cet  axe, 

»  M.  Cauchy  s'arrête  &  ce  résultat  final,  sans  chercher  aucune  dea  pro- 
priétés qui  peuvent  se  rapporter  à  cette  belle  question....  » 

Parmi  les  propriétés  du  mouvement  hélicoïdal,  nous  cHerons  seulemeai  kl 
i«Tantes,  qui  sont  susceptibles  de  nombreuses  applications  géométriques^ 

Les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  divers  poinu  etun  pkm.  MtoiUe  pm' 
9mi  tous  par  arn  mAne  point  du  plan. 

Ce  point,  eu  fojrer,  a  sa  trajectoire  normale  au  plan, 

La  caractéristique  da  plan  (c'est-à-dire  l'intersection  de  ce  pla»  crée  a 
podUon  inânimeni  ?oisine)  est  le  lieu  des  points  dont  les  trajectoires  somt  omh 
trnum  dasÊê  i$  pim  bd^méme;  eUê  est  forallàk  à  U  projœtims  éa  fé 
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Cela  posé,  concevons  des  axes  animés  d'un  mouvement  de 
translalion  dont  la  vitesse  soit  égale  et  parallèle  à  OP.  Rela- 
tivement à  ce  système  d'axes,  les  vitesses  Pa,  Pfr,  P<7,  des 
trois  points  A,  B,  C  sont  parallèles  au  plan  abc;  donc  le  mou- 
vement relatif  du  triangle  ABC,  et  par  suite  celui  du  solide 
lui-même,  est  une  rotation  autour  d'un  axe  instantané  :  axe 
qu'on  détermine  par  les  règles  relatives  au  mouvement  d'un 
corps  parallèlement  à  un  plan.  Cet  axe  est  parallèle  à  OP^  c'est- 
à-dire  à  la  direction  de  la  translation. 

Tous  les  points  de  la  ligne  que  nous  venons  d'apprendre  à 
construire  n'ont  d'autre  mouvement  qu'une  simple  translation 
le  long  de  l'axe  lui-même;  c'est?à-dire  que  celte  droite,  après 
im  mouvement  infiniment  petit  du  solide,  se  retrouve  dans 
la  même  position  géométrique.  Elle  n'est  pourtant  pas  restée 
immobile,  mais  elle  n'a  fait  que  glisser  sur  elle-même  :  nous 
lui  donnerons  le  nom  d*axe  insiantané  de  rotation  glissant. 
On  l'appelle  également  axe  central  (  * }. 

I  !!■  I«ii  ..».  ,  IIIWI  Ml»— —..^i— >J  1     I  —^1—1—^» 

rkêltcotJe  sur  le  plan,  et  perpendiculaire  à  la  ligne  fjni  joint  le  foyer  h  ta 
trtee  de  faxt  sur  et  même  pléui. 

Soient  A  )e  pas  de  rhcliçoide  (ce  pus  est  négaUf  pour  un  hcliçoîde  dextror* 
SMm,  d'après  nos  conTentions  sur  la  manière  de  fixer  le  8t{;ne  d'une  rotation), 
9  l'angle  de  la  normale  au  plan  avec  l'axe,  rz  et  5  les  distances  respectives 
do  foyer  et  de  la  caractéristique  à  la  projection  de  cet  axe  sur  le  plan;  on  a 

rt  = tangO,     ^= — cot^. 

2ïr  "  QTT 

Le  produit  de  ces  deux  distances  est  indépendant  de  rinclinaison  du  plan. 

he  foyer  d^ un  plan  parallèle  à  Taxe,  est  à  Vinfini,  Il  suit  de  là  que  les  vi- 
tesses de  tons  les  points  d'un  pareil  plan  sont  parallèles  à  un  autre  plan, 
leqael  est  perpendiculaire  au  premier. 

Réciproquement  :  si  les  vitesses  des  divers  points  d'un  plan  P  sont  paral- 
lèles à  un  même  plan  perpendiculaire  à  P,  l'axe  central  est  parallèle  au  plan  P, 
et  même  à  la  caractéristique  de  ce  plan. 

Voici  une  conséquence  curieuse  de  ces  théorèmes.  Considérons  dans  un 
tolidc  en  mouvement  une  figure  quelconque,  tracée  dans  un  plan  parallèle  à 
Taxe  instantané  glissant  :  les  vitesses  de  tous  les  points  de  cette  fij^ure  seront 
parallèlesà  un  même  plan,  sans  que  le  mouvement  do  la  figure  soit  réductible 
à  une  rotation  perpendicnlaire  à  ce  plan.  (Consulter  diverses  communications 
de  M.  Chasles  à  l'Académie  des  Sciences,  t.  XVI,  LI,  LII  des  Comptes  rendus, 

(*)  n  existe  une  droite  douée  de  propriétés  analogues,  pour  un  déplacement 
loi  quelcoii«iu«  d'un  solide  invariable;  et  l'on  peut  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Tu£oa£ai.    —  Si  ton  considère  un  même  corps  solide  dans  deuw  pmiii&m 
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La  démonstraiion  éiémenlaire  par  laquelle  nousvenons  d'é- 
tablir l'existence  de  Taxe  central,  ainsi  que  la  construction  de 
cet  axe  qui  s'en  déduit,  est  due  au  général  Poncelet. 

La  construction  sui  vante,  que  j'emprunte  à  M.  Cbasies»  est  an 
peu  moins  simple,  mais  elle  offre  une  analogie  complète  tvec 
la  construction  du  centre  instantané  de  rotation  d'une  figure 
mobile  dans  un  plan  :  en  ce  sens  qu'elle  exige  seulement 
qu'on  connaisse  les  directions  de  trois  vitesses  AA%  BB%  CC^ 

Soit  X  l'intersection  commune  des  plans  normaux  aux  tra- 
jectoires des  points  A  et  B;  la  droite  sur  laquelle  se  mesure 
la  plus  courte  distance  des  droites,  X  et  AB,  rencontre  Taxe 
central  et  lui  est  perpendiculaire. 

Les  deux  points  A  et  C  donnent  lieu  de  même  h  une  autre 
droite  qui  rencontre  l'axe  instantané  et  lui  est  perpendiculaire. 
Ces  deux  droites  déterminent  l'axe  cherché,  qui  n'est  autre 
que  la  droite  sur  laquelle  se  mesure  leur  plus  courte  distance. 

Scolie.  —  Si  les  points  a,  b,  c,  sont  en  ligne  droite,  notre 
première  construction  est  en  défaut,  car  le  plan  abc  n'est  pas 
déterminé. 

Il  faudra  donc,  pour  appliquer  cette  construction,  prendre 
trois  points  A,  B,  C,  dont  les  vitesses  ne  soient  pas  parallèles 
à  un  même  plan  (*}. 

Remarques  sur  le  mouvement  infiniment  petit  d'un 

corps  solide. 

L  —  Trois  droites  données  quelconques  Otf,  06,  Oc  ne 
peuvent  généralement  pas  être  considérées  comme  les  \itesses 
de  trois  points  pris  arbitrairement,  et  constituant  un  système 
invariable. 


différentes  quelconques,  iljr  a  toujours  dans  ce  solide  une  droite  dont  la  jmsi- 
fioM  n'a  pas  changé,  de  sorte  qu'on  peut  concevoir  que  le  solide  passe  d'mm 
lieu  à  Foutre  par  un  mouvement  hélicoïdal  autour  de  cette  droite  comme  eute. 

(Cbasles.) 

C«ttd  droite  s'appello  l'are  central  des  deax  poritiotts  da  ftoHde,  queUe  qnt 
toit  la  grandeur  du  déplacement  conaidcrê. 

(*)  Quand  il  n'est  pas  possible  de  satisfaire  à  cette  oondition,  c'est-à-dire 
quand  les  vitesses  de  tous  les  points  du  solide  sont  parallèles  à  un  même  plan,  oa 
sait  que  le  mouTement  se  réduit  à  une  rotation  autour  d'un  axe  perpendicu- 
lain  k  €6  plaa. 
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II  existe  certaines  relations  entre  les  grandeurs  et  les  direc- 
tions de  ces  vitesses,  et  les  longueurs  des  côtés  du  triangle 
ABC»  mais  je  ne  puis  insister  davantage  sur  ce  sujet. 

■ 

II. —  Quels  que  soient  les  points  du  solide  que  Ton  choi- 
sisse pour  les  employer  à  la  détermination  de  l'axe  instantané, 
h  direction  de  cette  ligne»  ainsi  que  la  grandeur  de  la  vitesse 
de  glissement,  ne  sauraient  être  altérées.  Donc,  si  par  un  point 
quelconque  0  on  mène  des  lignes  égales  et  parallèles  aux  vi- 
tesses des  divers  points  d*un  solide  en  moui^ementy  les  extré- 
mités de  ces  droites  sont  toutes  situées  dans  un  même  plan, 
normal  à  Taxe  instantané  glissant. 

III*  —  Menons  du  point  0  à  ce  plan  une  oblique  quel- 
conque 0P|,  au  lieu  de  la  perpendiculaire  OP,  nous  pourrons 
de  méoie  décomposer  la  vitesse  d'un  point  quelconque  en 
deux  autres,  dont  l'une  soit  représentée  par  OPi;  les  deuxièmes 
composantes  seront  toutes  parallèles  au  plan  abc. 

Si  donc  nous  considérons  trois  axes  animés  d'un  mouve- 
ment de  translation  dont  la  vitesse  soi(  égale  et  parallèle'à  0P|, 
le  mouvement  relatif  i  ces  axes  sera  encore  une  rotation  per- 
pendiculaire au  plan  abci  mais  la  translation  ne  sera  plus  pa- 
rallèle a  Taxe  de  cette  rotation. 

On  voit  que,  dans  les  diverses  manières  de  décomposer  le 
mouvement  d'un  système  invariable  en  une  translation  et  une 
rotation,  la  direction  de  la  translation  est  arbitraire,  tandis  que 
celle  de  la  rotation  est  déterminée. 

Mouvement  Jini  d'un  solide  invariable. 

Ce  mouvement  fini,  si  on  le  rapporte  à  trois  axes  de  direc- 
tion invariable»  passant  toujours  par  le  même  point  du  corps, 
est  celui  d'un  cône  mobile,  roulant  sans  glisser  sur  un  autre 
cône  de  même  sommet,  lequel  est  relativement  fixe. 

En  se  figurant  ce  dernier  cône  animé  du  mouvement  de 
translation  des  axes,  pendant  que  le  cône  lié  au  corps  roule 
sur  lui»  on  aura  l'image  du  mouvement. 

Mais  il  me  semble  que  cette  image  n'est  peut-être  pas  suffi- 
samment nette;  de  plus,  un  même  mouvement  est  susceptible 
d'une  infinité  de  représentations  de  ce  genre,  selon  qu'on 
prendra  tel  ou  tel  point  du  solide  pour  origine  des  axes  mo- 
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biles.  Au  contraire,  Taxe  de  roialion  glissani  est  unique;  et  il 
est  naturel  de  s'appuyer  sur  cette  propriété  pour  chercfaer 
à  se  faire  une  idée  simple  du  mouvement. 

Pour  cela,  considérons,  avec  le'général  Poncelet(*),  l'en- 
semble de  toutes  les  positions  successives  de  Taxe  central, 
pour  un  mouvement  fini  quelconque.  Ces  droites  forment 
une  surface  réglée  dans  le  corps,  et  une  autre  dans  l'espace. 
L'axe  central  actuel  se  trouve  à  la  fois  sur  la  surface  mobile 
et  sur  la  surface  fixe;  d'ailleurs  toutes  les  génératrices  de  la 
première  viennent  l'une  après  l'autre  s'appliquer  sur  celles  de 
la  seconde,  pour  jouer  à  leur  tour  le  rôle  d'axe  instantané. 
Or,  au  moment  où  la  rotation  autour  d'une  génératrice  com- 
mune amène  les  deux  génératrices  suivantes  à  coïncider,  les 
surfaces  dont  nous  parlons  ont  deux  génératrices  communes, 
et  par  conséquent  elles  sont  tangentes  dans  toute  l'étendue 
de  l'élément  gauche  correspondant. 

Il  suit  de  là  que  le  mouvement  du  corps  est  celui  d*ane 
surface  réglée,  liée  à  ce  corps,  sur  une  autre  surface  réglée 
fixe  à  laquelle  elle  est  tangente  suivant  toute  une  génératrice, 
et  sur  laquelle  elle  roule  en  glissant  le  long  de  cette  génératrice. 

Le  rapport  du  glissement  à  la  rotation,  c*esf-à-dîrele  pas  de 
la  vis  qui  nous  donne  l'idée  du  mouvement  élémentaire  du 
Corps,  change  en  même  temps  que  l'axe  de  ceit«  vis. 

Quelquefois  ce  pas  est  nul  :  et  tout  se  réduit,  à  cet  Instant, 
à  une  simple  rotation  sur  un  axe  immobile.  Mais,  en  général, 
il  n'y  a  dans  le  corps  aucun  point  dont  la  vitesse  soit  nulle, 
bien  qu'il  y  ait  toujours  une  droite  qui  conserve,  en  tant  que 
ligne  géométrique,  une  position  invariable  pendant  un  temps 
très-court. 

Digression  sur  le  raccordement  des  stufixees  rêglé^y. 

Pour  que  deux  surfaces  gauches  puissent  se  raccorder  exac- 
tement tout  le  long  d'une  génératrice  commune,  il  iaul  et  il 
surfit  que  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents,  cor- 
respondant à  cette  génératrice,  soit  le  même  pour  les  deux  sur- 
faces :  on  sait  que  ce  paramètre,  que  je  désignerai  par  la  lettre  ^ 


(*)  rdr  Uê  Addkùms  aux  ÉUmemU  dt  M^êom^mg  de  U.  RomI,  p«  167. 
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est  le  rapport  de  la  plus  courte  distance  de  deux  génératrices 
consécutives  à  Tangle  inQniment  petit  formé  par  ces  généra- 
trices. 

Le  plan  tangent  en  un  point  situé  à  une  distance  x  du  point 
central,  est  déterminé  par  son  inclinaison  6  sur  X^plaa  central. 
Or  on  a  la  formule 

langS  =  |; 

de  sorte  que,  quand  on  a  lait  coïncider  les  points  centraux  de 
deux  génératrices  appartenant  à  des  surfaces  différentes,  ainsi 
que  les  plans  tangents  correspondants,  ou  pUuu  centraux,  tous 
les  autres  plans  tangents  des  deux  surfaces  coïncident  égale- 
ment, si  les  paramètres  sont  égaux. 

Considérons  deux  surfaces,  ainsi  raccordées  suivant  la  gé- 
nératrice G  (Jig,  io3).  Les  deux  génératrices  suivantes,  Gi,  g-,, 
se  confondent,  à  un  infiniment  petit  du  second  ordre  près  ;  et,  si 
les  paramètres  de  ces  deux  génératrices  sont  encore  égaux,  on 
amènera  les  deux  surfaces  à  se  raccorder  suivant  ces  nouvelles 
génératrices,  au  moyen  : 

I*  D'un  glissement  CiCi,  égal  à  la  distance  qui  sépare  les 
deux  nouveaux  points  centraux  ; 

a*  D'une  rotation  représentée  par  Tangle  des  plans  cen- 
traux correspondants. 

Le  mouvement  sera  susceptible  de  se  continuer  indéfini- 
ment ainsi  :  les  paramètres  étant  supposés  égaux  pour  toutes 
les  génératrices  qui  viennent  s'appliquer  successivement  Tune 
sur  l'autre. 

Le  glissement  est  nul  quand  les  lignes  de  striction  des 
deux  surfaces  coupent  les  génératrices  correspondantes  sous 
des  angles  égaux.  Il  suffit  alors  d'une  rotation  autour  de  la 
génératrice  commune  pour  transporter  le  raccordement  sur  la 
génératrice  suivante  :  ce  qui  revient  à  dire  que  les  deux  sur- 
faces  sont  susceptibles  d'être  appliquées,  ou  développées  l'une 
sur  l'autre,  sans  déchirure  ni  duplicature,  absolument  comme 
les  cylindres  ou  les  cônes  sont  développables  sur  le  plan. 

Supposons  en  effet  que,  pendant  que  la  surface  mobile 
tourne  autour  de  g,,  pour  amener  g-»  sur  G»,  l'élément  (G,g^,) 
reste  appliqué  sur  celui  qu'il  recouvre  actuellement,  et  ainsi 
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de  suite.  Par  cette  opération  qui  peut  se  faire  sans  déchirer  la 
surface»  simplement  au  moyen  dé  plis  effectués  le  long  de  ses 
génératrices,  on  l'appliquera  exactement  sur  l'autre  surface 
gauche,  tout  comme  on  développe  sur  un  de  leurs  plans  tan- 
gents les  surfaces  communément  appelées  développables. 

Application  à  Vhyperboldide  de  révolution.  —  Dans  celle 
surface,  le  cercle  de  gorge  est  la  ligne  de  striction.  Pour  trou* 
ver  le  paramètre  p,  lequel  est  évidemment  constant,  consi- 
dérons deux  génératrices  infiniment  voisines  quelconques 
(Jig.  io4}.  Appelons  i  l'angle  de  ces  génératrices  avec  faxe, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l'angle  de  la  ligne  de  striction 
avec  la  plus  courte  distance  AP  des  génératrices  :  on  a,  pour 
la  longueur  de  cette  plus  courte  distance, 

AP  =  AB  cos  j  =  Ré/a  cos  i, 

en  appelant  R  le  rayon  du  cercle  de  gorge. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  considère  le  cône  directeur  de  la 
surface,  on  volt  que  l'angle  de  deux  génératrices  voisines  est 
égal  à  c/asini;  donc  enfin, 

^      Rc/acosi      »     .  • 

S=  --T r— T-  =Rcol  I. 

^        aasmi 

Pour  que  deux  hyperboloîdes  de  révolution  puissent  se  rac- 
corder, il  faut  que  le  produit  R  cot  i  soit  le  même  pour  les 
deux  surfaces;  ce  produit  n'est  autre  chose,  comme  on  sait, 
que  le  demi-axe  non  transverse  de  l'hyperbole  rtiéridîenne. 

Ia  Jig.  loS  représente  deux  hyperboloîdes  tangents  tout  le 
long  d'une  génératrice  commune  GG'(*}  :  nous  verrons  dans 
la  deuxième  section  comment  on  utilise  actuellement  dans 
les  machines  les  propriétés  de  deux  solides  de  ce  genre. 


(*)  Cette  épure  a  été  empruntée,  arec  Tautorisation  de  l*aatear,  au  Trmté 
de  Géométrie  descriptive  do  M.  de  la  GourBerie  (3*  partie),  ouTrage  auquel  je 
reuTerrai  pour  toutes  les  quettiont  relatitet  aux  surfacef  gauchee. 
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COHFOanON  DES  MOUVEMENTS  SIMPLES  DTK  œRPS  SOLIDE. 


Noas  avons  étudié  dans  le  chapitre  précédent  les  divers 
mouvements  simples  dont  un  corps  solide  est  susceptible 
fëtre  animé  :  mouvements  qui,  pendant  un  temps  inGniment 
petit»  se  réduisent  nécessairement,  ou  à  une  translation,  ou  à 
une  rotation,  ou  au  mouvement  d'une  vis  dans  un  écrou, 
lequel  est  une  combinaison  des  deux  premiers.  Nous  avons 
vu  comment  les  données  géométriques,  qui  définissent  Indi- 
viduellement ces  divers  mouvements,  varient,  en  général,  dans 
la  suite  des  temps,  et  comment  on  arrive  à  se  faire  une  idée 
du  mouvement  fini  qui  résulte  de  la  succession  de  ces  mou- 
vements élémentaires.  Cherchons  actuellement  à  composer 
plusieurs  mouvements  de  ce  genre. 

Définissons  d'abord  ce  que  nous  entendons  par  la  composi- 
tion de  deux  mouvements. 

Supposons  que  nous  possédions  les  lois  du  mouvement  d'un 
solide,  rapporté  à  trois  axes  quelconques,  et  que  ces  axes 
lassent  partie  d*un  autre  système  solide,  dont  le  mouvement 
nous  soit  également  connu. 

Ces  données  nous  permeltent  de  construire  la  vitesse  rela- 
tive d'un  point  quelconque  de  notre  solide  ainsi  quQ  la  vi- 
tesse d'entraînement  correspondante  (c'est-à-dire  la  vitesse 
du  point,  considéré  comme  faisant  partie  du  système  empor- 
tant les  axes  mobiles):  la  vitesse  absolue  du  même  point  est 
'la  diagonale  du  parallélogramme  fait  sur  les  deux  vitesses 
dont  il  est  ici  question.  Mais  au  lieu  de  construire  ainsi  sépa- 
rément la  vitesse  de  chaque  point,  il  est  plus  simple  de  cher- 
cher à  définir  à  la  manière  ordinaire  le  mouvement  absolu 
du  solide,  mouvement  en  vertu  duquel  chacun  des  points  qui 
nous  occupent  aurait  précisément  la  vitesse,  que  nous  venons 
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de  trouver.  L'objet  de  ce  chapitre  est  de  donner  les  règles  au 
moyen  desquelles  on  effectue  directement  la  composition  de 
deux  mouvements  quelconques. 

Si  on  cherchait  le  mouvement  relatif,  connaissant  le  mou* 
vement  réel  et  le  mouvement  d'entraînement,  le  problème 
serait  absolument  identique.  £n  effet,  la  vitesse  relatire  d'un 
point  s'obtient  en  composant  sa  vitesse  absolue  avec  la  vitesse 
d'entraînement  prise  en  sens  contraire.  On  trouvera  donc  le 
mouvement  apparent  du  solide  en  composant  le  mouvement 
absolu  avec  un  mouvement  égal  et  de  sens  contraire  au  mou- 
vement d'entraînement. 

Autre  manière  d'envisager  le  problème  de  la  composition 
des  mouvements,  —  Si  l'on  Se  reporte  aux  premiers  éléments 
de  la  théorie  du  mouvement  relatif  d'un  point,  on  reconnaîtra 
que  le  problème  précédent  ne  diffère  pas  de  celui  qui  consiste 
à  chercher  le  mouvement  unique,  capable  de  remplacer  deux 
déplacements  successifs  infiniment  petits  d'un  même  corps 
solide  :  de  là  une  deuxième  manière  de  définir  la  composition 
de  deux  mouvements. 

Souvent  dans  ce  système  on  considère  les  deux  mouve- 
ments composants  comme  simultanés,  ce  qui  ne  veut  rien 
dire,  à  proprement  parler.  Cette  locution  s'explique  en  ce  sens, 
que  des  mouvements  infiniment  petits  successifs  peuvent  sans 
inconvénient,  au  point  de  vue  de  l'applîtation  du  calcul,  être 
considérés  comme  s'effectuant  simultanément. 

On  peut  en  effet,  dans  la  détermination  du  déplacement 
infiniment  petit  d'un  corps  solide,  supposer  que  le  corps 
au  lieu  de  partir  de  la  position  donnée,  parte  d'une  position 
infiniment  voisine  de  celle-ci  :  les  variations  des  coordon- 
nées d^  chacun  des  points  du  corps,  ainsi  calculées,  ne  diffé- 
reront pas  de  celles  qu'on  cherchait.  Si  donc  on  doit  faire 
éprouver  successivement  à  un  corps  un  nombre  quelconque 
de  déplacements  infiniment  petits,  on  pourra  supposer  chacun 
d'eux  effectué  à  partir  de  la  position  primitive  du  corps,  comme 
si  ces  déplacements  étaient  en  réalité  simultanée;  et  la  somme 
totale  des  variations  des  coordonnées  de  chaque  point,  cal- 
culée dans  cette  hypothèse,  sera  égale  à  celle  qui  résulterait 
des  mouvements  opérés  les  uns  à  la  suite  des  autres,  et  dans 
un  ordre  quelccmqoe. 
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Si  les  deux  mouvements  qu'on  demande  de  composer  sont 
ieux  mouvements  de  translation  ^  la  vitesse  relative  0 A 
fig.  106}  est  constante  à  un  instant  donné  en  grandeur  et  en 
lirectîon,  quel  que  soit  le  point  considéré;  et  il  en  est  de 
nême  de  la  vitesse  d'entratnemènt  OB. 

DoDC  la  vitesse  résultante  OC  est  également  constante,  en 
irandcur  et  en  direction,  pour  tous  les  points  du  système  so- 
lde qui  nous  occupe;  c'est-à-dire  que  le  mouvement  composé 
!e  deux  translations  est  lui-même  un  mouvement  de  transla- 
ion,  dont  la  vitesse  est  la  résultante  des  vitesses  des  deux 
wuventents  composants. 

Ce  théorème  est  vrai,  quel  que  soit  le  nombre  des  transla- 
lons  à  composer.  On  pourra  donc,  tout  comme  dans  te  cas  où 
I  s'agissait  des  vitesses  d'un  point  unique,  remplacer  autant  de 
ranslations  qu'on  le  voudra  par  une  seule.  Inversement,  on 
eut  décomposer  une  translation  donnée  en  trois  autres,  pa- 
lilèles  respectivement  à  trois  axes  rectangulaires  ou  obliques. 

Les  formules  qui  résolvent  analytiquement  les  problèmes 
datifs  à  la  composition  et  à  la  décomposition  des  translations 
ont  celles  que  nous  avons  données  (p.  87  ),  et  qu'il  est  inutile 
e  transcrire  ici. 

{  XIII.  COMPOSmOIf  ET  DÉCOMPOSrriOlf  DES  ROTATtOKS. 

Supposons  maintenant  que  le  mouvement  relatif  d'un  so- 
dé se  réduise  à  une  rotation  OQ  (*],  et  que  Taxe  OQ,  relati- 

(*)  ftemarqaon»  à  cet  égard  que  pour  définir  une  rotation  relative,  il  ne 
liSt  pas  de  donner  la  li(jne  autour  de  laquelle  s'effectue  cette  rotation,  ainsi 
le  la  vitesse  angulaire  et  le  sens  du  mouvement  :  il  est  indispensable  d'indi* 
ler  le  système  des  trois  axes  mobiles,  par  rapport  auxquels  le  corps  est 
iiBé  de  la  rotation  dont  on  veut  parler.  Supposons  en  effet  qu*un  de  ces 
Les  soit  Taxe  OQ  de  la  rotation  relative  :  si  les  deux  axes,  qui  sont  pcrpen- 
iealaires  à  celui-ci,  tournent  eux-mêmes  aussi  vite  que  le  corps  et  dans  le 
4mm  sens»  il  est  clair  que  la  rotation  apparente  sera  nulle;  et,  en  général, 
^•B  qa'on  fera  tourner  ces  axes  autour  de  OQ  plus  ou  moins  rapidement 
se  le  corps  mobile,  la  rotation  apparente  se  tiouvera  positive  ou  négative. 
Cette  rotation  est  donc  absolument  indéterminée,  tant  que  le  système  de 
»nparaisoD  n'est  pas  suffisamment  défini. 
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vemcnt  immobile,  fasse  partie  d'un  système  qui  tourne  lui- 
môme  autour  d'un  axe  O'P  {fig.  107},  flxe  d'jine  manière  ab- 
solue. 

Proposons-nous  de  composer  ces  deux  mouvements,  en 
commençant  par  le  cas  où  l'axe  de  la  rotation  relative  et  celui 
de  la  rotation  d' entraînement  sont  contenus  dans  un  même 
plan. 

Composition  de  deux  rotations  dont  les  axes  se  rencontrent. 

Soit  {^g.  108)  un  corps  solide  animé  de  deux  rotations  simul- 
tanées, autour  des  a^^es  OP  et  OQ,  qui  se  rencontrent  en  6, 
Les  deux  coniposantes  de  la  vitesse  du  point  d'intersection 
des  deux  axes  sont  nulles  :  par  suite  le  mouvement  composé 
est  une  rotation  autour  d*un  axe  qui  passe  par  ce  point  0. 
Pour  déterminer  la  direction  de  cet  axe,  il  faut  trouver  un 
deuxième  point  dont  la  vitesse  soit  nulle. 

Or,  je  dis  d'abord  que  ce  point  doit  être  cherché  dans  le 
plan  POQ. 

En  effet,  les  deux  composantes  de  la  vitesse  d'un  point 
situé  hors  de  ce  plan  ne  sont  pas  dirigées  suivant  une  môme 
droite  :  elles  ne  peuvent  donc  se  détruire  ;  et  l'axe  de  la  rota- 
tion composée  ne  saurait  être  en  dehors  du  plan  des  deux  ro- 
tations données. 

Cela  posé,  soient  m  un  point  pris  dans  l'intérieur  de  l'angle 

des  deux  axes,  x  et  y  les  distances  du  point  m  aux  lignes  OP 

et  OQ  :  les  deux  composantes  de  la  vitesse  de  ce  point  sont 

perpendiculaires  au  plan  POQ;  elles  sont  de  sens  contirafre, 

comme  on  le  voit  aisément  en  se  reportant  à  nos  conventions 

relatives  aux  sens  des  rotations;  enOn  elles  ont  pour  valeurs 

absolues  respectivement  px  et  qr,  p  ei  q  étant  les  vitesses 

angulaires  données.  Il  suit  de  là  que  le  point  m  restera  flxe, 

si  l'on  a  la  relation 

px  —  qy. 

Cette  équation  détermine  la  direction  de  t'axe  cherché,  la- 
quelle est  celle  de  la  diagoYiale  dû  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  lignes  OP  et  OQ,  qui  représentent  à  une  échelle 
convenue  les  vitesses  angulaires  des  deux  rotations  compo- 
santes. 
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Je  dis  de  plus  que  là  vitesse  angulaire  de  In  rotation  corn* 
posée  est  représentée  à  Téchelle  de  la  figure  par  la  diagonale 
OR  elle-même;  de  sorte  que  cette  ligne  OR  nous  fait  connaîtro 
à  la  fois  la  grandeur,  la  direction  et  le  sens  de  la  rotation 
qu*îl  s'agissait  de  déterminer. 

Pour  établir  ce  dernier  point,  nous  remarquerons  que  le 
quotient  de  la  vitesse  d*un  point  quelconque  du  solide  par  sa 
distance  à  la  ligne  OR  est  nécessairement  constant,  puisqu'il  a 
été  démontré  que  le  mouvement  est  une  rotation  autour  de 
OR  :  c'est  ce  quotient  qui  est  la  vitesse  angulaire  cherchée. 
Désignons  par  r  cette  vitesse  angulaire,  et  considérons  un^ 
point  0  situé  sur  l'axe  OQ.  L'une  des  composantes  de  la 
vitesse  de  ce  point  est  nulle,  l'autre  a  pour  valeur 

pXQH: 

d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  l'expression  de  r  est 

QH' 

Or,  les  deux  triangles  OPR,  OQR  sont  égaux  ;  les  produits 
OP  X  QH  et  OR  X  QHS  qui  représentent  les  doubles  de  leurs 
aires,  sont  donc  égaux  :  c'est-à-dire  qu'on  a 

QH  _  OR  _  r 
QH'""OP~p* 

Donc  r  est  égal  à  OR,  puisque  OP  a  été  pris  égal  à  p. 

Parallélogramme  des  rotations.  —  En  réunissant  les  deux 
résultats  qui  précèdent,  on  dira  simplement  que  deux  rota-* 
lions  simultanées,  autour  de  deux  axes  concourants,  se  réduis 
sent  à  une  rotation  unique,  représentée  par  leur  résultante 
^géométrique.  Cette  règle  est  identique  à  celle  qui  se  rapporte 
à  la  composition  de  deux  vitesses  d'un  point  mobile. 

On  conclut  de  là  que  des  rotations  en  nombre  quelconque, 
s*effectuant  autour  d'axes  qui  passent  tous  par  un  même  point, 
se  réduisent  à  une  seule  représentée  par  la  ligne  qui  ferme  le 
polygone  des  rotations  composantes  (*  ).  On  en  conclut  encore 

(*)  Cette  rt?pré5cntation  lumineuse  de  la  composition  des  rotations  est  due 
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qu'une  rotation  quelconque,  dont  l'axe  est  donné,  peut  toujours 
être  remplacée  par  trois  rotations  autour  de  trois  axes  rectan- 
gulaires ou  obliques,  qui  se  croisent  en  un  point  de  l'axe  donné. 

Composition  des  rotations  autour  d'axes  parallèles. 

Considérons  d'abord  deux  rotations  de  même  sens,  et  soient 
AP,  BQ  [fig*  Î09)  les  axes  de  ces  rotations:  les  deux  compo- 
santes correspondantes  de  la  vitesse  d'un  point  sont  daqs  un 
plan  perpendiculaire  à  ces  axes;  donc  tous  les  points  du  corps 
ont  des  vitesses  parallèles  à  ce  plan,  et  par  conséquent  le  mou- 
vement se  réduit  à  une  rotation  autour  d'un  axe  parallèle  aux 
axes  donnés. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  les  points  animés  d'une  vitesse 
nulle  sont  situés  dans  le  plan  des  deux  lignes  ÀP,  BQ  :  qu'ils 
se  trouvent  entre  ces  deux  lignes»  si»  comme  nous  l'avons 
supposé,  les  deux  rotations  sont  de  même  sens  :  enfin  que 
les  distances  ^  et  7  de  ces  points  aux  deux  axes  doivent  satis- 
faire à  la  relation 

px=qy. 

On  conclut  de  là  que  les  distances  de  l'axe  de  la  rotation 
composée  aux  axes  des  rotations  composantes  sont  inverse- 
ment proportionnelles  aux  vitesses  angulaires  p,  q. 

Remarquons  enfin  que  la  vitesse  d'un  point  de  la  ligne  BQ 
s'exprime  indifféremment  par  p  (  jt  -+- j)  et  par  ry,  si  on  désigne 
par  r  la  vitesse  angulaire  autour  de  l'axe  CR  que  nous  venons 
de  déterminer; 'donc 

En  remplaçant  dans  le  premier  membre  de  cette  équation  px 

par  ^f  on  obtient 

r=p  +  q: 

Deux  rotations  p  et  q,  parallèles  et  de  même  sens,  se  com- 
posent en  une  seule  égale  à  leur  somme  p  +  q*  L'axe  de  celte 
rotation  est  parallèle  aux  axes  donnés,  et  divise  leur  distance 
dans  la  raison  inverse  des  quantités  p  et  q. 

Si  les  deux  rotations  p  et  q  étaient  de  sens  contraires 
{/ig,  I  xo}»  on  trouverait  aisément  : 

1^  Que  le  mouvement  résultant  est  une  rotation  autour  d'un 
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axe  parallèle  aux  axes  des  rotations />  et  q,  et  situé  dans  le  plan 
de  ccirx-ci  ; 

7^  Que  cet  axe  est  en  dehors  de  la  portion  du  plan  comprise 
entre  les  axes  AP,  BQ,  et  du  côté  de  Taxe  (][ui  correspond  à 
la  plus  grande  vitesse  angulaire  p  ; 

3^  Qu'en  nommant  toujours  x  et/  les  distances  d'un  point 
de  cet  axe  aux  lignes  AP  et  BQ,  on  a  la  relation 

4®  Enfin,  que  la  rotation  résultante  a  lieu 'dans  le  sens  de  p, 
et  que  la  vitesse  angulaire  Je  cette  rotation  est  égale  à  la 
dirféreDce/^  —  q. 

Composition  d'un  nombre  quelconque  de  rotations  parai" 
lèles»  —  Lorsqu'un  solide  est  animé  d'un  nombre  quelconque 
de  rotations  dont  les  axes  sont  tous  parallèles,  on  trouve  le 
mouvement  de  ce  solide  en  composant  successivement,  et 
dans  un  ordre  quelconque»  les  rotations  données. 

On  prendra  par  exemple  deux  rotations  de  même  sens,  et 
on  en  déterminera  la  résultante;  on  composera  cette  résul- 
tante avec  une  troisième  rotation  de  même  sens;  puis,  quand 
on  aura  épuisé  toutes  ces  rotations,  on  traitera  de  la  même 
manière  celles  dont  les  axes  ont  la  direction  inverse.  On  arri- 
vera ainsi  à  remplacer  toutes  les  rotations  données  par  deux 
rotations  seulement  :  ces  deux  rotations  seront  de  sens  op- 
posé, et  leur  composition  donnera  la  résultante  définitive. 

Soient  peiq  les  deux  résultantes  partielles,  D  la  distance  des 
axes  de  ces  deux  rotations;  on  a,  pour  déterminer  Taxe  de  leur 
résultante,  la  relation 

px  =  qjrz=q{D-hx); 
d'où 

P  —  Q  P~7 

Cas  singulier.  — Si  q  ei  p  sont  très-peu  différents  l'un  de 
Tautre,  la  vitesse  angulaire,  p  —  9,  de  la  rotation  résultante  se 
trouve  très-petite;  et  en  même  temps  Taxe  de  cette  rotation 
s'éloigne  de  plus  en  plus  des  deux  axes  donnés. 

Vient-on  à  supposer  p  ei  q  rigoureusement    égaux,   on 

10. 
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trouve,  en  appliquant  les  règles  précédentes,  que  ces  deux 
rotations  équivalent  à  une  rotation  nulle,  s'efTectuant  autour 
d'un  axe  situé  à  Tinlini.  Ceci  ne  nous  apprend  absolument 
rien:  sinon  que,  dans  ce  cas  remarquable,^ il  n.*y  a  plus  de 
points  fixes  dans  le  corps;  par  suite,  le  mouvement  de 
celui--ci  doit  changer  de  nature,  et  il  est  facile  de  dénàontrer 
qu'il  se  réduit  à  une  pure  translation. 

Soit  M  [fig*  m)  la  projection  d'un  point  du  corps  sur  un 
plan  perpendiculaire  aux  deux  axes  ;  joignons  MA',  MB'.  La 
vitesse  du  point.M  est  la  résultante  des  vitesses  M^,  Nfr,  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  rayons  MA',  MB',  et  propor- 
tionnelles aux  longueurs  de  ces  rayons. 

(Construisons  celle  résultante  Me.  Les  triangles,  M  bc  etMA'B', 
sontsemblables,commeayant  unanglé  égal  compris  entre  côtés 
proportionnels;  on  conclut  de  là:  d'une  partt]ue  la  droite  Me 
est  perpendiculaire  à  AB,  et  d'autre  part  que  la  longueur  ^c 
cette  droite  est  exprimée  par  le  produit  pD,D.éiant  toujours  la 
distance  AB.  Ces  deux  résultats  sont  indépendants  de  la  posi- 
tion du  point  M. 

Ceci  prouve  que,  lorsqu'un  solide  est  animé  simultanément 
dfe  deux  rotations  égales,  contraires,  mafs  non  directement 
opposées,  la  vitesse  est  constante  en  grandeur  et  en  direction 
pour  tous  les  poii)ts  de  ce  corps;  et  par  conséquent  le  mou- 
vement résultant  des  deux  rotations  que  nous  venons  de 
déHnir  est  un  pur  mouvement  de  translation. 

t)es  couples  de  rotations. 

L'ensemble  de  deux  rotations  parallèles  égales  et  de  sens 
contraire,  mais  non  directement  opposées,  forme  ce  qu'on 
appelle  un  couple  de  rotations,  et  jouit  des  propriétés  sui- 
vantes : 

1"  Un  couple  de  rotations  équivaut  à  une  translation  per- 
pendiculaire à  son  plan,  translation  dont  la  vitesse  s'obtient  en 
multipliant  la  vitesse  angulaire- commune  des  deux  rotations 
qui  constituent  le  couple,  par  .la  distance  des  axes  autour  des- 
quels ces  deux  rotatioBs  s'effectuent. 

Le  produit  ainsi  obtenu,  pD,  est  le  moment  û\x  couple. 

a*»  Un  couple  de  rotations  peut  être  transporté  d'une  manière 
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quelconque  dans  son  pJan  ou  dans  toul  autre  plan  parallèle,  et 
tourné  comme  on  voudra.  En  effet  tous  les  couples  ainsi  ob- 
tenus sont  équivalents  à  une  même  translation:  ils  sont  par 
conséquent  équivalents  entre  eux. 

3*  On  peut  par  la  même  raison  disposer  à  volonté  de  la 
grandeur  de  la  rotation  />,  ou  de  celle  du  bras  de  levier  D  (*), 
pourvu  qu'on  n*altère  pas  le  moment  du  couple. 

4*  Inversement,  une  translation  quelconque  étant  donnée, 
on  a  le  droit  de  lui  substituer  un  couple  situé  dans  un  plan 
l)erpendieulaire  à  la  direction  dé  la  vitesse  de  la  translation» 
plan  passant  d'ailleurs  par  tel  point  de  Tespace  que  Ton  voudra. 
De  plus,  on  peut  choisir  arbitrairement  dans  ce  plan  la  direc- 
tion commune  des  deux  rotations^du  couple,  ainsi  que  l'un 
des  deux  éléments,  p,  D,  en  déterminant  l'autre  par  la  relation 

pï)  =  v. 

Usage  des  couples  de  rçtations.  —  L'idée  d'un  mouvement 
de  translation  est  éminemment  simple,  et  il  ne  peut  être 
question  de  lui  substituer  l'image  beaucoup  moins  nette  four* 
nie  par  deux  rotations  égales  et  contraires.  L'introduction  des 
couples  dans  la  Cinématique  doit  être  considérée  comme  nn 
pur  arliOce  de  raisonnement,  propre  à  simplifier  la  résolution 
(le  certains  problèmes. 

Transport  d'une  rotation  parallèlement  à  elle-même.  —  On 
peut  par  exemple,  grâce  aux  propriétés  des  couples,  rempla- 
cer une  rotation  quelconque  OP  (^g^.  112)  par  une  rotation 
égale,  dont  Taxe  passe  par  tel  point  de  l'espace  que  Ton  vou- 
dra, O',  plus  une  translation  perpendiculaire  au  plan  OPO'. 

Il  suffit  pour  cela  de  prendre  cette  translatioli  équivalente 
au  couple  (O'P'^jOP),  ce  qui  est  toujours  possible  :  on  voit  que 
la  réunion  de  cette  translation  avec  la  rotation  O'P'  -produit 
précisément  la  rotation  OP. 

yépplication.  —  Nous  nous  sommes  représenté  le  mouve- 
ment le  plus  général  d'un  corps  solide  en  attachant  à  un  point 
quelconque,  0,  de  ce  corps,  trois  axes  animçs  d'un  mou- 
vement de  translation  dont  la  vitesse  est  égale  à  là  vitesse 


{*]  La  loogacur  D  s'appelle  le  bras  de  levier  du  couple  :  nous  verrons  plus 
tard  l'origiiic  de  cçtic  dénomination,  empruntée  au  langage  de  la  Stati(|ue. 


rmàbte  QA  de  ce  poiat  :  le  moinreaieot  dm  sofide,  rcfaiîTe- 
ment  â  ces  axes,  csl  une  rotatioo  OP»  doai  Taxe  passe  par  le 
point  0« 

Soit  (y  UD  autre  point  quelconque  da  solide;  jgovioos  aux 
deox  momreoients  OA,  OP,  deux  rotations  coimaiies  dont 
les  axes  soient  tous  les  deux  diri^  suivant  la  parrilèle  à 
Taxe  OP,  menée  par  le  point  (ï,  et  dont  les  Yîtesscs  an^- 
blrea  soient  égales  en  valeur  absolue  à  OP.  U  est  clair  que 
noos  n'avons  rien  changé  au  mouvement  du  solide;  seule-- 
meot  ce  mouTcment  se  présente  maintenant  eonuM  composé 
de  quatre  mouvements  simples,  savoir  :  les  trois  rotations 
OP,  (yir,  (y?',  et  la  transtoUon  OA,  ou  O'A'  (*). 

Mais  OP  et  O^P'  forment  vn  couple  de  rotations;  ce  couple 
équivaut  a  une  transbtion  CKB  qif'on  peut  cmnposer  a^'ec 
O^A';  et  il  ne  nous  reste  plus,  outre  la  translation  résultante 
O' V,  que  la  rotation  O^P,  laquelle  n*est  autre  chose  que  la 
rotation  OP,  transportée  au  point  O'. 

Le  mouvement  du  solide  peut  être  indifTéremment  consi- 
déré comme  composé  :  soit  de  la  translation  OA  et  de  la  roia* 
tlon  OP,  soit  de  la  translation  CK  V  et  de  la  rotation  O'P'. 

Les  direrses  décompositions  dont  un  même  motnrement  est 
ainsi  susceptible  donnent  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

I*  Quel  que  soit  le  point  choisi  pour  origine  de$  axes  mo» 
biles,  on  trouve  toujours  une  même  ligne  pour  représenter 
en  grandeur  et  en  direction  l'axe  de  la  rotation  du  corps.  Cette 
ligne  est  évidemment  parallèle  à  l'axe  central. 

if  La  translation  varie  d'un  point  à  un  autre  :  cependant 
on  trouve  toujours  la  même  valeur  pour  tous  les  points  d'une 
même  ligné  telle  que  OP,  parallèle  à  Taxe  central. 

3p  La  ligne  qui,  en  un  point  donné,  représente  là  transla- 
tion, n'étant  autre  chose  que  la  vitesse  du  point  lui-même, 
on  voit  que  la  construction  qui  précède  nous  fait  connaître 
d'une  manière  simple  la  vitesse  d'un  point  quelconque  d'un 
système  solide,  quand  on  se  donne  la  translation  et  la  totation 
dé  ce  système. 

4*  Enfin,  pour  déterminer  l'axe  central,  il  faut  décomposer 


(*}  n   tt  érklciit  «iiM   U  li(rné  qui  rq>rcMDte  niM -traoslatkMl  peut  être 
iDdiiKt«Biaitat  aiméa  par  an  point  <|Mlcoiiq««  dt  r«fpt«e. 
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[a  iranslalion  OA,  parallèlement  et  perpendiculairement  à  Taxe 
le  la  rotation  OP  (fig.  1 1 3  ). 

La  composante  OH  revient  à  un  couple  de  rotations  situé 
Jans  un  plan  perpendiculaire  à  POM  ou  à  POA.  Arrangeons- 
nous  de  manière  que  Tune  des  rotaUons  du  couple  détruise 
la  rotation  OP  :  te  point  0,,  où  l'autre  rotation  devra  être  appli- 
quée, est  un  des"  points  de  Taxe  central.  On  trouvera  la  lon- 
gueur OOi  par  réquation 

OMi==OPxOO,. 

Composition  des  mouvements  quelconques. 

Pour  composer  un  nombre  quelconque  de  mouvements  élé- 
mentaires, lesquels  se  réduisent  chacun  en  particulier  à  la 
combinaison  d'une  translation  et  d'une  rotation,  on  prendra  une 
origine  arbitraire  0,  et  on  transportera  en  ce  point  toutes  les 
rotations.  Ces  rotations  se  composeront  toutes  en  une  rota* 
lion  unique,  à  laquelle  il  faudra  joindre,  pour  avoir  le  mou-* 
vement  réel,  la  résultante  qu'on  obtient  en  composant  toutes 
les  translations  données,  plus  celles  qui  proviennent  du  trans- 
port des  rotations  au  point  0. 

Concevons  par  le  point  G  trois  axes  quelconques  :  ce  qui 
précède  donne  le  moyen  de  décomposer  le  mouvement  d'un 
solide  en  trois  translations,  parallèles  aux  trois  axes,  et  trois 
rotations  s'cfTectuant  autour  de  ces  mêmes  axes. 

EnGn  tout  mouvement  élémentaire  peut  encore  être  décom- 
posé, et  d'une  infinité  de  manières,  en  deux  rotations  autour 
de  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan.  L'une  de  ces 
droites  peut  être  prise  à  volonté  (*);  l'autre  est  la  conjuguée 
de  celle-ci,  et  réciproquement. 


(*)  U  suit  (la  là  qu'une  droite  peut  élre  amenée  d'uno  position  à  une  autre 
par  l'effet  d'une  simple  rotation  autour  de  sa  conjuguée.  Il  est  à  remarquer 
que  cette  conjuguée  est  unique»  quel  que  soit  le  système  solide  dans  lequel  oo 
insère  la  première  droite. 

Lorsqu'on  considère  une  droite  mobile,  sans  se  préoccuper  de  fixer  les  tra- 
jectoires des  divers  points  do  cette  droite,  il  y  a  une  infinité  de  manières  de  la 
(aire  passer  d'une  position  à  la  position  voisine,  au  moyen  d'uno  simple  rota- 
tion. Le  lieu  des  conjuguées  qui  répondent  h  -  ces  divers  mouvements,  c'est- 
à-dire  le  liea  dea  axes  .des  byperboloîdes  de  révolntion  qui  se  raccordent 
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§  XIV.  —  Mouvement  relatif  de  deux  solides  qui  se  déplacent 

CHACUN   d'une  HANIÈRE  QUELCONQUE. 

Problème  général.  —  Veux  corps  sont  animés  de  mouve- 
ments connus  quelconques  :  trouver  le  mouvement  relatif  de 
l'un  d*eux  par  rapport  à  l'autre,  c'est-^-dire  par  rapport  ti 
trçis  axes  rectangulaires  invariablement  liés  à  celui-^n, 

La  solution  de  ce  problème,  dont  on  rencontre  de  nom- 
breuses applications  dans  Tétude  des  machines,  résulte  immé- 
diatement de  la  théorie  de  la  composition  des  mouvements. 

En  effet,  îlest  évident  qu'on  ne  change,  pas  le  mouvement 
relatif  cherché,  en  imprimant  à  l'ensemble  des  deux  corps  un 

arec  la  «urface  gauche  décrite  par  la  droite,  n'est  autre  chose  que  le  parabo- 
loïde  normal  à  cette  surface  le  long  de  notre  droite. 

De  la  définition  que  nous  avons  donnée  des  droites  conjuguées,  considérées 
comme  axes  de  rotation,  découle  immédiatement  la  propriété  suivante,  qui 
définit  ces  mêmes  droites  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  pure  : 

Xei  pkuis  normaux  aux  trajectoires  fie  tous  les  points  d'une  droite  mobile 
vnt  pour  intersection  commune  la  droite  conjuguée. 

Menons,  la  perpendiculaire  commune  à  Taxe  central  et  à  la  droite  donnée  D; 
le  pied  de  cette  perpendiculaire  P  sur  la  droite  D  est  le  point  central  de 
Télément  gauche  décrit  par  cette  droite  dans  son  moutement.  infiniment  petit: 
nous. l'appellerons  le  point  centi^al  de  la  droite. 

Cela  posé,  considérons  le  paraboloïde  normal  à  la  surface  de  ^is  à  filets 
carres  décrite  par  la  perpendiculaire  P,  on  a  le  théorème  suivant  : 

La  conjuguée  d'une  droite  est  parallèle  à  la  génératrice  du  pai-abolo7de  nor- 
mal  q tu  passe  jjar  le  point  central  de  cette  droite, 

Cettepropriété  étant  réciproque,  la  conjuguée  se  trouve  aussi  déterminée  de 
position,  puisqu'il  suifit  pour  en  avoir  le  point  central  de  chercher  sur  la  ligne  P 
le  point  où  la  génératrice  du  paraboloïde  est  parallèle  à  la  droite  donnée. 

Plaçons-nous  sur  Taxe  central,  supposé  vertical,  de  manière  à  voir  la  rota 
tion  instantanée  s'eflectuer  4ans  notre  sens  positif,  et  regardons  toutes  les 
droites  dont  le  point  central  est  sur  la  ligne  P.  Les  portions  de  ces  droites 
situées  au-dessus  du  paraboloïde  sont  les  axes  des  rotations  conjuguées  équiva- 
lentes au  mouvement  hélicoïdal  qui  nous  occupe.  Il  n'est  donc  pas  possible. 
Ml  point.de  vue  cinématique,  pour  toutes  les  droites  qui  descendent  au -dés- 
tous  du  paraboloïde,.  d'assigner  une  direction  conjuguée.  Qualit.avx  génératrices 
du  paraboloïde  et  de  tous  les  autres  paraboloïdes  de  même  nature,  il  n'existe 
ancune  nuinière  de  les  amener  d'une  position  à  la  position  ToisSne,  au  moyen 
d'une  simple  rotation. 

^^e  ne  développerai  pas  davantage  les  propriétés  des  droites  conjuguées, 
lesquelles  s'étendent  au  cas  où  l'on  considère  un  déplacement  fini  d'une  droite 
dam  l'Espace.  ( Consul tei*  les  nombreux  IVlémolret  do  M.  Châties,  déjà  cités.) 
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louvement  commun  quelconque.  Prenons,  ce  mouvement 
Dmmun  égal  et  contraire  au  mouvement  de  l*un  des  deux 
)lides  :  celui-ci  se  trouvera  réduit  au  repos,  el  le  mouve- 
ment absolu  de  l'autre  sera  précisément  le  mouvement  relatif 
emandé.  Ce  mouvement  s'obtient,  comme  on  voit,  en  coiln- 
osant  par  les  règles  établies  dans  le  paragraphe  précédent, 
i  mouvement  propre  du  solide  avec  un  mouvement  égal  et 
ontraîre  à  celui  des  trois  axes  de  comparaison. 
Appliquons  cette  solution  générale  aux  cas  particuliers  les 
lus  intéressants. 

PiOBLÈMB  I.  —  Deux  corps  ioumeiit  en  seiis  invene  autour 
^e  deux  cuees  fixes  et  parallèles  C,  C,  avec  les  vitesses  angu^ 
lires  respectives  {(ù),  ( —  &>')  :  prouver  le  mouvement  relatif  du 
Mde  (  C  )  par  rapport  au  solide  (  C  ). 

Solution.  — -'  Composer  la  rotation  g),  dont  Taxe  est  projeté 
xiC[fig»  1 14}»  avec  une  rotation  (ù'  égale  «t  contraire  à  la  rota* 
ion  C.  Les  deux  rotations  à  composer  sont  de  même  sens, 
uisque  les  rotations  données  ont  été  supposées  de  sens 
ootraire  :  la  résultante  est  égale  à  la  somme,  w  +  o/;  et  Taxe 
e  cette  rotation  résultante,  axe  instantané  de  la  rotation  re- 
ilive,  s'obtient  en  divisant  la  distance  CC,  dans  le  rapport 
iverse  des  quantités  (ù  et  o)'. 

Le  mouvement  de  (C)  par  rapport  à  (C)  est  une  rotation 
gale  et  contraire  à  celle  que  nous  venons  de  trouver  :  elle 
'efTectue  autour  du  même  axe  A. 

Corollaire.  —  Si  le  rapport  -^  est  constant.  Taxe  déterminé 

&) 

n  vertu  de  la  règle  précédente  occupe  une  position  fixe  dans 
espace  (*). 

Problème  11.  «^  Deux  corps  assujettis  à  tourner  autour  de 
eux  axes  fixes  et  parallèles  C,C',  sont  en  contact  par  deux 
âmes  déforme  quelconque  (cylindrique)  i  trouver  le  rapport 
es  vitesses  angulaires  de  ces  deux  corps  autour  de  leurs  axes 
zspectifs. 

Solution.  —  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  le  mou- 


{*)  U  n'eo  mérite  pas  moins  le  nom  d*axc  instantané,  car  il  nVst  axe  do 
>utioo  que  dans  le>  mouTemcnt  rcUtii';  cl  il  nVst  pas  relativement  fixe. 
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vement  du  corps^C)  par  rapport  au  corps  (C)  est  une  rotation 

autour  d'un  centre  instantané  A  (^îg*-  i^SJy  situé  sur  la  ligne  CC'. 

D'autre  part,  nous  savons  que  la  normale  commune  à  deux 
courbes  qui  sont  assujetties  à  rester  constamment  en  cotitact 
passe  au  centre  instantané  de  la  rotation  relative  ;  donc  ce 
centre  n'est  autre  que  le  point  où  la  normale  MN  vient  ren- 
contrer la  ligne  des  centres.    ' 

Une  fois  le  point  A  déterminé,  nous  savons,  parle  problème 
précédent,  que  le  rapport  des  vKesses  angulaires  est  Tinverse 
de  celui  des  segments  CA,  C'A. 

De  là  ce  théorème  déjà  établi  précédemment,  d'une  manière 
indirecte  : 

Les  vitesses  angulaires  de  deux  courbes  planes  qui  s'àppuieni 
l'une  sur  Vautre^  sont  en  raison  inverse  des  segments  déter- 
minés par  la  normale  commune  sur  la  ligne  qui  joint  les  cen- 
tres autour  desquels  tournent  ces  deux  courbes. 

Corollaire.  —  Pour  que  le  rapport  des  vitesses  angulaires 
soit  constant,  il  faut  et  il  suffit  que  la  normale  commune 
aux  deux  cames  vienne  couper  la  ligne  des  centres  eu  un 
point*  lîxe. 

Problème  III.  —  Les  choses  étant  comme  dans  ^  problème 
précédent^  trouver  l'étendue  du  glissement  relatif. 

Soit  M  le  point  de  contact  {Jig*  1 16)  :  au  bout  d'un  temps 
infiniment  petit  dty  le  coniaci  se  fait  en  un  autre  point  M,,  et 
les  points  primitivement  réunis  en  M  se  trouvent  transportés 
en  n  et  n'.  La  dislance  n/i' est  d'après  notre  déGnition  l'arc  de 
glissement  :  arc  dont  la  direction  limite  est  celle  de  la  perpen- 
diculaire à  la  normale  commune. 

Considérons  le  triangle  infiniment  petit  M/i/i',  dont  les  côtés 
ont  pour  valeurs 

Mn  =  ^5  =  w  rf/ X  CM, 

M/i'  =  rf5'  =  w'J/xC'M, 

nn'  =  dS=^Vgdt: 

les  rapports  de  ces  côtes  sont  égaux  aux  rapports  des  sinus  des 
angles  opposés.  Mais,  les  trois  cotés  du  triangle  Mitn'  étant 
perpendiculaires  respectivement  aux  droites  MA,  JIC,  MC,  on 
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eut  rejaiplacer  les  adgles  de  ce  triangle  par  les  angles  égaux 
^rrnés  autour  du  point  M,  et  poser  la  proportion 


dSids:  ds"  :  :  sin  MG,  MC  :  sin  MC,  MA  ;  sin  MC,  MA. 

n  conclut  de  là  le  rapport  de  la  vitesse  de  glissement  à  Tune 
u  à  l'autre  des  vitesses  angulaires. 

Corollaire.  —  Pour  que  le  glissement  élémentaire  soît  nul, 

Cuit  qu'on  ait 

sinMC,MC'  =  o, 

'est-à-dîre  que  le  point  de  contact  des  deux  courbes  soit  sur 
{ ligne  des  centres. 

Problème  IV.  —  Déterminer  les  deux  courbes,  de  manière 
ue  la  transmission  du  mouvement  s'effectue  sans  glissement, 
tque  le  rapport  des  vitesses  angulaires  soit  constant. 

Solution,  —  Pour  que  le  glissement  soit  nul,  il  faut  que  le 
oint  de  contact  des  profils  cherchés  soît  sur  la  ligne  des  cen- 
res  de  rotation.  Si  de  plus  on  veut  que  le  rapport  des  vitesses 
oit  constant,  ce  point  doit  être  un  point  fixe  M,  de  la  ligne  CC. 

n  suit  de  là  que  les  longueurs  CM,  CM  sont  constantes,  et 
;ue  par  conséquent  les  courbes  décrites  par  le  point  M,  rela- 
ivement  aux  centres  respectifs  C  et  C,  sont  deux  cîrconfé- 
ences  de  cercle  {^g.  117).  Les  rayons  de  ces  circonférences 
ont  déterminés  par  leur  somme,  égale  à  la  longueur  CC,  et 
ar  leur  rapport,  qui  est  Tinversc  du  rapport  de  vitesses 
onné. 

Scolie.  — Si  Ton  supprime  la  restriction,  sans  glissement, 
t  point  de  contact  des  deux  courbes  peut  être  n'importe  où  : 
i  rapport  des  vitesses  ne  cessera  pas  d'être  constant,  et  con- 
ïrvera  la  même  valeur  que  précédemment^  pourvu  que  la 
3nnale  commune  vienne  passer  au  point  de  contact  M  des 
rconférences  dont  nous  venons  de  parler;  de  sorte  que,  géo- 
létriquement,  le  problème  admet  une  infinité  de  solutions  : 
ous  savons  qu'on  peut  se  donner  arbitrairement  Tune  des 
eux  courbes,  et  que  l'autre  est  l'enveloppe  des  positions 
îlalives  de  celle-ci. 

Nous  verrons  plus  tard,  parmi  ces  solutions  en  nombre  in- 
ai,  quelles  sont  celles  que  la  pratique  a  adoptées. 
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Problème  V.  —  Étant  donnée  la  courbe  (C)  {Jig.  i  i8)^rf^/tfr- 
niiner  la  courbe  (C)  de  manière  que  le  glissement  sait  nul: 
trouver  dans  cette  hypothèse  le  rapport  variable  des  vitesses 
simultanées  d^s  deux  cames. 

Solution.  —  Posons  : 

œ  =  a,     CM  =  r,     C'M  =  r', 

Cl  soient  0  el  6'  les  angles  des  rayons  vecteurs  r  ei  r'  avec 
deux  axes  CP,  C'P',  fixés  respectivement  aux  centres  C  el  C. 
La  courbe  { r,  6)  devant  être  tangente  au  point  M  à  ia  courbe 
(/•',  6'),  on  a  les  relations  suivantes  : 

dO        ,dQ' 
<^)  'd-r  =  ^d?' 

Comriie  on  lire  de  Téquaiion  (i) 

(3)  dr  =  ^dv\ 

on  voit  que  l'équation  (a)  se  réduit  a 

(4)  rrfe  =  — r'rfO'  (*)  : 

c'est  réquaiion  différenliclle  de  la  courbe  cherchée. 

Une  fois  qu'on  connaîi  ren  fonciion  de  r',  on  a  pour  le  rap- 
port des  vitesses 

(5)  m=^,. 

pRODLbME  Vï.  —  Réciproquement,  le  rapport  variable  des 
vitesses  étant  donné  r  trouver  les  deux  courbes  (C)  et  (C),  le 
glissement  devant  toujours  être  nuL 

La  solulion  analytique  de  ce  problème  inverse  est  fournie 

■       ■         '      ■•  '  ■  ■  ■  ■  ■  ■■«.,.   .  , ,  ■    - 

(*)  On  vériAc  que  le  mouvement  est  bien  un  roulement  simple;  en  effet: 

\\  résulte  de  cette  équ^ition  que  les  arcs .  parcourus  simultanénaent  par  le 
point  de  contact  Siiir  let  deux^  courbes  sont  égaux. 
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larles  équatioi>s  qui  résolvent  le  problème  précédeni;  à  3a- 
oîr(i),  (4}et(5). 

Généralement,  le  mouvement  d'un  des  arbres  est  uniforme, 
l  on  se  donne  la  loi  du  mouvement  qu'on  veut  imprimer  à 
'autre  :  on  connaît  alors  m  en  fonction  du  temps,  ou  de 
'angle  0  qui  varie  proportionnellement  au  temps. 

Scolie.  — ^"  Quand  on  a  trouvé  deux  courbes  convenables, 
m  peut,  sans  cesser  de  satisfaire  à  la  question,  déformer  ces 
leux  courbes  de  la  manière  suivante. 

On  réduira  tous  les  angles  0  et  9'  dans  un  rapport  constant 
quelconque,  rapport  qui  doit  être  le  même  pour  les  deux 
(Xiurbes  conjuguées;  puis,  ^ur  chacun  des  rayons  correspoii- 
daQt  aux  angles  réduits,  on  portera  des  longueurs  égales  à 
celles  des  rayons  vecteurs  primitifs  :  les  courbes  ainsi  obte- 
Dues  répondront  à  toutes  les  conditions  du  problème. 

PftOBLÈME  VII.  —  Un  corps  tourne  autour  d'un  axe  C 
[fig.  119)  :  trouver  son  mouvement  par  rapport  à  un  autre 
torps  animé  d'un  mouvement  de  translation  dans  le  sens  de 
la  flèche  (/). 

Solution.  —  On  passe  des  problèmes  précédents  à  celuî-c» 
en  supposant  que  le  centre  C  s'éloigne  à  l'infini,  sur  la  per- 
pendiculaire à  la  direction  de  la  translation. 

Pour  résoudre  le  même  problème  directement,  il  faut 
composer  la  rotation  (C')avec  une  translation  contraire  à  la 
translation  donnée.  Remplaçons  celte  translation  par  un 
couple  de  rotations  et  prenons  l'une  des  rotations  du  couple 
^le  et  contraire  à  la  rotation  (€'),  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible :  le  mouvement  composé  se.  trouvera  simplement  repré- 
senté par  l'autre  rotation  du  couple,  laquelle  est  égale  el 
;»ra1lèle  à  la  rotation  (C),  et  dirigée  dans  le  même  sens. 

La  position  A  de  l'axe  de  cette  rotation  est  déterminée  par 

l'équation 

&)'  X  C'A  =  c, 

7  étant  la  vitesse  de  la  translation  donnée  (*). 


(•)  î^  point  A  nVst  autre  chose  qiie  le  point  du  corps  tournanl,  dont  la 
«itesse  est  précisément  égale  à  la  vitesse  c,  et  dirigée  dans  le  môme  sens.  Pur 
Mite  la  Titesse  relative  de  ce  point  est  nulle. 
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On  obtient  donc  te  mouvement  relatir  en  transportant  la 
rouiion  (C)  parallèlement  à  elle-même,  en  un  certain  point 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  C  sur  la  direction  de 
la  vitesse  de  la  translation. 

Problème  VIII.  —  Deux  corps  tournent  uniformément  au^ 
tour  de  deux  axes  non  situés  dans  le  même  plan  :  trouver  le 
mouvement  relatif. 

Solution.  —  Soient  (Jig.  i«o)  P/?,  Qg  les  axes  des  deux  ro- 

.tations  données.  Menons  la  plus  courte  distance  PQ  de  ces 

deuxdroites,etsoit  A  la  longueur  de  cette  plus  courte  distance. 

Pour  avoir  le  mouvement  relatif  du  deuxième  corps,  tl  faut 
composer  sa  rotation  Qq  avec  une  rotation  P/^i,  égale  et  cpn- 
traire  à  la  rotation  de  l'autre  solide. 

Introduisons  deux  rotations  contraires  Qpt,  Q/?»,  égales  à  p 
en  valeur  absolue  :  nous  n'aurons  rien  changé  au  mouvement 
relatif  cherché.  Or  les  rotations  q  et  p,  se  composent  en  une 
seule  r;  et  l'on  a  en  outre  le  couple  (pr,;?,),  lequel  équivaut 
à  une  translation  QA  perpendiculaire  au  plan  PQ/^s- 

Le  mouvement  relatif  se  compose  de  la  rotation  Qr  et  de. 
la  translation  QA,  dont  la  vitesse  est  représentée  par  le  pro- 
duit ph. 

Paoblèxs  IX.  —  Les  choses  étant  comme  dans  le  problème 
précédent,  déterminer  l'axe  de  rotation  gUssant  du  mouve- 
ment  relatif 

Solution.  —  Décomposer  la  translation  QA  {^g.  lai)  en 
deux,  dont  l'une  QB  soit  dirigée  suivant  Taxe  de  la  rotation 
résultante,  l'autre  QG  étant  perpendiculaire  à  cet  axe  :  on  a 

OB=/?Astn^iT, 
QC=/?/icos]pr^. 

Remplaçons  QC  par  un  couple  dont  Tune  des  rotations  soit 
égale  et  contraire  à  r  :  l'autre  s'eflectuera  autour  d'un  axe 
contenu  dans  le  plan  PQr.  Soit  OR  ce  nouvel  axe,  et  z  le  bras 
de  levier  du  couple,  c'est-à-dire  la  distance  QO,  on  aura 

rz  =1  pfi  cospTr. 
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ainsi  déieroiloée  n'est  autre  chose  que  Taxe  de 
mau 

it  de  réquation  précédente 

phcosp^r       .  ^^    qh  cos  g,  r 

ard  à  là  relation  évidente 

r = p cosp,  r -+- jf  cos  g,  r. 

z     p  cos  p^r coi  p,r 

h  —  z      q  cosg,  r      cot  q^r 

p      s\ïi  q^  r 
?      sln/>,  r 

istruire  z^  inscrivons  dans  la  projection  horizontale 
des  axes  donnés,  et  perpendiculairement  à  l'axe 
on  résultante,  une  longueur  Pi  Q,  =  PQ  =  A  ;.  cette 
visée  au  point  I  dans  le  rapport  demandé.  En  effet, 

QI  =  Q,I  cot  gTr^  IPi  cotpT''* 

Q.I_     z 
IP.  ""A  — z' 

—  Quand  les  axes  sont  rectangulaires,  les  angles 
ir  py  r  et  q,  r  sont  complémentaires;  donc 

=  coto,r= ==j     T =  ^' 

^  coty,  r      à  —  z      q* 

K.  —  L'axe  de  rotation  glissant  divise  la  plus  courte 
^  deux  axes,  supposés  rectangulaires,  dans  le  rap- 
«  du  carré  des  vitesses  p  et  q. 

yai  :  les  vitesses  angulaires  des  deux  arbres  sont 
;  inversement  comme- les  racines  carrées  des  dis- 
axes à  Taxe  instantané  (*). 


w*m 


i  comme  cet  dktances  elIeB-mèmes,  ûintl  que  Tont  écrit  plusieurs 
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ProdIèxb  X.  —  Déterminer  lesdeux  surfaces  renées  que  déerii 
Vaxe  instantané  dans  l'intérieur  de  chacun  des  deux  corps. 

Considérons  seulement  le  cas  oh  le  rapport  ^  est  constant  : 

Taxe  instantané  est  fixe  dans  l'espace,  mais  il  ne  Test  pas  dans 
les  deux  corps  ;  et  ses  positions  successives  tracent  respec- 
tivement deux  hyperboloïdes  do  révolution  qui,  dans  le  mou- 
vement, se  touclient  constamment  tout  le  long  de  la  généra- 
trice commune.  . 

Scolie',  —  Il  est  facile  de  vérifier  à  posteriori  que  ces  deux 
surfaces  satisfont  à  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
le  raccordement  des  hyperboloïdes  de  révolution. 

En  effet,  les  rayons  R  et  R,  des  cercles  de  gorge  de  ces 
hyperboloïdes  sont  respectivement  égaux  à  z  et  A  —  z;  les 
inclinaisons  i  et  i^  de  la  génératrice  sur  chaque  axe  sont  les 
angles  que  nous  avons  désignés  par  j,  r  et  jpTr.  Donc  l'équa- 
tion ,,  ■ 

zcoXÇy  r  =  [h  —  z)coip,  r 

revient  à  la  relation  que  nous  connaissons  : 

Rcot/  =  R,cot/,. 

§  XV.  —  Théorie  ,  analytique  de  la  rotation 

AUTOUR  d'un  Point. 

Après  avoir  établi  géométriquement  les  théorèmes  relatifs 
à  l'existence  et  aux  propriétés  de  l'axe  instantané  de  rotation 
dans  le  mouvement  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe,  ainsi 
que  ceux  qui  se  rapportent  à  la  composition  dos  rotations,  il 
ne  sera  pas  inutile  de  montrer  comment  l'analyse  s'applique* 
a  ce  genre  de  questions.  Il  importe  en  même  temps  de  cal- 
culer, une  fois  pour  toutes,  les  formules  de  Géométrie  ana- 
lytique dont  nous  aurons  plus  tard  à  faire  un  usage  continuel, 
dans  l'importante  théorie  dé  la  rotation  des  corps. 

Nous  nous  bornerons  d'ailleurs  au  cas  où  il  y  a  un  point  fixe 
dans  le  système,  et  nous  démontrerons  analytiquement  : 

i*"  Que  dans  le  mouvement  d'un  corps  autour  d'un  point 
fivo,  il  y  a  toujours  dans  ce  corps  une  infinité  de  points  situés 
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sur  une  même  ligne  droite,  points  animés  à  un  instant  donné 
d*tine  vitesse  nulle  ; 

n?  Que  les  vitesses  de  tous  les  autres  points  du  solide  sont 
les  mêmes  que  si  le  corps  tournait  effectivement  autour  de 
cette  droite  dont  la  vitesse  est  nulle,  droite  qui  porte  le  nom 
d'axe  instantané  ou  spontané  de  rotation  ; 

3»  Enfin  que  ces  vitesses  sont  encore  les  mêmes  que  si  le 
corps  tournait  simultanément  autour  de  trois  axes  rectangu- 
laires quelconques  ( menés  par  le  point  fixe),  avec  des  vitesses 
angulaires  représentées  par  les  projections  sur  ces  trois  axes 
de  la  vitesse  angulaire  autour  de  Taxe  instantané. 

Il  suffit,  pour  établir  ces  propositions,  de  différentier  les 
formules  ordinaires  de  la  transformation  des  coordonnées, 
en  appliquant  ces  formules  au  passage  d'un  système  d'axes 
liés  au  corps  à  un  système  fixe  dans  l'espace.  Nous  suppose-^ 
rons  ces  deux  systèmes  rectangulaires. 

Prenons  pour  origine  le  point  fixe  ;  soient  OXi,  OY,,  OZ,, 
{fg.  1212)  trois  axes  rectangulaires  immobiles  par  rapport  au 
corps,  et  OX,  OY,  OZ,  trois  autres  axes  fixes  dans  l'espace. 

Un  point  du  solide  est  déterminé  à  un  instant  quelconque 
par  ses  coordonnées  :r,,7*„  z,,  prises  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles, et  par  les  positions  de  ces  axes  au  même  instant  :  posi- 
tions qu'on  définit  en  donnant  les  neuf  cosinus  des  angles 
formés  par  les  axes  mobiles  avec  les  axes  fixes. 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 


//  =  cosX,,X,    rt'  =  Y, ,X,    /^i"  =  cosZ, ,  X, 
^  =  cosX;7y,    6'  =  Y7rV,    i"  =  cosZ77Y, 

c=cosxrrz,  tf'=Y7rz,.  c^=cosz7rz(*), , 

on  a  les  expressions  suivantes  pour  les  coordonnées  du  point 
(-ï*!,  ^^»  ^i)>  considérées  par  rapport  aux  axes  OX,  OY,  OZ  ; 


X  =  axt  4-  rt'  Ti  4--  fc"  " 


^\  9 


Z  =  CXi  -f-  c'xx  -i-  c"  Zy . 


(*)  Ces  neuf  cosinus  sont  les  mêmes  ù  chaque  instant  pour  tons  les  points 
du  coq)s;  mais  ils  varient  pendant  le  mouvement.  Ce  sont  donc  des  fonctions 
du  temps,  et  du  temps  seulement. 

Ces  cofinas  satisfont  aux  relations  que  Tcn  co:î::  .a. 

1.  H 
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Ditférentions  ces  équations,  en  considérant  oti,  x**  ^< 
comme  des  consumes;  nous  obtiendrons  les  composantes  de 
la  vitesse  du  même  point,  projetée  sur  les  trois  axes  fixes  : 

dx^  da  daf  d<f 

dy  db  db'  db' 

dz  de  de'  de" 

Cela  posé,  je  dis  en  premier  lieu  que  le  mouvement  du 
cor^s  est  une  rotation  autour  d'un  axe  que  nous  allons  déter- 
miner. 

Cherchons  les  projectiQns  c,,,  i>i,  f*.  de  la  vitesse  de  notre 
point  sur  les  axes  mobiles. 

On  obtient  v^^  en  multipliant  respectivement  v^,  Vj,  v^  par  a^ 
by  Cy  et. ajoutant;  l'expression  à  laquelle  on  arrive  présente 
ceci  de  remarquable  :  qu'elle  ne  contient  pas  de  terme  en  Xi. 
On  a  en  effet 

da       .db         de       rf     i  ,  ,       . 

quantité  identiquement  nulle,  puisque  la  somme  a^-hb*-^^ 

est  égale  à  l'unité. 

Il  suit  de  là  que  l'expresâion  de  i^x^  se  compose  uniquement 

de  termes  multipliés  par  ji  ou  par  Zi  :  nous  la  mettrons  sous 

la  forme 

qz,  —  rjTif 

les  coefficients  9  et  r  satisfaisant  aux  relations 

rfa"       ,db''         dcT 

9=''dr'^^-dr-^'-dt' 

da'       ,dV         de' 
^r=a^  +  b^  +  c^. 

Si  on  calcule  i'j,  par  le  même  procédé,  on  trouve  naturel- 
lement zéro  pour  le  coefficient  de  j'^i;  de  plus,  il  arrive  quç 
Je  nvefficient  de  x^'' 

-,  i^'     -  da       ,,  db         ,  de 
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est  égal  et  de  sigae  contraire  à  celui  de  ji  dans  l'expression 
de  f,,. 
C'est  ce  qu'on  voit  tout  de  suite  en  ayant  égard  à  l'équation 

-T-(«a^+ W-i-cç')  =  0, 

de  laquelle  on  déduit 
^da       ,,db       ^dc  I    da'       .rf^'  .      dc'\ 

On  a  donc  en  définitive 
en  faisant 

on  trouverait  de  même 

les  coefficients  p  et  q  étant  les  mêmes  que  ceux  qui  figurent 
dans  les  expressions  de  i',^  et  Vj,. 

Nous  verrons  tout  à  l'heure  la  signification  des  quantités 
PfÇ*  ''(*)>  Q"^  jouent  le  principal  rôle  dans  cette  théorie,  et 
qui  jusqu'ici  représentent  simplement,  pour  abréger  l'écriture, 
certaines  fonctions  des  neuf  cosinus  et  de  leurs  dérivées. 

Jxe  instantané  de  rotation.  —  Considérons  les  expressions 
que  nous  venons  de  trouver,  pour  les  vitesses  projetées  sur 
les  axes  mobiles 

(*)  On  peut  dès  à  présent  remarquer,  avec  M.  Duhameli  qne  les  produits- 
pdtf  qdt,  rdt^  représentent  respectiveroent  les  angles  formés  par  chacun  des 
axes  mobiles  arec  sa  position  inûniment  voisine.  Si  Ton  prend  pour  axes 
fixes  les  positions  initiales  des  axes  mobiles,  on  trouve,  pour  déterminer  la 
position  de  ces  axes  au  bout  du  temps  </r,  les  cosinus  suivants  : 

a  =  I,  a'  =  —  rdt^     k"  =  qdt^ 

fi=zrdt,        ^'=1,  /ar=^pdt, 

y=z-~-qdt,     '/=pde,  /  =  l. 

II  . 
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on  annule  à  la  fois  ces  trois  quantités,  en  posant 

Xi  ^__  y\  ___  Z\ 

Qr>  ces  équations  sont  celles  d*une  ligne  droite»  dont  tous 
les  points  ont  à  Tinstant  considéré  une  vitesse  nulle  :  ainsi  se 
trouve  démontrée  la  première  partie  de  ce  que  nous  nous 
proposions  d'établir. 

La  droite  immobile  passe  par  Torigine;  elle  fait  avec  les 
axes  mobiles  des  angles  dont  les  cosinus  ont  pour  expressions  : 

p      q       r 

-  >     —  ï     —  j 

(ù  tù  (ù 

en  prenant 

Cela  posé,  faisons  la  somme  vl  -^v^  +  fj   des  carrés  des 

trois  composantes  de  la  vitesse  d'un  point  du  système,  il 
vient,  en  vertu  d'une  formule  algébrique  bien  connue  : 

M^  =  {p^  +  q^^r^)[x\  +x\  4- z\)  —  (pxx  -h  g/,  -h  ^z,)^ 

Désignons  par  p  la  distance  du  point  (jr„  ^i,^i)  à  l'origine, 
par  û  l'angle  de  ce  rayon  vecteur  avec  la  droite  (/?,  ç,  r); 
c'est-à-dire  faisons 

il  vient 

i/' =  w*p' sin' iî, 

ou,  en  désignant  par  h  la  distance  du  point  considéré  à  la 
droite  immobile  : 

La  vitesse  v  est  donc  proportionnelle  à  la  distance  /i.  De 
plus,  cette  même  vitesse  est  perpendiculaire  au  plan  de  la 
droite  {p,  ç,  r)  et  du  rayon  vecteur  :  c'est  ce  qui  résulte  des 
équations 

P  «'x.-f-?  t>.  4-rr,,  =  o; 

donc  les  vitesses  de  tous  les  points  du  corps  sont  bien  les 
mêmes  que  si  ce  corps  tournait  effectivement  autour  de  la 


V 
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dont  la  vitesse  est  nulle,  cette  rotation  s'effectuent  avec 

tesse  angulaire  égale  à  w,  c'est-à-dire  à  ^/>*4-<7*4-r*. 
formules  précédentes  déterminent  à  la  fois  la  direc- 
e  Vaxe  instimtané  de  rotation^  et  la  vitesse  angulaire 
lavement  correspondant. 

imposition  de  la  rotation  instantanée.  —  Cela  posé^  il 
elle  de  voir  qu'on  arriverait  pour  les  vitesses  compo- 
I  i  des  expressions  parfaitement  identiques  à  celles  qui 
lent,  si  l'on  supposait  le  corps  animé  de  trois  rotations 
■anées,  p,  q^  r,  s'effectuant  autour  des  lignes  0X|,  0Y|, 
'est-à-dire  si  Ton  prenait  pour  v,^y  cy.,  v»^,  les  sommes 
leurs  qu'on  obtiendrait  séparément  si  chacune  des  trois 
)ns  pf  Çt  r  existait  seule). 

sffet  la  rotation  p  [fig.  laS)  donne  lieu  à  une  vitesse  HI,, 
ndiculaire  à  l'axe  ÔX|  ;  cette  vitesse  a  pour  expression 

-h^f,  et  ses  projections  sur  les  trois  axes  sont  égales 

nivementà 

o,    —pzx,  pxx. 

même,  les  rotations  q  et  r  foufnissent 

qzi^  o,      — *gi"i, 

—  r^i,        rxxy  o. 

faisant  la  somme  de  ce  qui  se  rapporte  à  chacun  des  trois 
respectivement,  on  trouve  pour  les  composantes  c,,, 
,,  des  expressions  qui  ne  diffèrent  pas  de  celles  qui  ont 
frites  plus  haut. 

I  quantités  p,  q,  r.  —  Il  suit  de  là  que  les  fonctions  que 
avons  désignées  par  les  lettres  p,  9,  r,  sont  les  compo- 
i  de  la  rotation  instantanée  suivant  les  axes  mobiles  0X|  • 
OZi.  Nous  venons  de  voir  comment  ces  fonctions  se 
ml  déterminées,  quand  on  connatt  les  neuf  cosinus  en 
on  du  temps  :  on  a 


p= 

a" 

daf 
dt 

-1-6- 

db' 
dt 

4-C 

de' 
dt' 

9  = 

•a 

da" 
dt 

-1-6 

dbf 
dt 

-t-c 

de" 
dt' 

r= 

a! 

da 
dt 

+  v 

db 
It 

+  c' 

dp 
dt' 
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Mais  on  sait  que  les  neuf  cosinus,  qui  nous  ont  servi  à  passer 
d'un  système  dlaxes  coordonnés  rectangulaires  à  un  système 
du  même  ^enre,  ne  sont  pas  absolument  arbitraires,  et  qu'ils 
s'expriment  au  moyen  de  trois  quantités  seulement. 

Les  variables  qu'on  emploie  ordinairement,  d'après  Euler» 
pour  déterminer  les.  axes  mobiles,  sont  : 

i^  L'angle  Z|OZ  (^^.  124)»  Q^e  Ton  désigne  par  6;  > 

a?  L'angle  ^  formé  avec  OX.par  la  irdice  OA  du  plan  XaOYi 
surYOX; 

3^  Enfin  l'angle  7  de  cette  même  trace  avec  OX.. 

Les  expressions  des  coefficients  a,  a!,  a",  6,  f,  6%  c,  €/,  tf^ 
sont  alors  les  sui-vantes  : 

a  =      cosçcosvp  —  sin  f  sin  ^  cos  d,  \ 

a' =  —  sinçcosvp. —  cos  9  sin  <}/ cos  0,  >  OX 

^'  =      sin  vp  sin  0,  ) 

b  =  cos  9  sin  4»  H-  sin  ç  cos  ^  cos  9, 
6'  =  —  sih  9  sin  i|^  -h  cos  9  cos  ^  cos  9, 
6"  =  —  cos  ^  sin  Of 

c  =       srn  9  sin  5, 
c'  =      cos  9  sin  9,  .  l    OZ 

=      cos  5.  ) 


OY 


c" 


En  remplaçant  ces  quantités  et  leurs  dérivées  par  leurs  va- 
leurs dans  les  expressions  de  p,  9,  r,  on  trouve 

pî=sin9sine-^H-cos9^>. 
,   ^drh       ,      de 

Ces  équations  nous  serviront  dans  le  cours  de  deuxième 
année,  quand  nous  étudierons  les  relations  qui  existent  entre 
le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe,  et  les  forces  qui  agissent  sur  les  divers  points  de  ce 
corps  solide. 


CHàPITRB  IT.  -^  GOHI^OSITION  BES  MOUlFEMETTr^  I>'UX  SOLIDE.      167 

» 

§  XVI.  TstiOEIE  ANALYTIQUE  DES  MOUYEMSIfTS  RELATIFS. 

Soient,  comme  précédemment  (p.  83),  \y  y?,  Ç,  les  coordoji- 
nées  d'un  point  mobile  M,  par  rapport  à  trois  axes  Oxes;^% 
7}',  XI  les  coordonnées,  prises  par  rapport  aux  inêmes  axes, 
d'une  orfgine  mobile  0. 

Soient  enfin  x,  y  y  je,  l^s  coordonnées  de  notre  mobile  par 
rapport  à  trois  axes.pàssant  par  cette  origine  0.  Nous  avons  fait 

^mÊ^Kmmm  ^m^mmmmt  w^h^^ 

a  =  cosjc,  Ç,    a'  =  cosj^,  Ç,    a''=cOs2,  ^, 

(i)  (  6  =  cosx,yî,     fr'  =  C0SJ,/},     6''  =  C0SZ,yï, 

c  =  cos^r^,     c'  =  cosjr7ç,    c*'  =  cosz,Ç; 

et  cela  posé  nous  avons  écrit  les  formules  qui  lient  les  Coor- 
données apparentes  aux  coordonnées  absolues  sous  la  forme 

suivante  : 

1^  =  Ç'  -f-  or  4-  a>  -h  oTz, 
>î  =  V  4- ftx  +  6'/ 4- 6"  if , 
Ç  =  Ç'H-  cor  -h  dy-^-ifz. 

Désignons  par  Y  la  vitesse  absolue  du  point  mobile,  par  Vr  sa 
vitesse  relative,  par  V,  la  vitesse  d 'entraînement. 

Cette  dernière  est  la  vitesse  absolue  d'un  point  qui  aurait  à 

Tinstant  considéré  les  mêmes  coordonnées  que  le  point  M, 

mais  qui  resterait  en  repos  relatif:  on  a  donc,  pour  ce  point 

idéal, 

dx  dr  dz 

et  par  conséquent  on  trouvera  les  composantes  de  sa  vitesse 
en  différentiant  par  rapport  au  temps  les  équations  (2},  sans 
laire  varier  les  coordonnées  apparentes  x,  y^  z: 

„  dl'  da.         da'         da" 

,  •,  dn'         db         db'         db" 

,.  rfÇ'  de         de'         de'' 
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Les  mêmes  équalions  (2),  si  on  les  différenilc  en  tenant 
compie  du  mouvement  apparent^  du  mobile,  fournissent  les 
projectfons.de  la  vitesse  absolue  sur  les  axes  fixes;  on  a,  en 
ayant  égard  aux  relations  (  3  )  :  .  . 

--        --  dx         ,  dy         „  dz 

(4)  ;v,=v^^^^+6^  +  i44-t"^. 

^r        T-  dx         ,dy         „dz 

dx    d'%*    d "^ 

Or  les  dérivées  ^j  -rry  ^î  sont  les  projections  de  la  \i- 

tessc  relative  sur  les  axes  mobiles;  et  Ton  a,  en  se  reportaiu 
à  la  signification  des  coefficients  ti,  i,  c,  a!,„.  : 

dx         ,  dy         „  dz v 


dx  ^     ,dr       „dz V 


''dt^'  dt^--  di 


Ces  relations  permettent  de  metlre  les  équalions  (4}  sous 
la  forme 


Donc  : 


V---V^(ç)H-V^(0- 


Théorème  I.  —  La  vitesse  absolue  est  ta  résultante  de  la 
vitesse  d entraînement  et  de  la  vitesse  relative; 

ou  bien 

La  vitesse  relative  est  la  résultante  de  la  vitesse  absolue,  et 
de  la  vitesse  d'entraînement  prise  en  sens  contraire. 

Pour  avoir  les  relations  qui  existent  entre  les  accélérations 
il  faut  différeplier  une  secojide  fois  les  équations  (2).  Les  pre- 
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;rs  membres  des  équations  qu'on  obtient  par  celte  opé- 

on   sont  les  composantes  de   l'accélération  absolue   du 

nt  M,  projetée  sur  les  trois  axes  fixés;  quant  aux  deuxièmes 

mbres  des  mêmes  équations,  .on  peut  en  grouper  tous  les 

mes  sous  les  trois  divisions  suivantes  : 

*  Ceux  qui  ne  contiennent  pas  les  dérivées  des  coordon- 

^s  apparentes  :  termes  dont  la  somme  fournit  les  compo- 

ites  de  l'accélération  d'entratnement; 

i*  Ceux  qui  contiennent  les  dérivées  secondes  de  ces  mêmes 

)rdonnées  apparentes.  On  reconnaît  comme  précédemment 

e  ceux-ci  représentent  les  projections  de  l'accélération  re- 

ive  sur  les  axes  fixes; 

S*  Enfin  les  termes  qui  restent  en  dehors  des  deux  pre- 

ères  catégories, c'est-à-dire  ceux  qui  sont  fonction  des  com- 

dx    dr   dz     ,    .  ,    , 

santés  -jtj  -n"»  ^Ji»  de  la  vitesse  relative. 
dt    di    dt 

En  ayant  égard  à  ces  remarques,  et  faisant  usage  de  nos 

lations  habituelles,  nous  écrirons  les  équations  dont  il 

igit  sous  la  forme  suivante  : 


i 


j.=j 


» 


.       .      fdadx  .   da'dy  .   doT  dz\ 

-m + 'ko + ^  V57  Â  +  rfT  Â -^  rfT  57; 

,        ,  ,  /dbdx     -db'dr      db"  dz\ 

^  =  M')+Mn)+ =^  ^^7  rfF  "^  rfT  W  "^  "ÏF  37  j  ' 

-         ,  ,  fdcdx-       dc'dx       de"  dz\ 

';  =  V(;;+Jr(:)+2  ^57y7  4--rf757-  +  -^;77Jv 

11  faut  maintenant  projeter  toutes  les  lignes  dont  nOus  nous 
rcupons  sur  les  axes  mobiles  (*)  :  pour  cela  ajoutons  les 
ois  équations  (7)  multipliées  respectivement,  d'abord  para, 
c,  puis  par  a',  i',  dy  enfin  par  a",  b'\  c". 
Remarquons,  avant  de  faire  le  calcul,  que  les  cosinus 
H  figurent  dans  les  équations  précédentes  définissent  le 
ouvement  du  système  solide  de  comparaison  (système  que 
)us  réduisons  pour  plus  de  clarté  aux  seules  lignes  Ox,  Oy, 


(*)  Il  ne  faut  pa«  oublier  qne  les  axes  mobiles  sont  nos  véritables  axes 
BrdoDBés;  les  axes  fixes  sont  de  simples  Kgnes  auxiliaires,  dont  il  ne  res- 
a  plus  de  traces  à  la  fin  des  opérations.  ' 


inO  PREMIÈRB  SECTION,  t-  CIMÉMJkTIQUB  PURl. 

Oz),  relativement  à  trois  axes  menés  par  l'origine  mobile  0, 
parallèlement  à  C^,  Ct}»  CÇ. 

.  Nous  savons  que  ce  mouvement,  ^ar  lequel  nous  n'avons 
fait  aucune  bypothèse,  est  une  rotation  instantanée  autour 
d'un  axe  passant  au  point  0  (.*);  et  nous  avons  trouvé  dans  le 
paragraphe  précédent  les  expressions  des^  projections  de  cetle 
rotation  sur  les  axes  mobiles  :  . 


,» 


''«'      f  ^  +  e"  '''••' 


,a,  ,  da'      ,   db"  de' 

,  da       w,  db         ,    de 

'•  =  ''  Tt-^''  di-^'   di' 

Or  il  est  très-remarquable  que  ces  quantités>  qui  restent 
les  mêmes  quels  que  soient  les  axes  fixes,  soient  précisément 
les  seules  fonctions  des  neuf  cosinus  qui  subsistent  dans  les 
résultats  auxquels  nous  voulons  arriver, 

£n  effet,  si  nous  effectuons  les  opérations  indiquées  plus 
haut,  et  que  nous  résolvions  les  relations  obtenues  par  rap- 
port aux  composantes  de  l'accélération  relative,  il  vfént  : 

(9)  I  JrO)  =  Jr— J'W+2  f/>^— r-^j, 

Théorème  II.  —  L* accélération  relative  est  la  résultante  de 
l'accélération  absolue,  de  l'accélération  d' entraînement  prise 
en  sens  contraire,  et  d'une  accélération  complémentaire  qu'on 
appelle  accélération  centrifuge  composée* 

Il  résulte  des  formules  (9)  que  les  composantes  de  cette  der- 


(*)  Cette  rotation  reste  la  même,  en  grandeur  et  en  direction,  quel  que 
soit  le  point  du  système  auquel  on  place  l'origine  O  (p.  tSo). 
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aière  accélération  ont  les  valeurs  suivantes  : 


j- 


''=-(4-«§) 

On  conclut  facilement  de  ces  relations  que  Faccélération 
centrifuge  composée  est  perpendiculaire  à  la  vitesse  relative 
et  à  Taxe  instantané  de  la  rotation  d'entraînement,  enfin 
qu'elle  a  pour  expression  :     . 

awVrSîn  &),Vr. 


Mouvements  relatifs  terrestres. 

Occupons-nous  spécialement  des  mouvements  rapportés  à 
des  repères  choisis  sur  le  globe  terrestre,  et  voyons  ce  que  les 
formules  précédentes  deviennent  dans  ce  cas  particulier. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  verticale  du  lieu  d'où  l'on  ob- 
serve [Jig*  1^5),  pour  axe  des  x  la  tangente  au  méridien  de  ce 
lieu,  dirigée  vers  le  nord,  enfm  pour  axe  des  j  la  tangente  au 
parallèle  dans  le  sens  du  mouvement  diurne  :  nous  aurons 
pour  les  projections  de  la  rotation  terrestre  sur  ces  trois  axes 

p= — /isin>., 

q  =  o, 

r  =  —  ncosX, 

).  étant  le  complément  de  la  latitude  du  lieu,  et  n  la  valeur 
absolue  de  la< rotation  diurne,  soit  0,000073. 
Les  composantes  de  Taccélération  centrifuge  composée  sont 

dy 
X  =  —  in  cos  X  f-y-  j 

at 

(11)  }  Y  =  n  (cosl -j-  —  sinX 

Z  =  n  sm  A  -—• . 
at 


17^  PmBXlÈBB  SECTIOK.  CnfÉHATIQn  PUftB. 

Considérons  un  corps  tombant  librement  dans  le  vide  :  Tex- 
périence  nous  apprend  que  ce  corps  sull  à  peu  près  dans  sa 
chute  la  verticale  de  son  point  de  départ,  de  sorte  qu'on  peut, 
dans  une  première  approximation,  négliger  les  deux  compo- 
santes horfzontales  de  la  vitesse  du  mobile»  devant  la  conq[>o- 

sante  verticale. 

dz 
Quant  à  cette  composante  verticale»  ^9  elle  est  négative, 

puisque  notre  axe  des  z  est  dirigé  de  bas  en  haut;  donc  l'ac- 
célération Y  est  positive,  et  par  suite  le  corps   considéré 
doit  s'écarter  de  la  verticale,  du  côté  de  l'orient. 
Veut-on  pousser  l'approximation  plus  loin;  on  conclut  du 

fait  de  la  déviation  orientale  que  la  vitesse  -^  est  positive; 

donc  l'accélération  X  est  négative,  ce  qui  indique  une  nou- 
velle déviation  dirigée  vers  le  sud.  Celle-ci  est  du  deuxième 
ordre  de  petitesse,  la  déviation  orientale  étant  considérée 
comme  du  premier. 


>. 
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DEUXIÈME  SECTION. 

HÉORIE  DES  MÉCANISMES  OU  ÉLÉMENTS 

DE  MACHINES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

hUTtS  SUR  LES  MACHINES,  ET  SUR  LES  TRANSMISSIONS 
OU  TRANSFORMATIONS  DE  MOUVEMENT. 


te  machine  est  destinée  à  accomplir  certaines  opéra- 
lécaniques,  et  suppose  l'existence  de  deux  choses,  indé- 
omenl  de  la  machine  elle-même.  Ces  deux  choses  sont  : 
puissance  motrice;  2^  un  ouvrage  à  faire.  La  machine 
intermédiaire  qui  donne  au  moteur  la  facilité  d'exé- 
'ouvrage  proposé, 
machine  se  compose  de  trois  parties  principales  : 

e  récepteur,  qui  reçoit  directement  Tefforl  du  moteur; 
pareil  est  variable  selon  la  nature  de  la  force  dispo- 
ce  sera,  par  exemple,  une  manivelle,  si  Ton  emploie 
e  de  l'homme,  une  roue,  s'il  s'agit  d'utiliser  un  cours 
un. piston  pour  la  tension  de  la  vapeur,  etc.  La  théorie 
;epteurs  dépend  de  la  combinaison  des  lois  de  la  dyna- 
avec  les  principes  physiques  qui  sont  relatifs  aux  divers 
capables  de  servir  comme  moteurs. 

4' oui  il  ou  opérateur,  qui  se  trouve  en  contact  immé- 
ec  la  matière  à  travailler.  C'est  une  lime,  un  marteau, 
mpe,  un  soufflet,  etc.  La  connaissance  pratique  des 
si  un  des  objets  des  études  spéciales  h  chaque  profes- 
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ston.  La  théorie  de  ces  appareils  est  d'ailleurs  fondée,  oomine 
celle  des  récepteurs,  sur  les  principes  généraux  de  la  dyna- 
mique rationnelle. 

111.  EnGn,  la  transmission  de  mouvement^  c'est-à-dire  les 
pièces  ou  mécanismes  interposés  entre  le  récepteur  el  l'outil, 
pour  que  le  mouvement  du  premier  détermine  sur  le  second 
le  mouvement  qui  correspond  à  l'ouvrage  à  effectuer. 

Notre  deuxième  Section  est  consacrée  à  l'étude  géométrique 
des  transmissions.  Cette  étude,  exclusivement  basée  sur  les 
considérations  développées  dans  la  Section  précédente,  fait 
partie  de  la  Cinématique,  telle  que  nous  l'avons  définie  d'après 
l'illustre  auteur  de  l'^^ai  sur  la  Philosophie  des  Sciences  (*): 
on  pourrait  l'intituler  Cinématique  appliquée,  par  opposition 
à  la  Cinématique  pure.  De  toutes  les  branches  de  la  Méca* 
nique,  il  n'en  existe  pas  dont  la  connaissance  approfondie  soit 
plus  indispensable  aux  praticiens. 

£]le  ne  suffit  pourtant  pas  :  et  nous  avons  déjà  eu  occasion 
de  dire  qu'on  se  tromperait  grandement  si  l'on  croyait  pou- 
voir inventer  et  exécuter  des  combinaisons  d'organes,  sans 
se  préoccuper  des  efforts  qui  doivent  s'exercer  par  rintermé- 
diaire  de  ces  organes.  Mais  d'un  autre  côté  les  rapports  des 
vitesses  de  tous  les  points  d'une  machine  sont  du  domaine 
de  la  Géométrie  :  ces  rapports  ne  dépendent  en  aucune  façim 
des  causes  appelées  à  faire  nattre  ou  à  entretenir  le  mouve-^ 
ment  de  la  machine.  11  est  donc  possible  de  soumettre  les 
mécanismes  de  transmission  à  une  première  étude  purement 

(*')  «  La  Cinématique,  dit  Ampère  (p.  5i),  ^oit  étudier  les  différinito  In* 
»  struments  à  Taide  desquels  on  peut  chanj^r  un  mouTement  en  an  antre;  «■ 
»  sorte  qu'en  comprenant,  comme  c'est  l'usage,  ces  instntments  àous  te  aoa 
»  de  maûhineSf  il  faudra  définir  une  machine,  non  pas  comme  on  fUt  ordinai'' 
»  rement,  un  instrument  à  V aide  duquel  on  peut  changer  ta  direction  et  Timeit 
»  site  d'une  force  donnée,  mais  bien  un  instrument  à  Taide  dttqmel  cm  peti 
»  changer  la  direction  et  la  vitesse  d'un  mouvement  donné.  On  rend  ainsi  têUH 
B  définition  indépendante  do  la  considéraUon  des  forces  qui  agiasent  aar  11 
»  machine  ;  considération  qui  ne  peut  servir  qu'à  distraire  l'attention  de  cdvi 
»  qui  cherche  à  en  comprendre  le  mécanisme.  Pour  se  faire  une  idée  nette,  pir 
»  exemple,  de  l'engrenage  à  l'aide  duquel  l'aiguille  des  minutes  d'une  montft 
»  fait  douxe  tours  tandis  que  l'aiguille  des  heures  n'en  fait  qu'un,  est-ce 
»  qu'on  a  besoin  de  s'occuper  de  la  force  qui  met  la  montre  eh  mouT»- 
»  ment?  » 
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géométrique,  dans  laquelle  il  ne  sera  quesUon,  ni  de  la  force 
motrice,  ni  de  la  résistance  a  vaincre;  mais  il  est  bien  entendu 
que  la  mécanique  des  forces  pourra  toujours  opposer  son  veto 
à  la  marche,  surtout  à  la  marche  fructueuse,  de  tout  engin 
créé  sans  sa  participatioi|. 

L'introduction  de  la  théorie  des  mécanismes  dans  Tensei- 
f[nement  de  TÉcole  Polytechnique  date  de  la  première  orga- 
nisation donnée  par  Monge  à  l'instruction  de  cette  école. 

ff  On  entend,  dit  Monge  {*),  par  éléments  des  machines, 
i  les  moyens  par  lesquels  on  change  la  direction  des  mouve-* 
i  ments,  ceux  par  lesquels  on  peut  faire  nattre  les  uns  des 

•  autres,  le  mouvement  progressif  en  ligne  directe,  le  mou- 
t  vemeift  de  rotation,  le  mouvement  alternatif  de  va-et-vient. 
»  On  sent  que  les  machines  les  plus  compliquées  ne  sont  que 

•  les  résultats  des  combinaisons  de  quelques-uns  de  ces 
»  moyens  individuels,  dont  il  faudra  faire  en  sorte  que  Ténu- 
»  roératlon  soit  complète.  > 

Celte  énumération,  commencée  par  Hachette,  fut  exécutée 
par  Lanz  et  Bétancour  {**)  dont  le  travail,  adopté  par  le  con- 
seil de  rÉcole,  est  bien  longtemps  demeuré  classique.  Dans 
l'exposé  que  nous  allons  faire,  nous  prendrons  de  préférence 
pour  guide  le  traité  plus  récent  de  M.  Robert  Willis  (***), 
lequel  est  certainement  l'ouvrage  le  plus  parfait  qui  ait  été 
publié  sur  les  applications  de  la  Cinématique  aux  machines. 
Le  livre  de  M.  Willis  est  également  remarquable  par  la  net- 
teté avec  laquelle  le  sujet  est  circonscrit  et  traité,  par  la  jus- 
tesse des  idées,  et  par  l'habileté  avec  laquelle  la  théorie  et 
b  pratique  y  sont  eombinées. 

On  peut  aussi  consulter  avec  beaucoup  de  fruit  l'ouvrage  de 
H.  Laboulaye,  et  enfin,  au  point  de  vue  spécial  de  notre  pro- 
gramme, le  Traité  de  Cinématique  de  M.  ^Bélanger.  La  partie 
de  cet  ouvrage,  qui  est  relative  aux  organes  de  machines, 
est  entièrement  conforme  aux  nouveaux  programmes  rédigés 
en  i85o  par  le  général  Poncelet,  et  en  usage  depuis  cette 
époque  à  l'École  Polytechnique. 


(*)  Rapport  lu  à  la  Convention  nationale,  le  3  vendémiaire  an  II] . 
f*»y  Estai  sur  la  Composition  des  Machines;  1808. 
(•••)  Principles  of  Mechanism,  i84i. 
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§  L  —  Classification  des  hacukes  éléhentaiiibs, 

d'après  Robert  Willis. 

Lauz  cl  Bélancoûr  coinmencenl  par  distinguer  les  mouve- 
ments qu'on  emploie  dans  les  arts  en  trois  classes»  suivant 
que  ces  mouvements  sont  ou  rectilignes,  ou  circulaires,  oa 
détermines»  d'après  des  courbes  données.  Chacun  d'eux  est 
d'ailleurs  continu  ou  alternatif  (de  va-et-vient);  et  on  peut, 
par  conséquent,  les  combiner  deux  à  deux  de  quinze  manières 
différentes,  ou  de  vingt  et  une,  si  l'on  combine  chacun  de  ces 
mouvements  avec  lui-même.  Toute  machine  a  pour  but  de 
changer  ou  de  communiquer  un  ou  plusieurs  de  ces  vingt  et 
un  n^ouvements. 

Ce  système  célèbre  a  été  généralement  adopté  :  il  est  com- 
mode de  s'y  conformer,  quand  on  se  propose  seulement  de 
drosser  un  catalogue,  de  faire  une  énumération  complète, 
ainsi  que  le  demandait  Monge.  Mais,  au  point  de  vue  d'une 
étude  méthodique,  on  peut  faire  à  la  classification  de  Lanz 
et  Bétancour  les  reproches  suivants  : 

I.  Le  caractère  distinctif  principal  est  pris  dans  la  nature  du 
mouvement  des  pièces  -en  action,  mouvement  qui  est  recti- 
ligne  ou  circulaire,  continu  ou  alternatif  :  on  n'a  pas  oublié 
qu'Ampère  définit  une  machine,  comme  servant  à  modifier  nn 
mouvement  donné» 

Mais  si  l'on  se  reporte  à  la  théorie  géométrique  des  mou- 
vements simultanés,  on  reconnaîtra  bien  vite  que  les  relations 
établies  par  un  mode  de  liaison  quelconque  entre  les  vitesses 
des  diverses  pièces  qu'il  met  en  rapport,  ne -dépendent  en 
aucune  façon  de  la  nature,  du  mouvement  qui  anime  ces 
corps.  Les  engins  qui  servent  à  lier  deux  mouvements  conti- 
nus, fonctionnent  identiquement  de  la  même  manière  dans 
le  cas  de  deux  mouvements  alternatifs  ^au  moins  tant  qu'on 
reste  dans  le  domaine  de  la  Géométrie  purej,  de  sorte  qu'il 
serait  assez  peu  philosophique  de  les  faire  figurer  deux  fois 
dans  une  classification. 

Il  convient  donc  de  changer  la  définition  d'Ampère;  et,  au 
lieu  de  considérer  une  machine  comme  ayant  pour  effet  de 
modifier  un  mouvemeni  donné,  nous  dirons  : 
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Vrte  machine,  au  point  de  vuç  cinématique,  est  un  instru- 
ment destiné  à  établir^  entre  les  moui^ements  Mmultanés  de 
deux  corps}  une  relatiçn  géométrique  donnée. 

Cest  ainsi  que  la  minuierie  d'une  horloge  a  pour  efîet  d'o-^ 
bliger  les  deux 'aiguilles  à  tourner  dans  le  même  sens  l'une 
(|tte  l'autre^  avec  des  vitesses  angulaires  dans  le  rapport  de 
douze  a  un.  Et  il  est  clair  que  cette  loi  n'est  aucunement  io- 
flaencée  par  la  nature  du  mouvement,  lequel  peut  indiffé- 
remment  être* lent  ou  i^apide,  continu  ou  alternatif. 
•II.  Il  y  a  lieu  "égalemçnt  de  faire  assez  bon  marché.dc  la  dis- 
tinction entre  te  mouvement  circulaire  et  le  mouvement  rec- 
tiligne:  les  engins  qui  se  rapportent  à  ces  deux  mouvements 
sont  fondés  sur  les  mômes  principes,  et  se  déduisent  trpp  facl- 
leoient  les  uns  des  autres  pour'qu*ii  soit  convenable  et  même 
possible  de  les  étudier  séparément  (*J.  Toutes  les  différences 
se  réduisent  à  quelques  détails  de  construction  dont  Timpor-^ 
lance»  à  notre  point  de  vue,  est  très-minime. 

m.  Mais  une  distinction  qu'il  importe  au  contraire  de  bien 
établir,  c'e>t  celle  des  mouvements  susceptibles  d'une  éten- 
due IndéGnie,  et  des  mouvements,  reciilignes  ou  circulaires, 
dopt  l'amplitude  est  géométriquement  limitée  [*^). 

La  bîelîe  d'un  rouet,  par  exemple,  met  en  relation  deux 
points  assujettis  chacun  à  tourner  autour-d'un  axe  fixe;  mais 
les  mouvements  de  ces  deux  points 'jouissent  de  propriétés 
toutes  différentes  :  en  effet,  les  dimensions  et  les  positions  rela- 
tives des  diverses  pièces  sont  telles,  que  rien  n'empêche  la 
roue  de  faire*  son  tour  complet,  tandis  que  Texcursion  de  la 
pédale  est  forcément  limitée. 

Il  suit  de  là  que,  la  roue  étant  animée  d'un  mouvement  de 
it>tation  continu,  le  mouvement  de  l'autre  extrémité  de  la 
bielle  devra  changer  périodiquement  de  sens,  chaque  fois  que 
la  pédale  atteindra  le  point  le  plus  haut  ou  le  point  le  plus 


(*)  A.plas  forte  raison  ne  oonsacreroits-nous  pas  une  classe  spéciale  aux 
araoTpmpnts  qui  sVftectucnt  snivant  des  courl)es  autres  que  )a  ligne  droite  et 
le  cercle. 

{**)  Un  mouvement  rcctili(jne  quelconque  aura  nécessairement  dans  la  pra- 
tique une  ùteiidac  limitée  :  nous  rangeons  dans  notre  ivremière  catégorie  tous 
ceux  de  ces  mon^lïménts  dans  lesquels  la  limitation  ne  li'sultc  pas  d'une  im- 
possibilité géométrique. 
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bas  de  sa  course.  On  ne  pourra  donc  pas,  dans  cfe  méc^inisme, 
assigner  une  relation  constante  enlr&^les  sens  des  mouvements 
des  deux  pièces  en  rapi^orl,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le 
cas  des  aiguiUes  d'une  horloge. 

IV.  Ayant, adopté  pour  premier  élément  dé  notre  classifi- 
catiort  des  organes  de  macliines,  la  permanence  ou  la  périodi- 
cité de  la  liaison  entre  les  directions  des  vitesses,  nous  nous 
occuperons  en  second  lieu  des -relations  de  grandeur  de  ces 
mêmes  vitesses:  c'est-à-dire  que  nous  séparerons  les  méca-' 
nismes  dans  lesquels  le  rapport  des  vitesses  est  constant,  des 
cojhbinaisons  à  rapport  variable.  Nous  obtiendrons  ainsi  les 
trois  classes  suivantes  : 


MOUVEMENTS 

.pouTaat  continuor  lAdéûtiiinenl  dan*  lo  mèmt 

iens. 


Claui  a. 


Rapport  des  vitesses 

CODflUDt. 


Clauc  B. 


Kàppbrt  dés  Tite8i^es 
Tàriablc. 


MOUVEMEXTâ 

dont  réiendue  Mt  llBilléc« 

et  ttlf,  qop  le  sens  de  la  Tltasie 

d'une  des  pièce»  au  moine 

dolTe  chafeger  périodiquement. 


Classe  C. 


Rapport  des  vitesses  constJuit 
ou  viriable  (*). 


V.  ^Enfm,  pour  subdiviser  nos  classes,  nous  aurons  égard  à  la 
nature  de  l'agent  qui  établit  la  U*ansmission  du  mouvement; 
cette  considération  nous  conduit  à  constituer  trois  genres, 
qui  se  retrouvent  dans  chacune  des  trois  classes  : 

.  Premier  gskre..  Communication  du  mouvement  par  contact 
immédiat; 

Decxièmb. GENRE.  Communication  par  V intermédiaire'  d'ua 
Jien  rigide; 

Troisième  genre.  Communication  par  le  moyen  d'un  lien 
flexible. 

■ 

.  Voici  le  résumé  de  notre  classification, laquelle  n'est  autre 
chose  que  celle  de  Willis,  un  peu  simplifiée  : 

(*)  II  n'y  a  pas  Heu  d«  séparer  en  deux  classe^  les  mécaDiimes  à  mauve 
ment  d'étendue  limitcç  ;  çevaL  de  ces  mécanismes  oà  le  rapport  des  TÎteMCt  eM 
constant,  sont  trop  rares  pour  qu'on  puisse  eu  former  une  dàsee  distincte. 
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TABLEAU  SYNOPTIQUE 

DES 

•  *  "  » 

ICiRES   ÉLÉlESiTAIBES  DE   TRANSFORMATION   DE   lOlVCHEXT. 


8EK8  BE  LA  TRA!«8SIISS10:« 

-      8C.^ 

DB  LA  TBAaaill8!tI05 

,  COTIirAMT. 

plaioDiQOEMKirr  vakiabli. 

CLAtSI  A. 

CLASJB   I). 

Clai»  C. 

Rapport  det  tIimma 

Rapport  des  f  Itastea 

Rapport  det  Tllesatt 

• 

constant. 

variable. 

consttinl  oa  variable. 

Cylindres  et  cônes 

__ 

de  friction. 

Cames,  excentriques 

Roues  à  Rouble  den-  ^ 

Hypetboloîdes. 

et  courbes  diver- 

ture tronquée. 

Gboub. 

iloint  universel  sphé- 

ses-                           CrémaUières  doubles  | 

Pièces 

riqne. 

Vis  variables. 

oscillantes. 

• 

contact 

Engrenciges  divers. 

Mouvements    inter- 

Échappements    di- 

IBflBC* 

Crémaillères. 

mittents. 

vers. 

éb'mi. 

Cames  et  pilons. 
Vis  et  ccrous. 

Roués  de  Rœmer  et 
de  Huygéns. 

Cames  ',     excentri  - 
ques,  etc. 

Vis  sans  fin. 

• 

'  GCiftE. 

• 
Accouplements     de 
-roues. 

• 

Systèmes  articulés  à 
mouvement   con- 

Cliquets,,   roues    à' 
rochel,  déclics. 

EfÊtpUM 

Renvois     de     son- 

tinu. 

Bielles  et  manivelles. 

'mm  Uen 

■  nettes. 

Joint  de  Cardan  ou 

Parallélogramme  de  • 

ngide. 

Tiges  et  varlets. 

joint  universel. 

Watt. 

■Poulies  et  tambours 

Poulies  et  tambours 

• 

(«GEfEK. 

Empioi 
'mm  Uen 

pour  cardes,  chat- 
né*  et  courroies. 

Treuils  et  cabtttans. 

Poulies   de   renvoi, 

à  section  non  cir- 
culaire. 

Bobines  pour  c&bles 
plats. 

Poulies  spéciales  avec 
tendeur  oscilUnt, 

îmxibh. 

da  tensloa. 

Fusées  des  montres 

• 

• 

Moaflei  et  palans. 

et  chronomètres. 

*— 

• 
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Avant  de  commencer  la  descrîptioa  des  mécanismes  indiqués 
dans  ce  tableau,  disons  quelques  mots  des  pièces  accessoires 
qui  servent  à  assujettir  les  organes  mobiles  aiix  supports  fixes, 
de  manière  à  assurer  la  direction  du  mouvement  de  ces  or- 
ganes. 


§  IL.  —  Organes  propres  a.  assurer  la.  direction  du  mouvement 

CIRCULAIRE   ou   REGTILIGNE  DE  CERTAINES   PIÈCES. 

i»  Guides  du  mouvenieiit  circulaire. 

* 

Les  pièces  qui  doivent  être  animées  d'un  mouvement  de 
rotation  sont  ordinairement  montées  sur  un  arbre,  qui  se  ter- 
mine à  ses  extrémités  pî^r  des  parties  cylindriques  tournant 
dans  dfis  appuis  fixes. 

Tourillons  et  paliers^ —  Dans  le  cas  où  Taxe  de  rotation  est 
horizontal,  les  extrénHtés  cylindriques  de  Tarbre  se  nomment 
tourillons j  et  les  supports  fixes  des  tourillons  prennent  le 
nom  de  paliers* 

Les  tourillons  sont  des  cylindres  exactement  tournés,  dont  le 
diamètre  est  généralement  pluâ  petit  que  celui  de  Tarbre  pro- 
prement dit.  Quelquefois  ces  tourillons  font  corps  avec  Tarbre: 
ils  peuvent  aussi  être  rapportés;  Kun  d'eux  porte  un  épaule^ 
ment  ou  renflement  destiné  à  empêcher  les  déplacements  du 
corps  tournant,  dans  Le  sens  de  la  longueur  de  l'axe.  L'épaule* 
merit  se  raccorde  par  un  congé  avec  la  surface  du  tourillon. 

La  partie  princij[)ale  d'un  palier  (Jig.  126  et  127)  est  lecoiu^ 
sinet»  qui  se  trouve  en  contact  immédiat  avec  Le]  tourillon. 
L6  coussinet  est  formé  Ae^eina  coquilles,  laissant  entre  elles 
un  léger  intervalle  quand  elles  sont  en  place,  afin  que 
l'usure  de  la  surface  intérieure  ne  détruise  pas  le  contact  de 
celle-ci  avec  le*  tourillon.  Un  Intervalle  semblable  est  lîlénagé 
entre  le  corps  du  palier,  et  le  chapeau  qui  s'applique  ,sur  la 
coquille  supérieure.  Des  boulons  établissent  un  serrage  côih 
venable. 

La  misé  en  place  du  palier  doit  être  faite  avec  une  grande 
précision,  afin  de  ne  pas  fausser  l'arbre,  surtout  quand  celui-ci 
a  une  grande  longueur^  Dans  le'l>ut  de  faciliter  Tajustage,  on 
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Tait  portet  le  palier  propfement  dk  sur  une  pièce  intermédiaire 
appelée  semelie  ou  patin  {fig.  126),  solidement  reliée  par  de 
longs  boulons  à  un  fort  massif  de  maçonnerie.  Le  paliei:  est 
à  son  tour  boulonné  sur  la  semelFe;  mais  les  trous  de  ces 
derniers  boulons  sont  ovales ,  ce  qui  permet  de  rectifier  la 
position  du  palier,  en  cas  de  petits  mouvements  dans  les  ma- 
çonneries. 

Nous  n'avons  encore  rien  dit  de  la  question  du  graissage  : 
il  n'en  est  pourtant  pas  qui  mérite  à  un  plus  haut  degré  l'atten- 
lion  du  constructeur  cliargé  d'installer  les  supports  d'un  arbre 
tournant.  Dans  les  paliers  ordinaires  ijig*  126),  le  chapeau 
porte  un  godet  qu'on  maintient  constamment  plein  de  graisse. 
Cette  graisse  fond  en  partie  par  éuite  de  réchauffement  du 
coussinet,  traverse  la  coquille  supérieure  par  un  trou  ménagé 
à  cet  effet,  et  se  répand  de  là  par  des  rainures  hélicoïdes  sur 
toute  la  surface  intérieure  de  la  coquille. 

Ce  système  est  assez  imparfait  :  la  graisse  ne  vient  rafratchir 
les  surfaces  que  lorsqu'il  s'est  produit  un  légef  grippement, 
ce  qui  est  toujours  fâcheux.;  et  il  est  infiniment  préférable 
d'entretenir  lés  contacts  constamment  lubrifiés  par  ..un  con- 
naît d'huile  continu,  qui  s'oppose  à  tout  échauffement. 

Dans  le  palier  graisseur  Decoster  (^gf.  127),  l'huile  contenue 
dans  un  réservoir  inférieur  est  puisée  par  un  disque  d'acier 
Kxé  au  tourillon;  elle  retombe  dans  le  réservoir  après  avoir 
rempli  son  oflice.  Le  tout  est  parfaitement  fermé,  de  sorte  quç 
l'huile  ne  s'altère  pas  et  n'a  pas  besoin  d'être  renouvelée,  sinon 
i  de  très-longs  inlervalies. 

Dans  certains  cas  exceptionnels,  les  tourillons  reposent  sur 
les  galets  ou  roulettes,  dont  nous  verrons  Tutllité  dans  h 
théorie  du  frottement  (Quatrième  Section).  On  peut  citer  dans 
!e  genre  la  suspension  de  la  grosse  cloche  de.  la  cathédrale  de 
Metz  :  les  galets  sont  réduits  a  de  simples  secteurs,  qui  corres- 
;K>ndentà  l'amplitude  des  oscillations  de  la  cloche. 

Dans  d'autres  cas,  au  contraire,  on*  simplifie  les  dispositions 
tiabituelles.  C'est  ainsi  qu'on  termine  les  arbres  des  tours,  en 
guise  de  tourillons,  par  deux  pointes  en  fer,  lesquelles  pé- 
nètrent dans  des  trous  coniques  pratiqués  dans  des  plaques 
le  fer  fixes. 

Les  poulies  sont  percées  d'un  trou  cylindrique  nommé  ail. 
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que  traverse  à  frottement  doux  un  essieu  fixe  (*).  Les  roues 
des  voitures  ordinaires  présentent  la  même  disposition  (**).  Si 
le  trou  cylindrique  est  un*  peu  long  relativement  à  Tépaisseûr 
de'  la  roue  ou  de  la  poulie,  Tespèçe  de  moyeu  où  11  est  pra- 
tiqué s'appelle  manchon  ou  cono/t.  L'arbre  porte  des  épaa- 
lements  qui  empêchent  le  manchon  de  glisser  parallèlement 
à  Taxe. 

*  *  •  * 

Crapaudines  et  pivots.  —  Les  arbres  verticaux,  se  terminent 
à  leur  partie  inférieure  par  une  sorte  de  tourillon  appelé  pivot 
{fig.  17,%],  qui  tournedans  une  pièce  fixe  nommée  crtipoii- 
dine, 

La  crapaudine' la  plus  simple  se  compose  d'un  collet  jni 
bronze,  qui  maintient  le  pivot  dans  le  sens  horizontal,  et 
d'un  grain  d'acier  qui  supporte  tout  le  système.  Divers  agen- 
cemeirts  permettent  desouléverle^grain  au  fur  et  à  mesure 
de  l'usure,  afin  de  maintenir  l'arbre  au  même  niveau. 

Outre  a  orapaudine,  U  y  a  généralement,  à  une  certaine 
hauteur,  un  collier  destiné  à  assurer  la  verticalité  de  l'arbre  : 
le  collier  fait  ainsi  foncKoa  de  deuxième  palier.  L'ar|)re  est,  en 
ce  point,  parfaitement  arrondi .  Qtiand  la  pression  qui  V^xerce' 
entre  l'arbre  et  le  collier  est  considérable^  comme  dans  cer- 
taines espèces  de  grues»  on  interpose  entrel  'arbre  et  son  appui 
fixe  lin  système  de  galets,  dont  les  axes  sont  fixés  à  une  cou- 
ronne mobile  (fig.  129)  :  ces  galets  roulent  à  la  fois  sur  la  cir- 
conférence de  l'arbre  (A),  et  sur  le  collier  fixe  (B). 

Rendons-nous  compte  du  mouvement  vde  ces  galets,  con- 
sidéré, soit  au  point  de  vue  absolu,  soit  relativement  à 
l'arbre  (A).  Désignons  j[)ar  R  et  û  le  rayon  et  la  vitesse  angu- 
laire de  l'arbre,  par  rie  rayon  d'un  galet  :1e  mouvement  absolu 
de  ce  galet  est  une  rotation  autour  du  centre  instant»ié  B,  ror 
tation  dont  je  représenterai  la  vitesse  angulaire  par  gi. 

Pour  déterminer  &>,'oa  s'appuie  sur /^e  que  le  galet  est 


{*)  Souvent  Veuien  d'une -poulie  porte  d'autres  roses:  U  toarae  alors 
d'uo  moUTonent  tout  à  fut  indépendADt  de  celui  de  la  pottlie.  Kow  yurvm 
plu9  loin  dés  exemples  de  pareils  agencemeiits. 

[**)  On  dit  dans  ce  cas  que  la  roue  ou  la  poulie  e&X  foUe  sur  son  arbre; 
une  roue  est  calpe  sur  son  arbre,  quand  elle  ne  peut  pas  toomer  indépen- 

aament  de  celui  ci. 
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supposé  rouler  sur  l*arbre  mobile,  en  A,  d'où  il  suil  qu'en  ce 
poioi  Jes  deux  solides  en  contact  sont  animés  de  vitesses 
égales  :  on  doit  donc  avoir 


Q  étant  donnée,  cette  équation  fait  connaître  la  vitesse  instan- 
tanée (u.- 

La  couronne  qui  porte  les  axes  des  galets  n'est  pas  fixe  (*)  : 
elle  a  besoin  d'être  soutenue  inférieurement  d'une  manière 
qui  ne  gêne  pas  le  mouvement  qu'elle  est  obligée  de  prendre 
autour  de  son  centre.  On  dispose  à  cet  effet  une  surface  plane 
reliée  au  bàli  de  la  machine^  et,  pour  éviter  le  frottement  de 
la  face  inférieure  de  la  chape  contre  cette  surface,  on  emploie 
un  système  d'autres  galets  à  axes  horizonlaux,  sur  lesquels 
s'appuie  tout  cet  appareil. 

Plaques  tournantes,  —  Les  plaques  tournantes  des  gares  de 
chemins  de  fer  sont  supportées  par  un  pivot  central  qui  tourne 
dans  une  crapaudine  fixe.  Il  n'y  a  pas  de  collier  supérieur,  vu 
le  pcM  de  longueur  de  l'arbre  ;  mais  dans  la  crainte  de  voir  la 
■fonte  se  briser  sous  la  charge  qu'elle  est  destinée  à  supporter, 
on  soutient  la  plaque,  près  de  sa  circonférence  extérieure,  au 
moyen  de  galets  dont  les  axes  sont  réunis  par  une'couronne 
oiobllo,  comme  dans  le  cas  précédent. 

Si  Ton  faisait  ces  galets  cylindriques,  on  n'atteindrait  pas 
complètement  le  but  qu'on  se  propose,  à  savoir  :  la  suppres- 
sion du  glissement.  En  effet,  les  diverses  sections-droites  des 
galets,  qui  sont  toutes  égales  dans  l'hypothèse  d'une  forme 
cylindrique,  devraient  en  vertu  du  mouvement  circulaire  se 
développer  sur  des  circonférences  inégales  de  la  plaque  mo- 


■(•)  En  effet,  il  résulte  de  ce  qui  prcccdô  que  la  vitesse  du  centre  C  d'nne 
roulette  est  «!^ale  à  ur;  cette  quantité,  divisée  par  le  rayon  de  la  couronne,  donne 
la  vitesse  angulaire,  XI ',  de  celle-ci  : 

_     rw  RXl 


RH-r       3(RH-r) 

I^  vitesse  angulaire  de  la  couronne  est  à  peu  près  la  moitié  de  la  vitesse  de 
l'arbre,  car  le  rayon  do  celui-ci  est  toujours  assez  grand  relativement  au 
rayon  des  galets. 
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bile  et  de  l'appui  fixe  :  il  y  aurait  donc  nécessairement  glis- 
sement à  la  fois  en  haut  el  en  bas.  Pour  éviter  cet  inconvé- 
nient, on  emploie  des  galets  coniques  (yîg-.  i3o)  ayant  leur 
sommet  sur  l'axe  de  rotation  :  ces  galets  rouleni,  d'une  part, 
sur -un  cône  fixe  dont  le  sommet«estau  même  point  de  l'axe, 
et  d'autre  part  sur  la  partie  inférieure  de  la  plaque,  à  laquelle 
oiî  donne  aussi  la  forme  conique  {*)  avei^  le  même  somilieu 
On  trouve  le  rapport  de  la  vitesse  des  galets  à  celle  delà 
plaque,  en  exprimant  que  la  vitessç  du  point  B,  considéré 
comme  appartenant  au  galet,  est  égale  à  la  vitesse  du  point 
correspondant  de  la  plaque  :  gn  a 

en  conservant  les  notations  du  calcul  précédent.  Dans  lé«  câs 
actuel,  la  vitesse  angulaire  de  la  chape  mobile  est  exactement 

12'  =  -: 

La  couronne  des  galets  fait  un-  demi-tour  pendant  que  la 
plaque  fait  un  tour  complet. 

On  met  sous  les.  grandes  plaques  pour  machine  et  tender 
deux  et  jusqu'à  trois  couronnes,  pareilles  à  celles  dont  nous 
venons  d'indiquer  le  principe. 

Au  contraire,  depuis  quelque  temps^  en  Angleterre  et  en 
Belgique,  oh  supprime,  précisément  pour  les  grandes  plaques, 
tout  l'attirail  des  galets-;Supports.  Qh  ne  peut  alors  conserver 
1^  plaques  de  fonte,  qui  n'offriraient  pas  assez  jde  garanties, 
et  Ton  fait  porter  les  rails  sur  des  longerons  en  fer  d'une 
grande  rigidité.  La  plaque  au  repos  est  caléè.  Quand  elle  doit 
servir,  on  place  la  machine  autant  que  possible'  en  équilibre 
sur  le  pivot,  on  décalé»  et  la  plaque  oscillant  librement  sous 
la  charge  oppose  une  résistance  beaucoup  moindre  que  celle 
des  plaques  à  galets». 


(  *  )  Dans  l'application  de  ce  systcme  au  ^and  pont  tournant  de  la  Penfeld* 
à  Brcflt,  la  face  inférieure  de  la  plaque  mobile  est  plane.  Cette  disposition  est 
îin  cas  particulier  de  la  précéclepte  :  rien  n'empêche  en  effet  de  placer  le 
sommet  commun  aux  trois  c^Vnes^  sommet  dont  la  position  est  arbitraire,  de 
BMnière  îk  transformer  le  cône  su)>érieur  ou  le  cône  ibférieuf  en  un  plan« 
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Jriiculatioris  mobiles  à  charnière. — Il  arrive  fréquempieni 
ue  deux  corps  réunis  par  une  articulation,  ou  charnière,  sont 
>us  les  deux  en  mouvement  :  la  liaison  des  deux  pièces  s'ef- 
fctue,  tout  comme  si  l'une  d'elles  était  «fixe,  au  moyen  d'un 
rarîllon  qui  tourne  entre  deux  coquilles  soigneusement  po- 
es  et  graissées.  Quant  aux  pièces  boulonnées  dont  Ja  fonction 
st  de  maintenir  le  coussinet,  dans  les  appareils  fixes,  elles  sont 
mplacées  par  diverses  dispositions  plus  ou  moins  analogues 
ht  survante,  (|ui  se  fappprte  à  la  bielle  d^une  machine  de 
rail. 

Le  coussinet  mobile  est  fixé  à  la  tête  de  bielle  par  une  chape 
%•  i3f  et  ]32),  qui  embrasse  les  deux  coquilles  et  les  tient 
ppliquées  sur  l'embase  terminale  de  la  bielle;  on  produit  \e 
ttnge  an  mo^en  de  deux  coins  inverses  nommés  c/é/*  et 
tmire-clef  à  talon^  les  talons  de  la  contré-clef  empêchant  les 
mnchés  de  la  chape  de  s'écarter  (  *). 

Quand  la  bielle  est  en  bois,  la  clef  doit  être  renferhiée 
Btre  deux  contre-clavettes;  on  empêche  ainsi  qu'elle  nedé- 
hire  le  bois  pendant  le  serrage. 

V  ChiidM  du  mdnyeinent  rectiligne. 

•       ■  * 

11  existe  un  grand  nombre  de  systèmes  ayant  pour  effet 
'obliger  un  point  d'une  pièce  nïobile  à  suivre  une  trajectoire 
ectiligne.  Nous  nous  bornerons  à  énumérer  brièvement  les 
ispositions  Içs  plus  employées  : 

i^  OEilleions,  douilles  ou  patins,  glissant  le  long  de  tiges 
'xes  {Jig»  i33,  i34  et  i35). 

La  Jig.  i35  est  le  plan  d'un  puits  guidé,  servant  à  i'extrac- 
on  de  la  hQuille. 

On  s'est  longtemps  contenté,  pour  amener  au  jour  les  pro- 
uits  d'une  exploitation  souterraine,  du  procédé  primitif  qui 
ert  à  tirer  de  l'eau  d'un  puits  :  c'est-à-dire  qu'on  plaçait  sim- 
lement  le  charbon  ou  les  minerais  dans  un  seau  suspendu  à 
ne  corde.  Ce  procédé  ne  comportait  pas  de  grandes  vitesses; 
e  plus,  il  était  assez  dangereux,  appliqué  au  transport  des 


(*)  On  distln(;HC  deux  variétés  de  tètes  de  bielles,  Tune  à  chape  mobile 
f!g.  i3i),  l'autre  n  chape  fixe  {Jig.  iZn)  :  la  fi|rure  en  fah  suffisamment  com- 
rendre  les  différences. 
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hommes.  Aujourd'hui  les  bennes,  chariots  ou  lagons  pleins 
de. charbon  sont  reçus  dans. des  cages  guidées  par  é^es  Ion* 
grines  en  bois,  régnant  dans  toute  la  longueur  du  puits.  On 
peut  imprimer  à  ces  cages  la  vitesse  que  Ton  veut  sans  avoir 
d'accidents  à  redouter.  Les.  guides  se  font  aussi  en.  Gl  de  fer. 

Lfiijig.  i33  représente  le  châssis  d'une  scierie  à.  lames  ver- 
ticales. .  .      ' 

Citons  enfin,  comme  application  dui  même  principe,  le  gui- 
dage du  piston  d'une  machine  à  vapeur  horizontale.  La  tige 
du  piston  est  terminée  par  une  pièce  appelée  coquille,  sar 
laquelle  vient  s'articuler  la'bielle  {PL  XF,.Jig.  i36).  Deux 
glissières  sont, disposées  de  part  et  d'autre  de  la  tige  mobile, 
qui  s'appuie  sur  elles  par  les.  deux  larges  patins  de  la  co- 
quille; un  godet  de  grsUssage  complète  le  système.  La  bieUe 
est  faite  en  forme  de  fourche  quand  les  glissières  sont  dans 
le  pian  vertical  de  la  lige,  ainsi  que  le  suppose  la  figure. 

2?  Galets  à  gorges  roulant  enti^e  deux  guides  arrandii 
(PI.  XIFjJig.  i38}.  Dans  les  machines  verticales  de  Maudsiay, 
on  eipploie  une  disposition  analogue  à  la  précédente;  mais  b 
coquille  à  patins  est  remplacée  par  un  galet,  dans  le  but  d'éviter 
le  glissement.  Le  galet  roule  alternativement  sur  l'un  ou  l'autre 
des  deux  guides,  selon  que  la  lige  qu'il  doit  diriger  tend  à  s'é- 
carter ^  droite  ou  à  gauche. 

L'inconvénient  de  ce  système,  c'est  qu'au  moment  où  le 
changemeiit  de  sens  va  se  produire,. il  y  a  presque  toujours 
glissement;  la  moindre  irrégularité  dans  les  galets  aggrave  cet 
effet,  et  on  obtient  rapidement  des  méplats  qui  ne  tardent  pas 
à  s'opposer  complètement  au  roulement.  Cette  disposition 
n'est  donc  point  à  recommander;  et,  puisqu'il  est  pour  ainsi 
dire  impossible  d'éviter  le  glissement,  mieux  vaut  adopter  de 
larges  patins  bien  graissés  et  fonctionnant  régulièrement  que 
les  gulets  à  mouvement  indécis. 

•Au  contraire,  on  emploie  avantageusement,  pour  supporter 
les  meubles,  des  galets  cylindriques  mobiles  dans  des  rainures 
fixes  (/^.  139). 

3**  Tiges  mobiles  dant  des  douiHes  fixes,  ^'  Exemples  :  Tige 
du  piston  d'une  pompe  à  incendie  (fig*  ^37);  prisons  des  bo- 
cards(P/.  XFlf,fig.  170),  etc. 

4"  RainUres  et  languettes  [fig.  i4o)« 
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5<*  Roues  coniques  rouUmt  sur  des  rails  à  champignons 
{fig.  i4i).  Dans  ie  matériiel  ordinaire  de  nos  chemins  de  fer, 
les  deux  roues  d'une  même  paire  sont  calées  sur  leur  essiea 
commuD,  ei  sont  par  conséquent  solidaires  Tune  de  l'autre  (  * .). 
Les  jantes  ont  la  forme  d'un  tronc  de  cône  dont  le  sommet  est 
en  dehors  de  là  voie;  et  les  rails  sont  Inclinés  vers  Tiniérieur 
de  celle-ci,  de  manière  à  présenter  une  surface  de  roulement 
tangente  à  la  surface  de  la  roue. 

Voici  maintenant  comment  ce  matériel  fonctionne. 

Quand  un  wagon  parcourt  i:égulièrement  une  portion  de 
vole  en  alignement  droit,  ce  qui  est  le  cas  normal,  les  roues 
soot  symétriquement  placées  par  rapport  à  Taxe  de  la  voie,  et 
le  roulement  s'effectue  de  part  et  d'autre,  sur  des  circonfé- 
rences égales.  L'une  des  roues,  par  l'effet  d'une  circonstance 
quelconque;  présente-t-elle  une  tendance  à  sortir  des  rails  : 
dès  qu'elle  commence  à  se  porter  vers  l'extérieur,  sa  circon- 
lerence  de' roulefment  devient  plus  grande  que  celle  de  la 
loae  solidaire.  Or,  cxmime  là  vitesse  angulaire  des  deux  roues 
ealées  sur  un  essieu  est  la  même,'  la  roue  extérieure  prend 
de  l'avance  et  ce  mouvement  la  ramène  du  côté  dé  l'intérieur 
de  la  voie. 

Dans  une  courbe,' au  contraire,  le  vragon  s'écartera  légère- 
ment de  l'axe  de  la  voie,  et  les  deux  circonférences  roulantes 
seront  inégales,  de  manière  à  racheter  le  plus  grand  dévelop- 
pement du  rail  extérieur.  On  voit  que  l'angle  du  cône  des 
jantes  est  intimement  lié  à  la  grandeur  du 'rayon  des  courbes  : 
la  conicité  est  de  -^  ^"^  ^^^  chemins  ordinaires  à  grandes 
courbes;  elle  est  de  7  sur  les  chemins  américains  qui  admet- 
tent des  courbes  de  petit  rayon. 

Le  chemin  de 'fer  de  Sceaux  admet  également  de  fortes 

courbes;  mais  comme  le  matériel  articulé,  en  usage  sur  cette 

'  "         ,    «      ,     ,  ,         ..Il         II 

(  *  )  Le»  esaicux  des  roues  tournent  dans  dùê  bdites  à  graisse  ou  à  huUe, 
qui  remplacent  les  paliers  deç  arbres  ordinaires.  La  liaison  de  ces  sortes  do 
paliers  an  corp»  du  wagon  n*cst  pas  rigide  ;  elle  a  lieu  par  rintcrmédiairc  des 
ressorts  de  suspension,  qui  sont  fixés  aux  bottes  k  graisse,  et  sur  lesquels  re- 
pose le  châssis.  Ce  même  châssis  porte  des  plaques  de  tôle  verticales,  dites 
plaques  de  garde,  dans  lesquelles  sont  découpées  des  entailles  dont  la  l'onction 
est  d«  maintenir  les  boites  à  (praine  dam  le  sens  horizontal,  de  manière  à 
assurer  Ja  perpendicularité  des  essieux  à  la  voie;  elles  laissent  un  petit  jeu 
pour  le  passage  des  courbes. 
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ligne,  comporte  un  système  de  guidage  spécial,  lesTOuessoni 
indépendantes  •  el  cylindriques,'  ce  qui  présente  un  certain 
avantage  au  point  de  vue  de  l'usure  des  bandages. 

J'ai  omis  à  dessein  de  parler  jusqu'ici  du  rebord  intérieur 
ou  meiUonnet  des  roues,  lequel  ne  joue,  comme  on  l'a  vu, 
aucun  rôle  dans  le  guidage  normal,  et  n'intervient  que  dans 
les  cas  exx^eptionnels.  Dans  la  position  moyenne  du  wagon,  ei 
pour  que  la  conicité  puisse  produire  son  effet,  il  existe  on 
centimètre  de  jeu  entre  le  mentonnet  et  le  boudin  du  rail. 

6"  Chariots  des  mull^jènny  (Pi.  XIF,Jig,  i4^).  —  Dans  les 
métiers  à  filer  dits  mull-jenhy^  le  chariot  qui  porte  les  fuK» 
seaux,  et  dont  la  longueur  est  de  6  à  9  mètres,  doit  avoir  sur 
son  chemin  de  fer  un  mouvement  parfaitement  reetiligne, 
ce  qui  nécessite  un  système  de  guidage  susceptible  d'une 
grande  précision.  «  Après  avoir  épuisé  les  moyens  les  plus  coft- 
»  teux  et  les  plus  compliqués,  d  est-il  dit  dans  l'iSsâai  «ur  fa 
composition  des  machines^  a  les  Anglais  ont  enfin  résolu  le 
D  problème  d'unie  manière  trèsrsimple/  et  avec  une  exactitude 
»  qui  surpasse  tout  ce  qu'on  pouvait  attendre.  »  peux<x>r«tei 
tendues  dans  une  direction  parallèle  à  celle  du  mouvement 
sont  enroulées  autour  de  deux  poulies  fixées  au  chariot,  de 
manière  à  décrire  chacune  un  Z  :  la  tension  modérée  des  co^ 
des  croîtrait  rapidement  par  la  moindre  obliquité,  et  la  direc- 
tion rectiligne  du  mouvement  est  parfaitement  assurée. 

7®  Parallélogramme  articulé  de  Watt  [fig*  i45)-  —  L'il- 
lustre inventeur  auquel  l'industrie  est  redevable  de  la  machine 
à  vapeur  sous,  sa  forme  actuelle  a  également  résolu  d'une 
manière  éminemment  pratiqué  le  problème  du  guidage  en 
ligne  droite  de  la  tige  du  piston  de  sa  machine. 

Il  est  juste  de  dire  que  le  paraIlélogramm*e  articulé  de  Watt, 
dont  nous  verrons  plus  tard  la  théorie  géométrique,  ne  donne 
pas  à  l'extrémité  de  la  ti^e  un  mouvement  rigoureusement 
rectiligne;  mais  il  rachète  cet  inconvénient  par 'de  précieux 
avantages,  et  d'ailleurs  la  déviation  est  tout  à  fait  insignifiante, 
quand  on  emploie  des  dispositions  conveilablès. 
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CHAPITRE  IL 

ORGANES  DE  MACHINES. 


CUSSE  A.    —    SENS   HE  LÀ    TRANSMISSION  CONSTANT.  —    RAPPORT  DBS 

VITESSES    CONSTANT, 


La  classe  à  laquelle  est  consacré  ce  chapitre  «omprend 
les  organes  de  transmission  qui  sont  de  beaucoup  les  plus 
iisiiels(*)»  ceux  dont  il  est  facile,  e^  géi)éraU  de  faire  dériver 
presque  tous  1^  mécanismes  employés  dans  les  arts  et  dans 
Ifndusirie. 

Ainsi  que  nous  l'avons  dit,  nous  considérerons  plus  spé- 
cialémenl  les  qas  où  Von  a  affaire  à  deux  corps  assujettis  i 
tourner  chacun  autour  d*un  axe  fixe;  et  nous  examinerons 
suceessivement  )es  trois  modes  de  liaison,  qui  oht  servi  de 
base  à  noire  division  en  «rois  genres. 

§  ni.  —  Premier  genre.  —  Transmission  du   mouvement  par 

CONTACT. 

Pour  mettre  un  peu  d'ordre  dans  Tétude  des  engins  qui  se 
rapportent  à  ce  paragraphe,  il  convient  de  distinguer  trois  cas  : 
selon  que  les  axes  des  deux  solides  en  contact  soni  parallèles, 
concounmts,  ou  enfin  non  situés  dans  un  même  plan. 


(*}  Tfous  Terrons  que  Im  mouvements  continus  doivent  toujours  être,  autattt 
que  poMÎble,  uniformes;  les  organes  de  la  classe  A  sont  donc  ceux  qu*il  y  a 
lieu  d«!  préférer,  pour  relier  Tun  à  Taytre  deux  mouvements  continus.  L'uni- 
formité  do  mouvement  serait  au  contraire  très- nuisible  dans  le  cas  des  mouve- 
ments alternatifs,  où  les  organes  à  recommander  sont  ceux  dans  lesquels  la 
vitesse  diminue  régulièrement  jusqu'au  moment  du  changtmient-  de  sens;  On 
«rvite  ainsi  les  à-^ups  ci  les  chocs  que  causerait  inévitablement  ce  change- 
ment, si  les  corps  étaient  à  ce  moment  animés  d'une  Vitesse  un  peu  considé- 
rable. 
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1<>  Axes  parallèles.  —  Engrenages  cylindriques. 

La  Géométrie  nous  enseigne  qu'il  5  a  une  infinité  de  ma- 
nières (rétablir  un  rapport  de  vitessesv  constant  entre  deux 
axes  fixes  et  parallèles,  au  moyen  de  deux  cames  liées  à  ces 
axes,  et  maintenues  d'ailleurs  appuyées  Tune  sur  l'autre. 

Cylindres  de  friction.  — Le  problème  devient  déterminé, 
si  Ton  s'impose  la  condition  que  le  mouvement  relatif  soit  un, 
roulement  simple-  Nous  avons  démontré  que  les  surfaces  qui 
répondent  à  la  question  ainsi  particularisée  sont  des  cylindres 
circulaires  centrés  sur  1(^  axes  fixes  (p.  i55).  Les  rayons  des 
bases  de  ces  cvlindres  satisfont  à  la  relation 

• 
laquelle  établit  l'égalité  entre  les  vitesses  des  deux  solides,, 
mesurées  à  la  circonférence  de  contact.  On  voit  que  : 

Dans  la  transmission  par  cylindres  de  friction,  les  viteuet 
angulaires  sont  eh  raison  inverse  des  rayons  des  cyliudnes. 

Examinons  Ja  solution  précédente  au  point  de  vue  pratique. 
Cette  solution  présente,  ceci  de  particulier,  que  chacune  des 
surfaces  n'est  pas  nécessairement,  géométriquement* obligée 
de  chasser  l'autre  devant  elle  pour  se  faire  place  :  rien  n'em- 
pêche d'une  manière  absolue  le  cylindre  moteur  de  glisser  sur 
le  deuxième  sans  le  mettre  en  mouvement. 

(]e  qui  s'oppose  à  cet  effet,  c'est  le  frottement  qui  se  déve- 
lopperait aux  points  de  contact  de  la  surface  mobile  avec  celle 
(]ûi  resterait  fixe.  Quand  ce  frottement  est  plus  considérable 
que  la  résistance  appliquée  à  l'arbre  correspondant,  Vddhérence 
des  deux  corp3  détermine  la  transmission  du  mouvement  :  un 
accroissement  de  résistance  la  ferait  instantanément  cesser(*]. 

On  emploie  divers  artifices  poiir  s'opposer  au  glissement. 
Souvent  la  surface  de  l'un  des  cylindres  est  recoaveite  d'un 
cuir  rugueux,  dont  l'élasticité  maintient  la  pression  malgré  les 


(*)  On  utilité  cette  propriété  dam  lo  cas  oà  la  résistance  pe«l  aecidentd)»- 
m^t  dcTenir  énorme,  ce  qui  occasionnerait  la  rupture  de  qu^qae  pièce  si  la 
transmission  était  obligatoire.  l^lhcoBrénient  est  beaacoup  moîndrt  qtgttnd  les 

corps  ont  la  faculté  de  glisser  l'un  sur  Tautro. 


CffÀPrrBB  II.  —  ENGRtXAGES   CYLUIBRIQUSS.  igi 

légalités  inévitables  dans  la  forme  des  surfaces  de  contact. 
Vautres  fois,  Ton  des  arbres  n'est  pas  absolument  fixe 
fig.  i44)»  ^  H  esC  appuyé  sur  l'autre  par  un  ressort  ou  par  un 
oids  (  •  ). 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'emploi  des  cylindres  de  friction  est 
imité  à  un  petit  nombre.de  cas  tout  à  fait  spéciaux.  Il  est  im- 
lossible,  avec  ce  système,  de  compter  sur  l'exactitude  du 
apport  des  vitesses,  à  cause  des  glissements  qui  peuvent  se 
iroduire  à  chaque  instant,  sans  que  le  mécanicien  en  soit 
verti.  De  plus,  lorsque  l'appareil  doit  supporter  de  grands 
Aorts,  il  faudrait  une  pression  considérable  pour  déterminer 
me  adhérence  ^ûfBsianter  et  les  frottements  qui  se  produi- 
lient  sur  les  tourillons  des  arbres  compenseraient  et  au  delà 
'avantage  que  Ton  tire  de  la  suppression  du  frottement  au 
point  de  contact. 

'Principe  des  engrenages.  —  On  obvie  à  cet  inconvénient  en 
armant  chacun  des  deux  cylindres  de  saillies  ou  dents,  qui  pé- 
nètrent dans  des  creux  ménagés  à  cet  effet.  Il  est  à  remarquer 
[jo'avec  cette  disposition  le  mouvement  relatif  ne  peut  plus 
Hre  un  roulement  simple  :  en  effet,  les  surfaces  en  contact 
iont  maintenant  celles  qui  sont  formées  par  la  suite  des  saillies 
t  des  creux,  sous  lesquels  ont  disparu  les  cylindres  primitifs, 
liais  en  altérant  ainsi  les  lois  géométriques  de  la  transmission 
lu  mouvement,  il  importe  du  moins  de  maintenir  rîgoureuse- 
nenl  constant  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux 
irbres. 

Pour  ciela,  on  s'impose  d'abord  la  condition  que  les  d(3nts 
soient  égales  et  également  espacées  sur  les  deux  roues,  de 
manière  que  deux  arcs  égaux  contiennent  le  même  nombre  de 
dents.  On  cherche  un  arc  qui  soit  contenu  un  nombre  exact 
le  fois  dans  chacune  des  circonférences  en  contact  :  cet 
irc  est  ce  qu'on  appelle  le  pas;  le  pas  est  ensuite  divisé  en 


(*)  DiuDS  le«  tire-ttcs  des  moulins  à  hié  {/îg,  i.^j),  le  cylindre  B  est  main- 
tesB  à  aoe  peUte  diftanco  du  cylindre  A,  lequel  est  mû  par  la  machine  et 
Umme  d'une  manière  continue.  Au  moyen  d'un  effort  conTenable  exercé  on  E, 
on  appuie  le  cylindre  B  contre  la  poulie  motrice  :  le  mouvement  so  transmet 
luqn'au  moment  où,  le  sac  étant  arriTu  à  la  hauteur  voulue,  on  l&che  la  corde 
gai  éublissait  U  prewion* 
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deux  paitieSy  égales  ou  inégales,  correspondant,  l'une  à  la  saillie 
de  la  dent,  l'autre  au  creux  qui  doit  donner  passage  à  la  dent 
opposée.  Quant  aux  circonférences  qui  servent  pour  ainsi  dire 
de  base  à  la  denture,  il  n'en  reste  pas  de  traces  matérielles, 
une  fois  l'engrenage  taillé  ;  elles  jouent  néanmoins  le  princi- 
pal rôle  dans  la  théorie  des  roues  dentées  :  on  les  désigne 
sous  le  nom  de  circonférences  primitives. 

Pour  que  deux  roues  engrènent  régulièrement,  il  est  tout' 
h  fait  indispensable  que  les  deux  dentures  aient  le  même. pas. 
Sous  cette  condition,  et  quelle  que  soit  la  forme  des  dents,  la 
transmission  sera' périodiquement  uniforme,  puisque  chaque 
fois  que  le  point  de  contact  aura  parcouru  sur  chacune  des 
circonférences  primitives  un  espace  égaf  au  pas  cominun,  les 
deux  roues  se  retrouveront  dans  la  même  position  relative. 

Mais  on  ne  se  contente  pas  de  cette  régularité  périodique; 
et  l'on  a  soin  de  déterminer  la  forme  de  chaque  paire  de  dents 
en  conformité  avec  les  règles  établies  dans  la  Cinématique 
pure,  de  manière  que,  pendant  toute*  la  durée  de  l'action  indi- 
viduelle de  la  paire,  le  rapport  des  vitesses  reste  égal  à  l'in- 
verse du  rapport  des  rayons  des. circonférences  primitives.  On 
emploie  d'ailleurs  presque  toujours,  pour  limiter  les  dents 
des  engrenages  à  axes  parallèles,  des  surfaces  c;lindrlquest 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  aux  axes  de  rotation  : 
de  là  la  dénomination  d'engrenages  cylindriques. 

La  première  chose  à  faire  pour  établir  un  engcenage  entre 
deux  axes  parallèles  C,  Ci  [fig.  i46),  c'est  de  déterminer  le§ 
,  circonférences  primitives  :  les  rayons  de  ces  circonférences 
sont  en  raison  inverse  dos  vitesses  qu'on  veut  obtenir. 

Or  le  problème  de  géométrie  consistant  à  partager  la  lon- 
gueur CCi  en  deux  segments  qui  soient  dans  un  rapport  donné, 
comporte  deux  solutions  :  l'une  donne  le  point  A^itué  entre 
les  deux  centres,  l'autre  le  point  A'  situé  au  dehors. 

Si  l'on  adopte  le  point  A  comme  point  de  contact  des  cir- 
conférences primitives,  ces  circonférences  sont  extérieures  et 
leurs  rotations  sont  de  sens  contraire  ;  si  l'on  choisit  le  point  A', 
l'une  des  circonférences  est  intérieure  à  l'autre  et  les  rotations 
sont  de  même  signe.-  C'est  là  ce  qui  distingue  les  engrenages 
extérieurs  des  engrenages  intérieurs  :  on  emploie  les  uns  ou 
les  autres,  selon  le  sens  du  mouvement  a  produire. 

K 


I 
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(a).  Engrenages  cylindriques  exiérièun. 

Une  fois  les  circonférences  primitives  déterminées,  ii  faut 
s'occuper  de  clierclier,  pour  les  surfaces  des  dents,  des-profils 
qui  satisfassent  à  la  fois  aux  conyenances  pratiques  et  aux  con* 
ditions  géométriques  du  problème.  Les  solutions  adoptées  par 
les  constructeurs  se  rapportent  à  cinq  types,  dont  nous  allons 
faire  connattre  les  propriétés  les  plus  essentielles. 

.  PuantiE  soLtiTioN  PtATiQUE. —  Engrenctgc  à  fuseaux  et  lan* 
ieme.  —  Soit  AB  [Jig.  i47)  4ine  portion  d'épicycloïde  décrite 
par  un  point  de  la  circonférence  (Ci),  roulant  sur  la  circonfé-* 
reoce  (G).  Concevons  en  A  un  fuseau,  ou  cylindre  de  diamètre 
très-pelitt  perpendiculaire  au  plan  des  deux  cercles  primitifs, 
et  fixé  a  une  pièce  qui  tourne  autour  de  Ci.  Fixons  de  même 
b  courbe  ÀB  au  point  C,  et  donnons-lui  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  ce  point  comme  centre  :  le  fuseau,  qui  fait 
obstacle  è  ce  mouvement,  sera  contraint  de  se  déplacer  pour 
laisser  passer  la  dent  AB.  D'ailleurs,  en  vertu  de  sa  liaison  au 
centre  Ci,  le  fuseau  cédera  en. décrivant  une  circonférence;  et 
il  est  facile  de  voir  que  la  vitesse  angulaire  de  son  mouvement 
sera  dans  un  rapport  constant  avec  la  vitesse  de  la  roue  (C)« 

En  effet,  faisons  tourner  cette  roucd*un  angle  ACA',  l'épicy- 
cloTde  AB  se  trouvera  transportée  en  A'B';  et  le  fuseau  qui 
doit,  sans  s'écarter  du  centre  Ci ,  rester  appuyé  sur  Tépicy* 
cloTde,  occupera  la  position  Ai .  Or,  d'après  la  déQnition  des 
épicycloTdes,  les  arcs  AA|,  AA'  sont  égaux. 

Donc  le  mouvement  produit  par  l'action  de  la  courbe  sur  le 
fuseau  est  exactement  celui  qu'on  obtiendrait  en  considérant 
les  cylindres  primitifs  comme  deux  cylindres  de  friction,  les 
sections  droites  de  ces  cylindres  se  développant  sans  glisse- 
ment l'une  sur  l'autre.  On  vérifie  d'ailleurs  que  la  normale 
commune  aux  surfaces  de  la  dent  et  du  fuseau  ne  cesse  pas, 
pendant  le  mouvement,  de  passer  par  le  point  A,  ce  qui  est, 
comme  nous  le  savons,  la  condition  de  l'invariabilité  du  rapport 
des  vitesses. 

Quand  Tare  parcouru  sur  chacune  des  circonférences  pri- 
mitives est  égal  à  ce  que  nous  avons  appelé  le  pas,  on  arrête 
la  courbe  conductrice^  et  on  place  comme  précédemment,  sur 
I.  i3 
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la  ligne  (les  cenlrcs,  une  nouvelle  épicycloïde,  ainsi  qu'un 
deuxième  fuseau  :  on  pourvoit  de  la  sorte  à  la  continuation 
du  niouvenient  pendant  un  temps  qui  correspond  encore  au 
j^rcours  d'un  pas,  cl  ainsi  de  suite.  Coinnie  le  pas  de  l'en- 
grenage est  une  partie  aliquotcde  Tune  et  de  l'autre  des  cir- 
conférences primitives,  on  finira  par  revenir  au  point  deiié- 
part,  ci  répure  sera  terminée.  La  face  postérieure  tlè  chaque 
dent  peut  être  taillée  suivant  un  profil  quelconque  :  il  est 
en  général  convenable  d'employer  une  courbe  symétrique  de 
la  première  [Jig.  i48),  afin  que  Ja  roue  (C)  puisse  conduire  la 
roùc  (C)  imlifféremmeni  dans  les  deux  sens. 
•  Le  fuseau  de  diamètre  nul  que  nous  avons  supposé  pour 
notre  explicalioA  n'est  évidemment  pas  admissible  dans-  la 
pratique;  en  réalité,  ce  fuse.au  est  un  cylindre  de  petit  rayon, 
tel  qtic  A, a  {Jig.  149).  Quant  à  la  courbe  conductrice,  elle  est 
parallèle  à  l'épicycloïde  qui  correspondait  au  fuseau  réduit  i 
sén'.axe,  et  se  construit  en  portant  sur  les  normales  à  cette 
courbe  une  longueur  égale  au  rayon  du  fuseau  :  le  lieu  géomé- 
iHque  des  points  ainsi  obtenus  est  l'enveloppe  des  positions 
du  petit  cercle  (A,rt),  dont  le  centre  parcourt  répicycloïde 
.A'B(*). 

-On  complète  le  tracé  de  la  roue  (C),  en  disposant  entre 
deux  dçnts  cotisécutives  une  entaille  sufRsante  pour  loger  le 
fuseau  quand  son  centré  atteint  la  circonférence  primitive,  et 
en  ménageant  entre  les  dents  et  les  fuseaux  un  jeu,  qui  sera 
d'autant  plus  petit  que  le  mécanisme  devra  être  exécuté  avec 
une  plus  grande  précision  (**). 

C'est  ordinairement  là  plus  peiite  des  deux  roues  qui-  porte 
les  fuseaux  :  elle  est  connue  sous  le  nom  de  lanterne^  el  se 
compose  simplement  de  deux  tourteaux  montés  sur  un  axe 
carré,  dans  lesquels  viennent  s^engager  les  fuseaux  en  fonte. 
Ceux-ci  sont  souvent  rendus  mobilçs  autour  de  leurs  axes> 


(*)  La  portion  de  cette  enveloppe  qui  Correspond  an  BaHIant  B  alTeete  la 
forme  représentée  {/g.  i  jo).  "Pratiquement,  la  dent  est  limitée  à  rareté  f,  qta'oa 
a  même  soin  d'urrondir  légèrement  :  il  suit  de  là  que  la  courbe  condactriee 
jceflBe  d'être  en  contact  avec  le  fuseau,  4in  peu  avant  que  le  centre  de  celui-ci 
soit  parvenu  au  poinl  B. 

'     (**)  Le  diamètre' da  fuseau  est  gépéralemcnt  <%al  h  la  largeur  de  la  dent,  et 
le'^en  est.  le  dixième  da  pas.  '       ^ 
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afin  de  régulariser  l'usure;  seulement  alors  ils  acquièrent  du 
Jeu  ù  la  longue,  ce  qui  occasionne  des  secousses.  Los  deius, 
ou  afiiuhons,  sont  en  bois  dur,  et  s'assemblent  à  clavettes 
dans  la  jante  de  la  grande  roue.  Les  engrenages  à  lanterne,  fort 
employés  dans  l'ancienne  mécanique,  sont  à  peu  près  aban- 
donnés aujourd'hui. 

Continuons  a  étudier  les  propriétés  géométriques  de  ce 
système. 

Quand  on  réduit,  comme  premier  aperçu,  la  section  droite 
du  fuseau  à  un  point,  le  contact  avec  l'épicycloïde  conduc^ 
Irîce  ijig'  147)  commence  à  l'instant  du  passage  du  fuseau  sur 
la  ligne  des  centres,  et  a  lieu  exclusivement  après.  Si  la  lan- 
terne conduisait  la  roue,  le  contact,  au  contraire,  aurait  lieu 
exclusivement  avant  le  passage  sur  la  ligne  des  centres. 

La  trajectoire  relative  complète  du  fuseau,  c'est-à-dire 
répîcycloïde  engendrée  par  le  point  A,  comprend,  à  dire  vrai, 
deux  branches  symétriques  {fig.  i5i),  raccordées  par  un  re- 
broussement  situé  sur  la  circonférence  (C).  Géométriquement, 
la  courbe  BÂB'  serait  propre  à  conduire  le  fuseau  de  pari  et 
d*aulre  de  la  ligne  des  centres  ;  mais  il  est  évident  que  cette 
disposition  n'est  pas  réalisable  :  le  profil  d'une  d^t  ne  saurait 
présenter  un  rebroussement,  et  la  partie  concave  de  ce  profil 
doit  être  rejetée.  L'engrenage  n'aura  donc  jamais  lieu  que 
d'un  côté  de  la  ligne  des  centres  :  après,  si  la  laïuernc  est 
conduite,  cnHint,  si  elle  conduit. 

Or  le  raisonnement  et  l'expérience  prouvent  que  les  frotte- 
ments qui  se  développent  entre  deux  surfaces  tournant  autour 
de  deux  axes  fixes  sont  beaucoup  moins  durs,  lorsque  la  ligne 
4cs  centres  est  franchie,  qu'avant  l'instant  oii  le  point  de  lan- 
gence  atteint  cette  ligne  :  on  se  gardera  donc  bien  de  faire 
jamais  conduire  une  roue  par  une  lanterne,  en  raison  de  la 
propriété  qufe  nous  venons  de  signaler.  En  d'autres  termes, 
l'engrenage  à  fuseaux  n'est  pas  i^ciproque. 

11  y  a  quelques  modifications  à  faire  à  l'analyse  précédente, 
quand  on  rétablit  le  fuseau  de  dimensions  finies;  mais  il  est 
facile  de  voir  que  notre  conclusion  subsisie. 

ïu  effet,  la  courbe  B.A.B',  {Jtg.  i5-?.],  qu'on  substitue  à  l'é- 
picycloïde, se  compose  comme  celle-ci  de  deux  branches  à 
rebroussement,  dont  une  seule,  ÀiBi,  est  util.e. 

i3. 
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Les  points  de  rebroussemenl  des  deux  courbes  ne  corres- 
pondent pas  à  une  même  position  du  fuseau,  et  au  moment 
où  le  centre  A  de  celui-ci  est  sur  la  ligne  des  centres,  le  con- 
tact a  encore  lieu  sur  la  branche  parasite,  en  a.  Prenons  à 
partir  dû  point  A,  sur  la  développée  de  l'épicycloTde  BAB'(ia* 
quelle  est  aussi  la  développée  de  la  courbe  BiA.B',),  un  arc 
égal  au  rayon  Aa  du  fuseau,  nous  obtiendrons  le  point  Ai,  où 
commence  le  contact  effectif  :  la  position  correspondante  du 
centre  du  fuseau  est  en  a, ,  et  celle  du  point  de  tangence  des 
cirbonférences  primitives,  en  x,  sur  la  normaJe  de  contact  Aia,. 

Cette  construction  montre  rfue  l'instant  où  la  dent  et  le  fu- 
seau entrent  en  prise,  instant  déterminé  par  le  passage  du 
point  a  sur  la  ligne  des  centres,  précède  un  peu  l'arrivée  dti 
point  de  contact  des  surfaces  sur  cette  même  ligne.  Quoi  qu'il 
en  soit,  l'engrenage  a  toujours  lieu  principalement  après  la 
ligne  des  centres,  et  la  seule  disposition  admissible  est  celle 
dans  laquelle  la  roue  commande  la  lanterne. 

Dbuxièmb  solution  pratique.  —  Engrenage  à  flançt  recti- 
iignes.  —  Les  engrenages  à  flancs  sont  ceux  qu'on  emploie  le 
plus  fréquemment  aujourd'hui;  ils  jouissent  de  la  propriété 
d'être  réciproques^  et  leur  tracé  résulte  des  considérations 
suivantes. 

Décrivons  une  circonférence  sur  le  rayon  ACi  comme  dia- 
mètre ijig.  i53);  faisons  rouler  cette  circonférence  sur  le 
cercle  (C),  et  prenons  l'épicycloTde  AB  pour  pfofil  conduc- 
teur. 

Dans  ce  système,  la  plus  petite  des  deux  roues  prend  le 
noni  de  pignon;  elle  a  la  forme  d'un  plateau  circulaire,  entaillé 
de  manière  à  présenter  une  surface  plane  Ci  A  qui  s'appuie 
sur  l'épîcyclotde  AB.  La  dent  conduite  affecte  ainsi  un  proGl 
rectiligne,  au  lieu  du  profil  circulaire  caractéristique  du  tracé 
précédent;  et  nous  allons  montrer  que  le  rayon  ou  Jlanc  Ci  A, 
combiné  avec  Uiface  AB,  fournit,  comme  la  combinaison  des 
fusea\ix  et  des  alluchons,  une  solution  du  problènïe  des  en- 
grenages cylindriques. 

Considérons,  en  effet,  l'épicycloïde  transportée  en  A'B',  et 
soit  Cl  Al  la  position  correspondante  du  flanc,  laquelle  s*ob- 
tient  en  menant  par  le  point  Ci  une  tangente  à  la  courbe  A'F. 
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Le  point  de  contact  de  cette  tangente  est  en  a,  sur  la  circon- 
férence génératrice  de  l'épi cydoîde  A'B^  et  l'on  a 

arc  A\t  =  arc  A  a  =  arc  A  A', 

■ 

d'où  il  suit  que  les  arcs  décrits  simultanément  sqr  les  deux 
circonférences  primitives  sont  égaux.  On  peut  donc  adopter 
ces  deux  profils  pour  faire  conduire  la  roue  (Ct  )  par  la  roue  (C), 
au  delà  de  la  ligne  des  centres  (  *  ). 

Pour  faire  en  sorte  que  chaque  roue  puisse  être  indifférem- 
ment conductrice  ou  conduite,  ou,  ce  qui  est  la. même  chose, 
que* le  contact  de  deux  dents  ait  lieu  de  part  et  d'autre  de  la 
ligne  des  centres,  il  n'y  a  qu'à  prolonger  .la  courbe  AB  à  l'inté- 
rieur du  cercle  (C),  suivant  le  profil  rectiligne  AC,  et  à  décrire 
ttngentiellement  &  la  droite  AC  une  épicycloTde  déterminée 
par  les  mêmes  principes  que  l'arc  AB.  De  la  sorte,  chaque  dent 
se  compose  d*une  face  curviligne  et  d'un  flanc  rectiligne  : 
l'engrenage  est  réciproque,  et  la  conduite  commence  avant  la 
ligne  des  centres  pour  finir  après. 

On  fait  les  dents  symétriques,  comme  dans  le  traôé  précé- 
dent, pour  que  le  mouvement  soit  possible  dans  les  deux 
sens  (Jtg.  i54);  puis  après  avoir  fixé  (**)  la  saillie  qu'on  veut 


(*)  n  est  d'ailleurs  évideot  sur  la'flgure  que  la  normale  commune  aux  sur- 
fines en  contact  passe  constamment  par  le  point  A. 

(**)  La  saillie  et  le  creux  se  déterminent  par  certaines  règles  empiriques 
nr  lesquelles  nous  reviendrons  plus  tard  {voir  p.  222).  Voici,  d'après  VSTillis, 
les  proportions  adoptées  dans  la  meunerie  (Jig'  i5j): 

3 
SeilHe  en  dehors  de  la  circonférence  primitÎTe </e  =  —  a, 

10 

Profondeur  du  creux,  en  dedans  de  la  même  circonférence.,    «-f = -^  a, 

"      10 

Jeu  à  fond  de  creux. < —  a» 

10 

Largeur  du  plein  de  la  dent -—  <<t 

Largeur  du  vide  de  la  dent. . * ""*  a» 

Jeu  dans  le  sens  de  la  circonférence  primitive —  a. 

Ces  proportions  sont  des  fonctions  du  pas  a  seulement;  il  ne  faut  pourtant 
pas  croire  que  la  courbure  des  circonférences  primitives  ne  doive  pas  entrer 
en  ligne  de  compte  :  en  effet,  plus  cette  courbure  est  considérable,   plus   les 
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donner  à  la  dent  en  dehors  de  la  circonférence  priiniUve,  ainsi 
que  la  profondeur  du  creux,  on  termine  le  plein  et  le  vide  par 
deux  arcs  de  cercle  concenlriques,  et  on  arrondit  soigneuse- 
ment toutes  les  arêtes  saillantes  ou  rentrantes  des  deux  profils. 

Les  engrenages  à  flancs  droits  ont  un  inconvénient  grave  : 
c'est  que,  pour  tracer  le  patron  de  la  dent  d'une  roue,  îl  est 
nécessaire  de  connaître  le  diamètre  de  l'autre  circonférence 
primitive,  de  sorte  qu'une  roue  donnée  ne  peut  engrener  régu- 
lièrement qu'avec  des  roues  d'un  diamètre  parfaitement  déter- 
miné; les  lanternes  présentent  la  même  particularité. 

Or,  d'jLine  part,  nous  verrons  qu'on  a  quelquefois  1)esôift 
de  faire  engrener  une  même  roue  avec  deux  ou  plusieurs 
pignons  dont  les  dimensions  diffèrent  *  d'autre  part,  comme  au- 
jourd'hui presque  toutes  les  roues  dentées  s'exécutent  en  fonte 
ou  en  laiton,  il  est  très-important,  pour  ne  pas  multiplier  les 
modèles,  d'avoir  un  tracé  tel,  que  toutes  les  roues  du  même 
pas  puissent  être  à  peu  près  indifféremment  combinées  deux 
à  deux,  pour  constituer  un  engrenage  régulier. 

Il  est  facile,  en  mettant  à  profit  l'indétermination  laissée  par 
la  théorie  dans  la  solution  générale  du  problème  des  engre- 
nages, de  satisfaire  à  la  nouvelle  et  importante  condition  que 
nous  venons  d'énoncer. 

Troisième  solution  pratique.  —  Engrenage  à  flancs  épîcy^ 
cloxdaux.  —  Décrivons  dans  l'intérieur  de  (Ci)  un  cercle  de 
diamètre  quelconque  AD  [fig,  i56),  et  prenons  pour  la  face 
de  la  roue  (C)  l'épicycloïde  A'B'  engendrée  par  un  point  de 
cette  circ43nférence  auxiliaire,  roulant  extérieurement  sar  la 
circonférence  primitive  (C):  il  est  facile  de  voir  que  le  flanc 
correspondant  sera  précisément l'hypocycloïde  A,B,  (*)  décrite 

dents  se  rot'iisent  vite  au  contact.  Ct'tte  considération  conduit  ù  augmenter  un 
peu  la  saillie  des  petites  roues  :  on  peut  d'ailleurs  toujours  déterminer  gtêomé- 
triquemeiil  les  limitt>s  d<'s  parties  utiles  des  dents,  ainsi  que  la  forme  théorique 
du  creux,  laquello  esK  reiivcloppe  des  positions  r(>1ativcs  de  la  dent  opposée. 

(*  )  Dans  le  système  des  lianes  droits,  cette  hypocyclokle était  une  lijjnc droite; 
et  cette  particularité  est  la  seule  qui  distingue  ftéométriquement  le  trace  actuel 
A\\  précédent. 

En  général,  deux  profils  conjugués  quelconques  peuvent  toujours  être  coh- 
sîdérés  comme  engendn's  par  un  même  pdint  d'une  certaine  courbe,  roulant 
snr  chacune  des  circonférences  primitives  icspcctivement. 
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par  un  pokil  de  la  même  circonférence,  roulant  dans  l'ioié- 
rieur  de  (Cj).  En  effet,  on  dcmonlrcrait  comme  tout  à  l'heure 
que  les  arcs  AA',  AA„  égaux  chacun  à  A  a,  sont  égaux  entre 
eux,  el  que  la  normale  de  contact  passe  constamment  au 
point  A. 

Le  cercle  générateur  AD  est  tout  à  t^ïi  arbitraire,,  et  saos 
relation  avçc  l'un  ou  l'autre  des  rayons  primitifs  :  il  doit  seu- 
lement être  le  même  pour  toute  la  série  des  roues  destinées  à 
engrener  ensemble*  De  plus,  il  est  nécessaire  que  le  diamètre 
de  ce  cercle  soit  inférieur  o\i,  au  plus,  égal  au  plus  petit  des 
layons  des  cercles  primitifs,  afin  que  le  flanc  ne  se  trouve 
jamais  convexe.  Dans  ce  cas,  en  effet,  les  dents  auraient  à  la 
racine  une  épaisseur  moindre  que  sur  la  circonférence  prinii- 
tive,  ce  qui  serait  très-vicieux  nu  point  de  vue  de  la  solidité. 

Les  règles  relatives  à  là  saillie  et  au  jeu  sont  les  mêmes  que 
dans  le  cas  des  engrenages  à  lianes  droits. 

Quatrième  solution  pratique.  —  Engrenage  à  développantes 
ée  cercle,  —  Dans  les  engrenages  à  développantes  la  normale 
commune»  qui  est  toujours  assujettie  à  passer  constamment 
par  le  point  de  contact  des  circonférences  primitives,  satisfait 
de  plus  à  la  condition  d'avoir  une  inclinaison  fixe  sur  la  ligne 
des  centres.  Voici  le  tracé  de  cette  nouvelle  espèce  de  denture. 

Soit  TTi  une  ligne  menée  par  le  poini  A  sous  pne  inclinaison 
convenable  (yîg.  157);  des  centres  C  et  C,  décrivons  des  cir- 
eonférences  tangentes  à  la  droite  TTi  :  les  rayons  de  ces  cir- 
conférences sont  proportionnels  à  ceux  des  circonférences 
primitives.  Cela  posé,  enroulons  les  portions  TA,  T,A  de  la 
droite  TTi,  chacune  sur  la  circonférence  correspondante  :  le 
point  A  décrira  dans  chacun  de  ces  mouvements  une  dévelop- 
pante de  cercle;  et  je  dis  qu'en  prenant  pour  profils  des  dents 
ces  développantes  AB,  AB,,  nous  aurons  la  solution  cherchée. 

En  effet,  faisons  tourner  les  deux  roues  autour  de  C  et  Ci  res- 
pectivement :  la  courbe  AB  dans  toutes  ses  positioiis,  telles 
que  A'B',  admettra  toujours  la  ligne  fixe  TT,  pour  normale, 
ei  il  en  sera  de  même  de  l'autre  courbe  AB,.  Donc,  si  l'on 
conçoit  que  les  deux  profils  passent  à  chaque  instant  par  un 
même  point  de  la  ligne  TT„  ils  seront  tangents  en  ce  point; 
et  la  normale  commune  satisfera  à  la  double  condition  imposée. 
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Les  arcs  BB',  Biff,  sont  tous  deux  égaux  à  la  longueur  AA% 
inierceptée  sur  la  normale  commune  par  les  deux  positions 
considérées  des  développantes  ;  et  commeles  rayons  des  tuises 
des  développantes  sont  proportionnels  à  ceux  des  circonfé- 
rences primitives,  les  arcs  décrits  simultanément  par  le  point 
de  contact  sur  les  circonférences  primitives  sont  aussi  ^ux, 
ce  qui  est  une  vérification  de  ta  proposition  fondamentale  de 
la  théorie  des  engrenages. 

L'engrenage  à  développantes  est  réciproque»  et  chaque  dent 
est  formée  d'une  seule  courbe.  De  plus  :  t*  l'épaisseur  de  la 
dent  croit  de  l'extrémité  à  la  racine;  i^  une  même  roue  peut 
engrener  avec  une  autre  roue  de  rayon  quelconque  ;  3*  la  dis- 
tance des  centres  peut  varier  sans  que  \%  régularité  de  l'en- 
grenage soit  altérée.  Cette  dernière  propriété  permet  de  ne  pas 
s'occuper  du  jeu  dans  la  construction  des  roues»  et  c'est  en 
ajustant  l'appareil  qu'on  dispose  par  tâtonnements  les  aribres 
à  la  distance  convenable  pour  que  le  mouvement  s'exécute 
sans  trop  de  liberté  et  sans  trop  de  gène  (*)• 

A  côté  de  ces  avantages,  on  peut  signaler  l'inconvéniait 
que  voici  :  l'action  des  dents  l'une  sur  l'autre,  dirigée  sui- 
vant la  normale  commune,  est  oblique  par  rapport  à  la  ligne 
'des  centres,  ce  qui  est  mauvais  au  point  de  vue  dynamique. 
Dans  les  autres  engrenages,  la  normale  commune  est  d'abord 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  :  peu  à  peu  elle  devient 
oblique  ;  mais  dès  qu'elle  a  atteint  une  obliquité  un  peu  no- 
table, une  autre  paire  de  dents  entre  en  prise»  et  l'inconvé- 
nient dont  nous  parlons  est  beaucoup  amoindri. 

Cinquième  solution  pratique.  —  Tracé  des  dfintspar  arcs  de 
ceivleis.  —  La  portion  utile  des  courbes  qui  forment  le  profil 
d'une  dent  est  en  général  assez  petite  pour  qu'il  n'y  ait  aucun 
inconvénient  à  substituer  à  la  courbe  exacte,  en  vue  de  la 
commodité  du  tracé,  un  ou  plusieurs  arcs  de  cercle  convena- 


C*)  La  môme  propriëfe  est  utilisée  dans  certains  mécanismes,  telr'qne  les 
cylindres  broyeurs  des  minerais  métaHiques.  Une  même  paire  de  cyUndrts 
doit  servir  à  broyer  le  minerai,  tantât  gros,  lantAt  fin.  Il  faut  pour  ceU  qu'on 
puisse  disposer  les  cylindres  à  des  distances  Tariables  l'un  de  l'autre.  Ce  ciian* 
0emeBt  de  positions  relatiyes  sera  sans  influença  sur  la  régularité  de  la  trans- 
«lisiioD,  si  l'engrenage  est  a  dételoppantesb 
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blement  déierminés  :  on  peut  même  dire  que»  dans  les  ate- 
liers, les  dents  ne  sont  jamais  exécutées  difTéremment  (*). 
Mais  il  importe  d'avoir  de  bonnes  règles  pratiques  pour  la 
détermination  des  centres  et  des  rayons  des  ares  à  employer. 

Je  V.6UX  bien  qu'il  soit  assez  ridicule  d'exiger  que  les  dents 
d'une  roue  (surtout  d'une  petite  roueraient  exactement  la 
forme  d'une  épicydoTde  ou  celle  d'une  développante;  mais 
il  n*en  est  pas  moins  vrai  qu'on  voit  se  révéler  de  graves  in- 
convénients quand  cette /orme  s'écarte  pskt  trop  de  celle  qui 
convient  à.l'uniformité  du  mouvement.  L'action  des  machines 
devient  irrégulière  :  il  se  produit  des  chocs»  des  vibrations, 
dont  l'effet  sur  la  solidité  des  diverses  pièces  est  extrêmement 
ficheux,  circonstances  qui  se  manifestent  d'une  manière  non 
équivoque  par  un  bruit  assourdissant ,  indice  certain  d'une 
coDstnicUon  défectueuse. 

L'idée  qui  se  présente  tout  naturellement,  quand  on  cherche 
à  tracer  une  ligne  circulaire  qui  se  rapproche  te  plus  possible 
d'an  arc  de  çourbe>  c'est  de  substituer  à  cet  arc  le  cercle  de 
courbure  de  l'un  des  points  intermédiaires  ;  on  prendra  deux 
cercles  au  lieu  d'un  seul»  si  l'on  veut  avoir  une  plus  grande 
eiactitude.  Ce  procédé  est  assez  pénible  ;  heureusement»  dans 
le  cas  qui  nous  préoccupe,  il  n'est  pas  nécessaire  de  commen- 
cer par  tracer  les  courbes  exactes»  et  l'on  peut  obtenir  direc* 
temeni  les  profils  circulaires  qui  répondent  au  degré  d'ap- 
proximation dont  on  se  contente. 

Considérons  en  effet  la  normale  commune  dans  une  position 
quelconque  {PL  X,fig.^)y  et  soit  (<f )  un  arc  de  cercle  repré- 
sentant le  profil  de  la  dent  (C)  :  le  profil  conjugué  est  l'enve- 
loppe des  positions  relatives  de  la  courbe  (e).  Déterminant  le 
centre  de  courbure  X  de  cette  enveloppe»  et  décrivant  du 
point  X  un  arc  de  cercle  tangent  au  premier»  nous  aurons  le 
profil  de  la  dent  de  la  roue  (C). 

Les  centres  X  et  Y  se  trouvent  sur  les  droites  qui  joignent 
les  points  C  et  Cl  à  un  point  quelconque  de  la  perpendiculaire 
à  la  normale  commune»  menée  par  le  point  de  contact  des  cir- 


(*)  La  neilleare  pratique  consîsle  à  tracer  le  patron  exact  de  la  dent,  et  à 
ebercher  ensuite  par  t&tonnements  le  centre  et  le  rayon  de  Tare  de  ccrcîo,  qui 
•'écarte  le  moins  de  la  courbe  théorique. 
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conférences  primitives;  el  Ton  obtient  des  courbes  qui  satis- 
font approximativement  au  problème  des  engrenages  en  dé- 
crivant des  points  X  et  Y  deux  arcs  tangente  en  un  point 
quelconque  de  la  ligne  XY  (*). 

Ce  principe  général  étant  posé,  voici  quels  sont  les  deul 
tracés  qui  ont  été  indiqués  par  M.  Willis, 

Tracé  de  la  dent  par  un  seul  arc  de  cercle.  —  Par  le  point  de 
contact,  dés  circonférences  primitives  (fi g*  i58),  on  mène  une 
droite  TAT,,  dont  la  direction  est  arbîtraire.  Ordinairement, 
celte  droite  fait  un  angle  de  75  degrés  avec  la  ligne  des  centres. 
Du  centre  C  on  abaisse  une  perpendiculaire  CT  sur  cette 
droite  (ce  qui  revient  à  envoyer  à  Tinfini  le  point  de  la  per- 
pendiculaire à  la  normale  qu'il  faut  joindre  aux  deux  centres 
de  rotation)  :  T  est  le  centre  et  AT  le  rayon  de  la  dent  dont 
on  arme  la  roue  (C);  le  centre  de  Tenvéloppe  des  positions  de 
l'arc  ainsi  déterminé  s'obtient  en  abaissant  de  d  sur  la 
même  droite  la  perpendiculaire.  C,T,  :  cette  enveloppe  estle 
profil  de  la  dent  de  la  deuxième  roue. 

Ce  tracé  offre  une  certaine  analogie  avec  celui  de  l'engrenage 
à  développantes  :  il  en  a  les  avantages  et  les  inconvénients; 
seulement,  chaque  profil  étant  composé  d'un  arc  unique,  le 
rapport  des  vitesses  angulaires  n'est  pas  rigoureusement  con- 
stant, dès  que  le  point  de  contact  des  dents  s'écarte  un  peu 
de  la  ligne  des  centres. 

Tracé  de  la  dent  par  deux  arcs  de  cercle,  —  On  arrive  à  un 
degré  d'exactitude  qui  satisfait  amplement  aux  besoins  de  la 
pratique,  en  employant  pour  chaque  dent  deux  arcs  de  cercle 
situés  de  part  et  d'autre  de  la  circonférence  primitive,  de  ma- 

* 

nièrc  à  représenter  respectivement  ce  que  nous  avons  appelé 
le  flanc  et  la  face  du  profil.  On  devra  s'arranger  de  manière 
que  le  point  d'action  exact  de  l'une  des  courbes  soit  situé  on 
peu  en  deçà  de  la  ligne  des  centres,  et  l'autre  au  delà,  à  la 
même  distance  du  point  A;  cette  distance  sera,  si  l'on  veut, 
égale  à  la  moitié  du  pas. 


(*)  Euler  avait  indiqué  rapplicatioii  aux  onjfrcnagos  dos  arcs  de  cercle 
qn*on  ohiicnt  en  se  conformant  aux  indications  précédentes;  mais  on  a  long- 
temps négligé  de  mettre  à  profit  ces  considérations  théoriques,  jusqu'à  ce  qod 
M.  Willis  les  ail  présentées  sous  une  forme  immédiatement  pratique. 


CHAPITRE    n.  —  E>GrxENAGES   CYLINDRIQUES.  2o3 

Soil  (C)  la  roue  dont  on  demande  de  tracer  la  denture 
fig.  iSg);  les  données  sont  toujours  le  pas  et  le  nombre  de 
■nls  de  la  roae  :  on  en  déduit  la  circonférence  primitive  CA, 
jnt  le  développement  est  égal  à  la  longueur  du  pas  multi- 
lîëe  par  le  nombre  des  dents. 

Connaissant  ainsi  la  circonférence  primitive  do  la  roue  (C), 
3nsidérons,  mais  seulement  pour  l'explication  des  coristruc- 
ons  (*),  la  deuxième  circonférence  primitive  (C);  et  prqpo- 
ins-nous  d'abord  de  déterminer  l'arc  de  cercle  qui  forme  le 
ïDtour  de  la  partie  extérieure  de  la  face  d'une  dent  rfe  la 
)ae  qui  nous  occupe.  Pour  cela,  nous  choisirons  l'instant 
u  celte  dent  se  trouve  en  m,  à  un  demi-pas  au  delà  do  la 
gne  des  centres;  et  nous  tirerons  par  le  point  A  une  ligne 
rbltraire  NN',  représentant  la  normale  commune  qui  corrcs- 
cmd  à  celte  position.  D'après  M.  Wlllis,  cette  ligne  doit  faire 
n  aTigle  de  75  degrés  avec  la  ligne  des  centres. 

Menons  AK  perpendiculaire  à  NN',  joignons  les  centres  C 
t  Cl  à  un  point  quelconque  K,  pris  sur  cette  perpendiculaire, 
t  sotenl  P,  P,  les  points  de  rencontre  des  lignes  CK,  CiK  avec 
\  normale  NN'  :  la  face  que  nous  cherchons  s*obtient  en  dé- 
rivant un  arc  de  cercle  du  point  P  comme  centre,  avec  Vm 
Dur  rayon.  Le  flanc  correspondant  serait  un  arc  décrit  du 
entre  Pi,  tangentiellement  au  précédent  et  dans  l'intérieur 
e  la  circonférence  (Ci). 

On  détermine  les  flancs  de  la  roue  (C)  sur  la  même  épure 
n  considérant  la  dent  qui  se  trouve  en  n,  Sx  un  demi-pas  en 
rrîère  de  la  ligne  des  centres.  Il  suffit  pour  cela  de  joindre 
es  centres  C  et  C»  à  un  point  fr  pris  sur  le  prolongement  de  AK: 
»  est  le  centre  des  flancs  de  la  roue  (C),  />,  le  centre  des  faces 
€  la  roue  (C).  En  résumé,  le  profil  de  la  partie  .utile  d'une 
ieni  se  composera  de  deux  arcs  de  cercle  :  l'un  décrit  du 
entre  P  avec  le  rayon  Vm,  en  dehors  de  la  circonférence 
rimitive,  l'autre  décrit  du  centre  p  avec  le  rayon  pn,  en 
ledans  de  la  même  circonférence  primitive. 

Une  fois  celte  épure  préliminaire  effectuée,  on  procède  au 
racé  de  la  manière  suivante  :  du  point  C  comme  centre,  avec 


(*;  >ou9   verrous  que  le  ti'acô  est,  commo  il  convioat,  indépcudaat  du 
ayon  do  C^«)< 
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CP,  Cp  pour  rayons»  on  décrit  deirx.circonféreQces  qui  sont 
les  lieux  géométriques  des  centres  des  faces  et  des  flancs 
[fig.  160).  Puis,  ayant  marqué  les  points  des  dents  situés  sur 
la  circonférence  primitive»  en  tenant  compte  du  jeu,  on  prend 
une  ouverture  de  compas  égale  à  Pm,  et  on  transporte  succes- 
sivement la  pointé  traçante  de  son  instrument  en' a,  fr,  c,  </,..^ 
en  cherchant  pour  chacun  de  ces  poirits  la  position  correspon- 
dante de  la  pointe  centrale,  laquelle  doit  être  sur  la  circonfé- 
rence FF'.  Quand  on  a  ainsi  décrit  toutes  les  faces^  on  change 
l'ouverture  de  son  compas,  et  on  décrit  les  flancs  de  la  même 
manière.  11  importe  de  remarquer  que  la  position  des.pointsP» 
p,  qui  déterminent  la  forme  des  dents  de  la  roue  (C),  est  toutt 
fait  indépendante  du  rayon  de  la  roue  (Ci). 

Iol  limite  supérieure  de  la  longueur  AK, correspond  à  CK 
parallèle  à  NN',  un  flanc  ne  pouvant  jamais  être  convexe; 
cette  limite  est  donc  une  fonction  du  rayon  de  la  plus  petite 
des  roues. 

Pour  la  commodité  des  constructeurs,  M.  Willis  a  calculé 
une  table  qui  dispense  de  faire  Tépure  préliminaire,  en  four- 
nissant immédiatement  {*)  les  longueurs  AP,  Ap,  en  fonc- 
tion du  pas  et  du  nombre  de  dents  de  la  roue. 

Voici  un  extrait  de  cette  table,  réduite  en  mesures  fran- 
çaises. Le  pas  est  donné  en  centimètres,  les  autres  nombres  du 
tableau  expriment  des  millimètres.  Rien  n'est  d'ailleurs. plus 
facile  que  de  continuer  la  table  ou  de  l'interpoler;  seule* 
ment  on  ne  devra  pas  s'en  servir  pour  une  roue  destinée  à 
engrener  avec  un  pignon  de  moins  de  la  dents  :  on  sera 
alors  obligé  de  recourir  à  la  construction  directe. 


(  *  )  Dans  le  calcul  de  œite  table,  Tangle  NAC  a  été  pris  coni tammént  égal  à 
7Ô  degrés;  quant  à  la  longueur  AK,  elle  est  liée,  ainsi  <iae  nous  l'aTons  dil, 
au  rayon  du  plus  petit  cercle  primitif  :  soit  R,  ce  rayon,  on  a 

AK  =  R.8in75o. 

M.  ^'illis  a  pris  pour  la  plus  petite  des  roues  d'un  pas  donné  celle  de 
la  dents;  alors,  en  désignant  par  a  le  pas,  on  a 

3frR«=i9a, 
d'où 

^^6jin75o^ 


•*  ^ 
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Odontographe.  —  Enfin  la  méthode  de  Willis  est  rendue 
loin  à  fait  pratique  par  remploi  d'un  petit  rapporteur  de  corne 
ou  de  carton  {Jtg»^6i),  qu'on  nomme  odontographe. 

Pour  se  servir  de  l'odontographe,  on  le  place  sur  Tépure 
de  manière  que  la  ligne  AB  soit  dirigée,  suivant  le  rayon  qui 
vient  aboutir  sur  la  circonférence  primitive,  à  On  demi-pas  eft 
avant  ou  en  arrière  de  l'origine  d'une  dent.  Le  côté  NN',  qui 
fait  avec  AB  un  angle  de  75  degrés,  porte  deux  échelles  divi- 
sées, dont  le  zéro  commun  est  en  A,  servant  Tune  pour 
les  faces,  l'autre  pour  les  flancs;  et  la  table  précédente,  qui 
peut  être  gravée  sur  le  carton,  fait  connaître  tes  positions  des 
centres  sur  ces  deux  échelles.  Il  faut  remarquer  que,  dans 
chaque  position,  l'échelle  qu'on  doit  employer  est  celle  qui 
par  rapport  au  point  A  est  opposée  au  point  m.  Ainsi,  c'esl 
la  position  I  de  l'odontographe  qui  donne  le  centre  du  flanc, 
et  la  position  II  qui  fait  connaître  le  centre  de  la  face.  Une 
fois  tous  les  arcs  de  cercle  décrits,  on  achève  le  tracé  comme 
à  l'ordinaire  :  c'est-à-dire  en  arrêtant  .les  faces  et  les  flancs  i 
deux  arcs  de  cercle  concentriques  à  la  roue,  et  échanfrinant 
toutes  les  arêtes. 

[b).  Engrenages  cylindriques  intérieurs. 

Le  tracé  des  engrenages  intérieurs  est  fondé  sur  les  mêmes 
principes  que  celui  des  engrenages  extérieurs,  et  les  cinq 
systèmes  employés  pour  les  premiers  sont  également  appli- 
cables à  ceux-ci. 

Engrenages  intérieurs  à  lanterne.  —  Quand  la  petite  roue 
est  menée  par  la  grande,  on  peut  lui  donner  la  forme  d'une 
tanteme  {fig.  162)  :  le  profil  correspondant  des  dents  de  li 
grande  roue  est  une  courbe  parallèle  à  l'hypocycloïd^  décrite 
par  un  point  de  la  circonférence  primitive  du  pignon,  roulant 
dans  la  circonférence  extérieure. 

On  peut  au  contraire  armer  la  grande  roue  de  fuseaux  : 
Ife  pignon  est  alors  moteur  et  porte  les  dents  [Jig.  i63). 

Engrenages  intérieurs  à  flancs.  —  Dans  le  cas  des  engre- 
nages intérieurs,  on  voit  immédiatement  qu'il  n'est  pas  pos- 
sible de  donner  à  la  fois  à  la  grande  roue  un  flanc  et  une  face, 
car  là  face  se  trouverait  à  l'intérieur  de  la  circonférence  pri- 
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niiivc,  ei  se  raccorderait  avec  le  flanc  par  un  rebroussenienu 
■.es  flancs  droits  sont  même  loul  à  fait  inadmissibles  (*)  :  et  la 
.Tande  roue,  dont  la  forme  générale  est  celle  d'une  couronne 
>lacée  en  porte  à  faux  à  rexlrémité  de  son  arbre,  présente 
ntérieurement  une  denture  à  face  liypocycloïdale,  tandis  que 
les  flancs  sont  disposés  au  dedans  de  la  circonférence  primi- 
live  du  pignon  [J^g.  i64).  Le  mouvement  ayant  lieu  dans  le 
sens  indiqué  par  les  flèches,  les  flancs  poussent  les  hypocy- 
doldes  jusqu'à  la  ligne  des  centres.  Au  delà;  le  flanc  reste 
en  arrière  de  la  face. 

On  peut  faire  que  le  contact  des  deux  roues  se  continue  au 
Selà  de  la  ligne  des  centres  en  prolongeant  les  profils  précé- 
dents par  deux  épicycloïdes  engendrées  par  un  point  d'une 
circonférence  arbitraire,  roulant  extérieurement  sur  les  deux 
circonférences  primitives. 

Engrenages  intérieurs  à  développantes. — Le  principe  dos 
engrenages  à  développantes  (fig.  i65)  conduit  à  faire  le  profil 
des  dents  de  la  grande  roue  concave  :  on  atténue  cet  incon- 
Ténient,  ainsi  que  celui  qui  provient  de  l'obliquité  de  Faction 
mutuelle,  en  multipliant  suffisamment  les  dents. 

Le  contact  a  lieu  à  une  petite  distance  de  part  et  d'autre  de 
la  ligne  des  centres. 

Des  roues  parasites.  —  11  est  toujours  facile  d'éviter  les 
engrenages,  intérieurs.  En  effet,  soient  C,  Ci  ifig^iGS),  les 
projections  de  deux  axe^  entre  lesquels  on  demande  d'établir 
un  rapport  de  vitesses  donné,  avec  la  condition  que  les  deux 
rotations  soient  de  même  sens. 

On  obtient  ce  double  résultat  en  fixant  sur  les  arbres  deux 
roues  ordinaires  dont  les  circonférences  primitives  ne  se 
touchent  pas,  les  rayons  de  ces  circonférences  étant  d'ailleurs 
dans  le  rapport  voulu.  Puis  on  Installe  quelque  part  une  roue 
(C)  qui  engrène  avec  chacune  <Ies  roues  (C),  (C, )  :  de  celte 
manière  les  rotations  des  deux  arbres  donnés  seront  évidem- 
ment de  même  sens. 

Je  dis  de  plus  que  le  rapport  des  vitesses  angulaires  sera 
llnverse  du  rapport  des  rayons  B  et  B.,  quel  que  soit  le  rayon 
de  la  roue  auxiliaire.  Soient  eti  effet  &>,  u^  «i  les  vitesse's 


(»)  f'oir  BtLÂ^iCin,  Traité  de  Cinémaiiqoe^'p,  tsi, 
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respectives  des  trois  roues»  on  a 


d'où 


" 

R' 
-R» 

ca 

R, 
R* 

R. 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  arbres  extrêmes  ne 
dépend  ainsi  que  du  rapport  des  rayons  des  roues  correspon- 
dantes, la  roue  intermédiaire  ayant  pour  elTet  unique  de  chan- 
ger le  sens  du  mouvement  transmis.  En  général,  si  l'on  dis* 
pose  les  unes  à  la  suite  des  autres  une  série  de  roues  dentées, 
le  rapport  des  vitesses  angulaires  de  deux  roues  quelconques 
ne  dépend  que  du  rapport  des  rayons  de  ces  roues.  Nous  don- 
nerons aux  roues  intermédiaires  le  nom  de  roues  panuitet^ 
parce  que  les  dimensions  de  ces  roues  sont  sans  influence 
sur  le  mouvement  transmis.  ' 

(c).  Engrenage  (Tune  roue  et  d'une  crémaillèrem 

La  théorie  des  engrenages  cylindriques  s'étend  tout  natu- 
rellement au  cas  où  le  rayon  d'une  des  circonférences  primi- 
tives est  infini.  La  roue  correspondante  se  trouve  représentée 
par  une  sorte  de  barre  droite  cannelée,  nommée  crémaiUère^ 
qui  doit  être  guidée  de  manière  à  pouvoir  seulement  prendre 
un  mouvement  de  translation  dans  sa  propre  direction  ;  el  il 
s'agit  de  déterminer  les  profils  des  dents  des  deux  pièces»  de 
manière  que  la  vitesse  du  mouvement  de  translation  de  la 
crémaillère  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  vitessean» 
gulaire  du  pignon. 

La  solution  de  ce  problème,  simple  cas  particulier  de  ceux 
que  nous  venons  de  traiter,  ne  nécessite  pas  de  nouveau  tracé  : 
aussi  nous  contenterons-nous  de  passer  rapidement  en  revue 
les  div.erses  espèces  de  crémaillères  à  rapport  de  vitesses  con- 
stant. 

Crémaillère  ou  pignon  à  fuseaux.  —  Signalons  seulement 
pour  mémoire  les  crémaillères  à  fuseaux  cylindriques,  ou 
celles  qui  conduisent  une  lanterne  :  les  unes  et  les  autres  se 
rencontrent  très-rarement  aujourd'hui,  et  leur  denture  ne  pré« 
sente  rien  qui  mérite  d'être  signalé. 
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Crémaillère  à  flancs  droits  ou  courbes.  —  Quand  la  com* 
mande  entre  le  pignon  et  la  crémaillère  doit  être  réciproque, 
on  a  recours  au  principe  des  engrenages  à  flancs.  Si  l'on 
adopte  pour  le  pignon  des  flancs  rectilignes  {fig.  167),  la  face 
de  la  dent  de  la  crémaillère  est  un  arc  de  cycloïde  dont  le 
cercle  générateur  a  pour  diamètre  Ci  A. 

La  face  du  pignon  est  une  développante  de  cercle  ;  et  il  est 
ï  remarquer  que  la  crémaillère  n*a  pas  à  proprement  parler  de 
flanc.  En  eflet  la  développante  AD,  dans  là  rotation  de  la  roue 
autour  de  l'axe  Ci,  ne  cesse  pas  de  coupera  angle  droit  la  ligne 
TT;  et  par  conséquent  elle  agit  constamment  sur  le  point  A 
du  flanc  AB;A'B',... 

H  résulte  de  là  que  la  dent  de  la  crémaillère  s'use  rapide- 
ment dans  la  région  vojsine  de  ce  point  d'action  unique  :  ceci 
est  un  inconvénient  qu'on  évite  en  faisant  décrire  la  face  du 
pignon  et  le  flanc  de  là  crémaillère  par  un  même  cercle  de 
rayon  quelconque,  ou  mieux  en  employant  les  tables  de  Wil- 
lis.  Les  crémaillères  ainsi  construites  engrènent  avec  tous  lés 
pignons  de  même  pas. 

Crémaillère  à  flancs  obliques  dérivant  des  engrenages  à 
développantes  de  cerole,  —  Soit  NN'  (flg.  168)  là  normale 
constante  :  le  profil  de  la  dent  du  pignon  est  la  développante 
de  la  circonférence  C.Ti;  quant  à  l'autre  développante,  elle  est 
remplacée  par  une  droite  perpendiculaire  à  NN'.  Si  Ton  veut 
que  la  transmission  du  mouvement  soit  possible  dans  les  deux 
sens,  chaque  profil  doit  être  symétrique  :  les  dents  de  l'a  cré- 
iiialllère  prennent  ainsi  la  forme  trapézoïdale  {flg.  169).  La  dis- 
tance de  la  crémaillère  à  la  roue  peut  varier,  sans  que  la  régu- 
larité de  la  transmission  soit  altérée. 

Cames  soulevant  un  pilon. 

Un  pilon  mécanique  ou  bocard  {Jig.  170]  se  compose  d'un 
sabot  de  fonte»  fixé  à  l'extrémité  d'une  flèche  en  bois. 

Perpendiculairement  à  la  flèche,  et  dans  une  entaille  prati- 
quée à  cet  effet,  on  assemble  un  mentonnet  sur  lequel  vient 
agir  une  came.  Le  pilon  soulevé,  et  d'ailleurs  convenablement 
guidé  dans  son  mouvement,  retombe  par  son  poids  quand  la 
dent  ou  carîie  l'a  quitté  :  une  autre  came  Vient  bientôt  le  saisir, 
L  i\ 
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et  le  mouvement  de  rotation  continu  de  Parbre  à  eames  se 
trouve  transformé  en  un  mouvement  /ectiligne  altemsfif  du 
pilon. 

Ce  mécanisme  doit  être  rapporté  au  chapitre  aetael,  car, 
géométriquement,  le  mouvement  du  pilon  pourrait  être  coih 
tinu.  Le  changement  de  sens  résulte  seulemeetde  la  destruc- 
tion de  la  liaison  des  deux  corps  :  et  la  flèche  avec  son  men- 
tonnet  représente  une  crémaillère,  dont  la  denture  se  réduit 
a  un  seul  flanc  droit.  Le  proOl  de  la  c^me  est  une  dévelop^ 
pante  de  cercle,  dont  tous  les  points  viennent  successive* 
ment  en  contact  avec  un  même  point  du  mentonnet. 

T  Azaa  eonooiirants.  —  Engrenages  conigaet. 

Occupons-nous  maintenant  des  appareils  qui  servent  a  éta- 
blir un  rapport  de  vitesses  constant»  entre  deux  corps  mobiles 
autour  de  deux  axes  concourants. 

Cônes  de  friction.  —  Considérons  deux  cônes  de  même 
sommet  [fig.  171),  tangents  tout  le  long  de  la  génératrice  OC 
Si  Tadhérence  des  surfaces  est  suflisante  pour  que  Tun  de  ces 
cônes  ne  puisse  pas  tourner  sur  son  axe  sans  entraîner  l'autre, 
il  est  clair  que  lo  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux 
mouvements  de  rotation  sera  constant  :  tel  est  le  principe  des 
transmissions  de  mouvement  par  cônes  de  friction,  lesquelles' 
présentent  les  mêmes  avantages  et  les  mêmes  inconvénients 
que  les  cylindres  de  friction  précédemment  étudiés. 

Soient  co  et  &>.  les  vitesses  des  deux  arbres;  on  a 

6).CP:=Wi.CQ 

ou 

6)sinx  =  &>isina,  : 

Dans  la  transmission  par  cônes  de  friction,  le  rapport  des 
l^itesses  angulaires  des  deux  cônes  est  inverse  du  rapport  des 
sinus  des  demi'-angles  au  sommet  de  ceux^  (*). 

Cette  règle  permet  de  déterminer  les  deux  cônes,  connais- 
sant les  axes  et  le  rapport  des  vitesses. 

Pour  cela,  par  un  point  quelconque  B  de  Taxe  OQ;  menons 

(*)  On  remarquera  que,  si  la  droite  OR  représente  la  ritease  ù»^y  «  wra 
représentée  par  la  droite  OA. 
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une  parallèle  à  Taxe  OP;  prenons  sur  <i6ivc  parallèle  et  dans 
un  sens  cooTenable  ube  longueur  BK  qui  soit  à  OB^dans  le 
lappon  direct  des  vitesses  angulaires  des  deux  arbres  :  le  point 
K  est  un  poînl  de  i^  génératrice  de  contact  des  cônes  de  fric- 
tion. On  obtient  donc  ces  deux  surfaces  en  faisant  tourner. la 
ligne  OK  autour  de  chacun  des  axes  donnés  {*), 

Engrenages  coniques.  —  Si  Tadhérence  entre  les  deux 
cAnes  n*est  pas  assez  forte  pour  assurer  la. transmission  dit 
mouvement,  on  arme  lès  surfaces  en  contact  de  saillies  ou 
dents,  entre  lesquelles  sont  ménagés  des  creux.  On  constitue 
ainsi  les  engrenages  coniques  ou  roues  d'angle.  Les  surfaces 
qui  limitent  les  dents  doivent  être  telles,  que  la  transmission 
du  mouvement  resté  uniforme,  et  s'effe(5tue  absolument  de  la 
même  manière  que  lorsqu'on  avait  simplement  les  deux  cônes 
primitifs  roulant  sans  glisser  l'un  sur  l'autre. 

On  satisferait  à  celte  condition  par  remploi  d'une  lanterne 
il  fuseaux  coniques,  combinée  avec  une  rouo  pour  le  tracé  de 
laquelle  je  renverrai  au  Traité  des  Machines  de  Hachette; 
mais  les  seuls  engrenages  coniques  usités  aujourd'hui  sont 
fondés  sur  les  mêmes  principes  que  les  engrenages  cylindri- 
ques a  profils  épicycloTdaux,  avec  lesquels  ils  présentent  les 
analogies  habituelles  de  la  Géométrie  de  la  sphère  avec  la 
Géométrie  plane. 

Épicjrcloïdes  sphériques, —  Observons  d'abord  que,  les  dents 
étant  toujours  limitées  par  des  surfaces  coniques  (surfaces 
coniques  à  base  quelconque)  de  même  sommet  que  les  deux 
cônes  primîtîfe,  une  seule  directrice  suffît  à  les  déterminer. 
■  Pour  trouver  cette  directrice,  coupons  les  deux  cônes  par 
une  sphère  décrite  de  leur  sommet  commun  comme  centre; 
et  soient  (B)  et  (B,)  les  cercles  ainsi  déterminés,  que  nous 
appellerons  les  bases  des  deux  cônes  (yîg.  172).  Considérons 
un  troisième  cône,  tangent  aux  deux  premiers  suivant  leur  gé- 
nératrice commune,  et  soit  (6)  la  base  de  ce  cône  auxiliaire  sur 
notre  sphère. 

Cela  posé,  faisons  tourner  simultanément  Les  trois  cônes 
auteur  de  leurs  axes  avec  les  mêmes  vitesses  relatives  que 

(*)  Dans  la  pratique,  on  n'emploie  jamais  que  deux  troncs  de  cône  du  faible 
épaisseur. 

.4. 
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celles  qui  résulteraient  du  roulement  de  leurs  surfaces  Tune 
sur  l'autre  :  un  point  a  de  ta  base  du  cône  auxiliaire  décrire 
une  épîcycloïde  sphérîque  k'a  par  rapport  au  cône  (B),  et 
une  autre  épicycloTde  sphérique  par  rapport  au  cône  (B,). 
Ces  courbes  sont  précisément  les  directrices  demandées. 

Celte  solution  rigoureuse,  parfaitement  analoj^e  comme 
principe  à  celle  que  nous  avons  donnée  pour  le  problème  des 
engrenages  cylindriques,  n*est  pas  employée  dans  la  pratique» 
vu  les  difficultés  que  présente  te'  tracé  des  courbes  sphé- 
riques.  En  définitive,  on  a  plus  de  garanties  pour  Fexactiiude 
matérielle,  si  l'on  s'arrête  à  une  solution  simplement  approchée 
en  théorie,  mais  plus  commode  à  réaliser.  Aussi  a-t-on  uni* 
versellcment  adopté,  pour  déterminer  les  directrices  des  dents 
des  roues  d'angle,  la  méthode  approximative  que^nous  allons 
exposer.  Celte  méthode,  imaginée  par  Tredgold  (*),  repose 
sur  les  considérations  suivantes. 

En  pratique,  la  portion  de  surface  sphérique  occupée  par 
les  arcs  utiles  des  épicycloîdes  constitue  seulement  une  zone 
assez  étroite,  autour  de  la  base  de  chaque  cône  primitif;  et  l'on 
peut  admettre  que,  dans  l'étendue  d'une  pareille  zone,  la  surface 
de  la  sphère  se  confond  sensiblement  avec  celle  de  son  cône 
circonscrit.  En  se  contentant  de  l'approximation  fournie  par 
cette  hypothèse,  c'est  sur  la  surface  des  cônes  circonscrits  à  k 
sphère,  le  long  des  bases  de  chacun  des  cônes  primitifs  res- 
pectivement, qu'on  se  proposera  de  déterminer  les  directrices 
des  dents  :  on  substituera  ainsi  aux  lignes  sphériques  des 
courbes  tracées  sur  des  cônes;  or  les  constructions  relatives 
à  ces  dernières  courbes  n'offrent  aucune  difficulté,  par  suite 
de  la  propriété  dont  jouissent  les  surfaces  coniques  d'être  dé- 
veloppables  sur  un  plan. 

On  va  plus  loin  encore:  les  cônes  circonscrits  S  et  S'  [fig^i'fi] 
ont  chacun  un  élément  angulaire  infiniment  petit  comprfs  dans 
le  plan  tangent  à  la  sphère  au  point  C;  et  l'on  admet  comfne 
deuxième  simplification,  le  pas  n'étant  jamais  bien  considé- 
rable» que  ce  plan  tangent  commun  à  la  sphère  et  aux  cônes 
contient  la  portion  occupée  sur  chacune  des  tones  parle  plein 
et  le  creux  de  deux  dents  en  prise. 


(•)  Buchmian't  Esst^t  on  miU^work,  by  Tredgold,  p.  io3;  i8a3. 
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Or«  on  Q^a  pas  besoin  de  suivre  le  mouvement  des  deux 
roues  pendant  un  temps  excédant  celui  qui  correspond  au 
passage  d*iine  paire  de  dents,  puisqu'il  y  a  identité  parfaite 
entre  toutes  lés  paires  qui  viennent  successivement  au  contact; 
donc  en -définitive  on  n'a  à  se  préoccuper  que  du  mouvement 
relatif  des  deux  secteurs  SCc,  S^Cc',  lequel  est  un  simple 
mouvement  plan. 

Ces  bases  préliminaires  acceptées,  soient  [fig.  174)  SOC, 
S'OC,  les  deux  cônes  primitifs.  Tirons  SS'  perpendiculaire 
ï  la  génératrice  de  contact  OC  :  SC  et  S' C  sont  les  génératrices 
des  c6nes  circonscrits  à  la  sphère,  qui  contiennent  les  zones 
dont  nous  avons  besoin.  Ces  deux  cônes,  ou  plutôt  les  deux 
troncs  de  cône  CD,  CD',  étant  exécutés  sur  le  tour,  les  pro- 
cédés les  plus  élémentaires  de  la  Géométrie  descriptive  vont 
nous  permettre  de  déterminer,  par  une  épure  identique  aux 
épures  d'engrenages  plans,  les  patrons  ou  panneaux  des  direc- 
trices des  surfaces  des  dents. 

En  effet,  développons  les  deux  cônes  sur  leiir  plan  tangent 
commun  :  pour  cela,  des  points  S  et  S',  comme  centres,  dé- 
crivons des  circonférences  tangentes  au  point  C,  et  prenons 
sur  ces  circonférences  des  arcs  égaux  au  développement  des 
bases  (B)et(Bi).  D'après  ce  que  nous  avons  admis,  le  mouve- 
ment relatif  des  facettes  coniques  élémentaires,  qui  viennent 
successivement  se  placer  dans  le  plan  sur  lequel  s'effectue 
notre  développement,  est  identique  au  roulement  de  deux 
secteurs  circulaires,  correspondant  à  des  arcs  infiniment  petits 
égaux  des  circonférences  (SC),  (S'C). 

Considérons  donc  ces  deux  circonférences  comme  les  cir- 
conférences primitives  d'un  engrenage  cylindrique,  et  déter- 
minons les  profils  des  dents  de  cet  engrenage  par  l'un  des 
tracés  que  nous  connaissons  :  il  suffira  ensuite  de  découper 
suivant  chacun  de  .ces  profils  un  carton  flexible,  et  d'appliquer 
ce  patron  sur  la  surface  du  tronc  de  cône  correspondant.  On 
taillera  les  dents  suivant  la  surface  engendrée  par  une  droite 
assujettie  à  s'appuyer  sur  la  directrice  ainsi  déterminée,  et  à 
passer  constamment  par  le  point  0. 

Comme  on  n'a  généralement,  pour  l'exécution  de  la  den- 
ture, qu'une  portion  de  cône  qui  ne  se  prolonge  pas  jusqu'au 
sommet  O,  on  remplace  celui-ci  par  une  deuxième  directrice 
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tracée,  pour  chaque  roue,  sur  une  deuxième  surface  conique 
auxiliaire»  pars^llèle  à  la  surfoce  qui  contient  la  première  direc* 
trtce.  Chacune  des  deux  couronnes  à  tailler  se  trouve  ainsi 
limitée  par  quatre  surfaces  coniqqes  droites,  de  manière  à 
présenter  la  section  trapézoïdale  qu^indique  la  Jig.  i^^* 

L'horlogerie  emploie,  sous  le  nom  6e  Jvues  Je  champ,  d'au- 
tres espèces  de  roues  d'angle  destinées  seulement  à  résister  ï 
de  minimes  efforts.  Je  ne  m'arrêterai  pas  à  décrire  ces  mé- 
canismes peu  importants,  ni  à  définir  les  conditions  d'invar 
riabiltté  dû  rapport  des  vitesses  angulaires. 

Joint  universel  sphérique. 

C'est  ici  le  lieu  de  dire  quelques  mots  du  dispositif  fort  in- 
génieux imaginé  par  M.  Porro,  pour  communiquer  à  une 
grande  lunette  un  mouvement  uniforme  de  rotation  autour  de 
son  axe  de  figure^  Cet  axe,  maintenu  par  deux  collets  dans 
tme  position  inclinée  [PI,  XXIII ^  Jig.iii)^  se  termine  à  sa 
partie  inférieure  par  une  sphère  pleine  qui  repose  sur  une 
sorte  de  coupe  ou  .calotte  creuse,  mobile  autour  d*un  axe  ver- 
tical. Le  rayoïii  de  la  calotte  est  un  peu.  plus  petit  que  celai 
dé  I9  sphère  pleine,  de  manière  que  le  coiàtact* a  lieu  seule- 
ment sUr  la  circonférence  extréimede  la  première.  Cela  pesé, 
Il  est  évident  :  . 

i^  Que  le  mouvement  de  rotation  se  transmettra,  en  vertu  de 
l'adhérence  résultant  de  la  pression  exercée  par.la  lunette,  i 
Tarbre  de  celle-ci,  pourvu  que  la  résistance  appliquée  à  cet 
arbre  ne  soit  pas  trop  îorte  ; 

'3^  Que  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  solides 
autour  de  leurs  axes  respectifs  sera  constant^  puisqu'il  y  a 
identité  parfeite  entre  toutes  les  positions  relatives  occupées 
par  ces  deux  corps; 

3^  Enfin  (  propriété  caractéristique  du  n^écanisme  que  nous 
décrivons),  que  l'angle  des  deux  arbres  pourra  varier,  sans 
que  la  régularité  et  l'uniformité  du  mouvemenlsoient  altérées. 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deut  arbrtô  dépend 
du  rayon  de  la  sphère  et  de  celui  de  la  circonférence  de  oon- 
ta.ct,  ainsi  qUe  de  Tinclinaison  de  la  lunette;  de  plud,'Ctrcoo- 
stance  qui  ne  se  rencontre  dans  aucun  autre  organe  de  ma- 
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chines,  ce  rapport  varie  avec  la  nature  physique  des  corps  en 
contact;  c'est-à-dire  qu'il  n'est  pas  possible  de  le  calculer  par 
les  seules  ressources  de  la  Mécanique  géoixiétrique. 

29  Axes  non  situés  dans  un  même  plan.  —  Engrenages 

hyperbdlddes.  —  Vis  sans  fin. 

On  peut  résoudre  sans  nouveau  tracé  ie  problème  de  la 
tiansmission  uniforme  du  mouvemem  de  rotation^  dans  le  cas 
où  les  deux  axes  qu'il  s'agit  de  relier  ne. sont  pas  situés  dans 
un  même  plan. 

II  sufQt  pour  cela  de  prendre  un  axe  intermédiaire»  qui 
coupe^  chacun  des  deux  axes  donnes  :  on  rentre  ainsi  dans  le 
cas  précédent. 

Engrenages  hyperboloïdes. 

Une  disposition  récemment  imaginée,  et  basée  sur  l'emploi 
de  deux  hyperboloTdes  gauches  dentés  (*),  permet  d'effectuer 
directement  la  transmission. 

Considérons  deux  hyperboloïdes  de  révolution,  dont  les  axes 
coïncident  avec  les  axes  donnés,  et  disposés  de  manière  à  se 
toucher  tout  le  long  d'une  génératrice.  Il  n'est  pas  possible 
ici  de  compter  sur  l'adhérence  des  surfaces,  pour  obtenir  la 
transmission  du  mouvement  :  car  deux  hyperboloïdes,  à  moins 
d'être  tout  à  fait  identiques,  ne  sont  pas  susceptibles  de  se 
développer  l'un  sur  l'autre  par  une  succession  de  roulements 
simples,  et  il  y  a  nécessairement  glissement  dans  le  sens  de 
la  génératrice  commune.  Mais  on  peut,  en  cannelant  les  sur- 
faces gauches  suivant  les  directions  de  leurs  génératrices  res- 
pectives, rendre  les  rotations  des  deux  roues  solidaires,  tout 
en  permettant  le  glissement  relatif  dont  nous  venons  de  parler: 
le  mouvement  est  alors  celui  que  nous  avons  étudié  (p.  i58). 

En  désignant  par  A  l'angle  des  axes,  par  R  et  Ri  les  rayons 


(*)  Les  premien  eagreniges  coastmitt  dans  ce  systèinc  détiTaient,  «ms  règles 

préeûci,  de»  engrenages  coniques.  l\  y  avait  des  froUcmenta  considcrahles  ; 

par  le  temps  el  l'usure  les  roues  s'appropriaient  peu  a  peu  à  leur  usajro. 

On  obtient  un  engrenage  régulier,  en  se  ..conrorinant  aux  indications  sui- 

'vanlef,  qui  sont  extraites  d'une  Note  publii^e  psr  M.  Bélanger,  sons  le  titre 

de:  Théorie  de  Vengreniige  hypfrboloïdf.  Décembre  1860,  « 
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des  cercles  de  gorge,  l'équation  qui  lie  le  rapport  de  ces 
rayons  au  rapport  des  vitesses  angulaires  est 

-,       — -HcosA 

Ri      fit)  A 

— hcosA 

Cette  équation  détermine  les  rayons  des  cercles.de  gorge 
des  hyperboIoTdes  à  employer,  pour  produire  un  rapport  de 
vitesses  donné;  quant  à  la  direction  de  la  droite  qui  doU»  6n 
tournant  autour  de  chacun  des  axes  respectivement,  engen- 
drer les  deux  hyperboIoTdes,  on  la  trouve  par  la  relation 

Rcotï  =  R,  COtf,, 

i  ex  il  étant  les  inclinaisons  de  la  génératrice-  sur  les  deux 
axes. 
Quand  ces  axes  sont  rectangulaires,  on  a 

C0SA  =  0y 

par  suite 


Nous  ne  nous  occuperons  pas  de  rechercher  la  forme  ri- 
goureuse qu'il  faudrait  donner  aux  dents  destinées  à  assurer 
la  solidarité  des  deux  hyperboloTdes.  Disons  seulement  que  les 
roues  employées  se  réduisent  à  deux  troncs  d'hyperboIoTdês 
tangents,  limités  à  des  plans  menés  perpendiculairement  à 
leurs  axes  rçspectifs.  Les  surfaces  de  ces  espèces  de  troncs  de 
cône  sont  couvertes  de  stries  rectilignes,fines  et  suffisamment 
rapprochées,  représentant  la  série  des  couples  de  génératrices 
qui  doivent  arriver  successivement  en  contact. 

Ces  stries  ou  cannelures  doivent  être  en  nombres  récipro- 
ques aux  vitesses  angulaires  des  roues,  et  par  conséquent 
elles  ne  sont  pas  espacées  de  quantités  égales  sur  deux  cir- 
conférences qui  passent  par  un  même  point  de  la  génératrice 
de  (Contact.  En  d'autres  termes,  les  dentures  des  deux  roues 
ont  des  pas  différents,  propriété  qui  distingue  essentielle- 
ment les  engrenages  actuels  des  engrenages  cylindriques  ou 
coniques» 
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Fis  sans  fin. 

Dans  le  cas  où  les  arbres  qui  ne  se  rencontrent  pas  sont  rec- 
igulaires,  on  peut  employer  une  solution  de^mis  longtemps 
nnue,  qui  paraît  même  avoir  été  décrite  par  Pappus  (*): 
»t  la  .vis  sans  Qn. 

FÎM  et  écrow.  -—  Aucun  organe  ne  se  rencontre  aussi  fré- 
lemment  dans  les  machines  que  les  vis  de  toute  nature,  auctm 
se  prête  à  des  applications  plus  variées.  Toutes  ces  applica- 
\os  reposent  sur  ce  que  le  mouvement  de  la  vis,  par  rapport 
M>n  écrou  considéré  comme  fixe,  se  compose  d'une  transla- 
»n  dans  la  direction  de  l'axe  et  d'une  rqtaiion  autour  de  cet 
e  :  ces  deux  mouvements  étant  réglés  de  telle  façon  que 
»ar  un  tour  entier  la  vis  avance  d'un  pas.  Par  suite,  le  mou- 
ment  de  l'un  des  deux  coq)s  étant  donné,  l'autre  se  trouve 
iterminé. 

Far  exemple,  quand  l'écrou  est  fixe  et  qu'on  oblige  la  vis  à 
orner  sur  son  axe,  celle-ci  s'enfonce  en  même  temps  d'une 
iCtion  de  pas  égaie  à  la  fraction  de  tour  qu'on  lui  fait  faire  : 
I.  est  le  principe  des  vis  de  pression,  de  certaines  vis  mi- 
ométriques,  de  celles  qui  servent  à  assembler  deux  objets, 
versement,  quand  la  vis  est  maintenue  fixe,  Técrou  possède 
la  fois  un  mouvement  de  translation  et  un  mouvement  de 
làtion,  dont  les  vitesses  sont  dans  le  rapport  indiqué. 
Le  mécanisme  employé  pour  donner  ou  retirer  l'eau  à  cer- 
ioes  rpucs  hydrauliques  se  compose  d'une  vanne,  mobile 
os  une  feuillure  verticale,  et  fixée  à  une  grosse  vis  en  bois 
»iii  l'écrou  repose  sur  un  appui  fixe  :  la  vis,  qui  fait  corps  avec 
Tanne,  peut  seulement,  comme  celle-ci,  monter  ou  des- 
ndre  parallèlement  à  elle-même. 

Quand  on  veut  lever  la  vanne,  on  tourne  l'écrou  au  moyen 
une  barre  analogue  à  celle  d'un  cabestan,  le  poids  du  sys- 
me  maintient  l'écrou  appuyé  sur  son  support,  et  lui  permet 
ulement  de  prendre  un  mouvement  de  rotation  sur  son  axe  : 
translation  est  alors  le  partage  de  la  vis,  qui  s'élève  ou  s'a- 
d'un  pas  pour  chaque  tour  de  barre. 


*)  foir  P»ppas,  l.VllI,  prop.94« 
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La  combinaison  opposée  se  rencontre  aussi  très-fréquem- 
ment, par  exemple  dans  les  vis  de  rappel.  La  vis  tourne'dans  des 
collets  fîxes,  et  Técrou,  convenablement  guidé,  prend  un  mou- 
vement de  translation  dans  le  sens  dé  son  axe  (*)\ 

Il  n^est  en  aucune  façon  nécessaire  que  ]*écrou  affécie  h 
forme  ordinaire  d'un  anneau  enveloppant  la  vis  de  toutes  parts. 
Réduisons  cet  écrou  à  un  simple  onglet,  compris. entre  deux 
plans  conduits  par  Taxe  et  faisant  entre  enx  un  angle  aussi 
petit  qu'on  le  voudra;  nous  aurons  une  sorte  de'  crémaft- 
lère,  ou  peigne^  à  laquelle  une  vis  de  deux  ou  trois  spires, 
dont  les  collets  sont  fixes,  communiquera  un  mouvement  de 
translation.  Cette  disposition  est  peu  usitée,  mais  elle  nous 
conduit  tout  naturellement  à  la  vis  sans  fin,  qui  l'est  beaucoup. 

f'is  sans  fin. — Concevons  qu'on  enroule  le  peigne  dont  nous 
venons  de  parler  sur  une  jante  cjtindrique  MN  [PI.  XFHI^ 
fig'  *75),  tournant  autour  du  centre  C.  Nous  n'aurons  rien 
changé  à  Télément  d'écrou  sur  lequel  s'exerce  l'action  de 
la  vis,  et  cette  action  aura  toujours  pour  effet  de  commu- 
niquer au  point  qui  touche  le  filet  une  vitesse  parallèle  i  Taxe 
de  la  vis. 

Seulement,  le  point  animé  de  cette  vitesse  étant  invariable- 
ment  lié  à  l'axe  C,  il  résultera  de  là  une  rotation  continue  de  la 
roue  MN  autour  de  l'axe  C,  perpendiculaire  a  l'axe  de  la  vis  t 
tel  est  le  principe  de  la  vis  sans  fin. 

Pojur  étudier  d'un  peu  plus  près  ce  mécanisme,  réduisons 
la  roue  à  une  lame  sans  épaisseur,  et  considérons  la  série  des 
sections  axiales  de  la  vis  :  sections  qui,  par  l'effet  de  la  rota- 
tion, arrivent  l'une  après  l'autre  dans  le  plan  de' la  roué.  Ces 
sections  sont  toutes  superposables  :  elles  se  -présentent  i  H 
roue  comme  les  positions  successives  d'un  profil  animé  d'un 
mouvement  de  translation  parallèle  à  Taxe  de  la  tîs;  c'est- 
à-dire  que  la  vis  sans  fin  joue  précisément,  par  rafTport  à  la 
roue,  le  rôle  d'une  crémaillère  indéfinie.  Si  donc  la  vis  esta 


(*)  Enfin,  nous  ▼eiTons  pins  loin  que  dus  les  monrementa  «fv'oii  «fypene 
différentiels,  on  s'arrange  dp  leHe  aorte  qiieletis,  indépendimitteot  de  le  roCi- 
tion,  possède  une  certaine  portion  de  la  translaUoit  :  l'ccrOu  est  alors  animé 
de  la  Traction  complémentaire  (positive  ou  négatire)  de  la  iranslatîon.  Cette 
fraction  est  aussi  petite  qu'on  le  veut. 
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filets  carréf,  ce  qui'  esl  le  cas  le  phis  habituel,  la  forme  des 
dents  de  li  roue,  supposée  toujours  infiniment  mince,  devra 
être  la  iHéme  que  si  cette  roue  était  destinée  à  engrener  avec 
une  crémaillère  è  flancs  'droits. 

Eétablissons  l'épaisseur  de  la  roue  :  il  résulte  de  Tinclinai- 
Bon  des  fliets'de  la  vis  que  si  l'on  taillait,  suivant  le  profil  en 
développanle  détenriioé  par  les  considérations  précédentes, 
une  dent  cylindrique  à  génératrices  perpendiculaires  au  plan 
de  h  roue,  celle-ci  ne  pourrait  pénétrer  dans  les  creux  de  la 
vis;  il  faut  donc  rendre  la  dent  oblique,  et  lui  donner  l'indi- 
naison  de  l'hélice  moyenne,  avec  un  jeu  suffisant.  La  ibrme 
de  la  roue  se  trouve  ainsi  complètement  déterminée. 

La  loi  du  rapport  des  vitesses  angulaires  est  telle,  que  pour 
un  tour  de  la  vis  il  passe  une  dent  de  la  roue,  de  sorte 
que  la  vis,  k  ce  point  de  vue,  doit  être  assimilée  à  un  pignon 
d'une  seule  dent^ 

L'engrenage  est  ou  n'est  pas  réciproque,  suivant  la  grandeur 
de  l'inclinaison  du  filet  de  la  vis  sur  son  axe.  Si,  comme  dans 
la  plupart  des  cas,  cet  angle  est  voisin  de  go  degrés,  la  roue 
ne  saurait  communiquer  le  mouvement  à  la  vis,  quelque  force 
qu'on  iasisè  agir  sur  elle  :  on  utilise  cette  propriété  dans  plu-* 
deurs  machines. 

A  partir  d'une  certaine  obliquité  du  filet,  il  y  a  récipro- 
cité, et  l'on  trouve  dans  les  anciens  tournebroches  une  vis 
conduite  par  une  roue  :  mais  cette  disposition  est  très-peu 
usitée. 

Fis  multiples.  —  Dans  le  cas  d'une  forte  obliquité  de  l'hé- 
Qce,  le  pas  de  la  vis  occupe  une  grande  longueur,  et  il  serait 
Impossible,  en  conservant  la  même  disposition  que  précé- 
demment, d'avoir  toujours  un  filet  en  prise.  On  dispose  alors^ 
deux  ou  trois  filets  sur  un  même  noyau  :  chacun  d'eux  conduit 
pendant  un  demi-tour  ou  un  tiers  de  tour.  En  général,  si  n  est 
le  nombre  des  filets^  il  passe  n  dents  pour  chaque  tour  de  la 
vis;  c'esi-ahdîre  que  celle-ci  sa  comporte  comme  un  pignon 
à  n  dents. 

I 

Vient-on  à  multiplier  de  plus  en  plus  le  nombre  des  filets, 
la  longueur  de  la  vi3  n'est  plus  qu'une  fraction  restreinte  du 
pas.  La  vis  finit  même  par  devenir  semblable  à  la  roue  portée 
par  Pautre  axe  :  l'engrenage  est  alors  parfoitement  symétrique. 
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Mais  ce  mécanisme  est  détestable  en  pratique  (sauf  quelques  cas 
spéciaux  )  :  il  donne  lieu  à  des  frottements  considérables»  et  on 
doit  conseiller  de  le  remplacer  par  Tengrenage  bjperboloîde« 
fTs  tangente.  —  La  vis  tangente  est  une  modiBcation  de  la 
vis  sans  fln,  dans  laquelle  la  denture  du  pignon,  au  lieu 
d*ètre  limitée  à  un  cylindre  de  révolution  concentrique  m 
cylindre  primitif»  se  termine  par  une  gorge  en  foroie  de  tore 
embrassant  la  vis  sans  fin.  On  remploie  quelquefois  dans  les 
machines  à  diviser»  où  la  vis  tangente  a  l'avantage  dedonner 
aux  deux  pièces  un  contact  très-intime  qui  empêche  le  plus 
petit  recuL  Ces  vis  sont  ordinairement  à  plusieurs  filets  suffi- 
samment fins. 

L'épure  de  la  vis  tangente  est  assez  compliquée.  Ep  effet» 
chaque  sectfon  faite  dans  la. vis  par  un  plan  perpendiculaire! 
Taxe  de  la  roue  agit  comme  une  crémaillère  sur  la  section 
correspondante  de  la  roue.  Or  les  courbes  qu'on  obtient  eo 
coupant  une  vis  par  une  série  de  pians  parallèles  à  son  axe 
sont  toutes  différentes,  et  comme  l'avantage  de  l'eiigrenage  a 
vis  tangente  consiste  en  partie  dans  l'intimité  du  contact,  il 
faudrait  déterminer  avec  soin  la  série  des  sections  perpendi- 
culaires à  l'axe  de  la  roue,  en  rapport  avec  les  profils  connus 
fournis  par  ta  vis.  Une  pièce  aussi  compliquée  serait  certes 
extrêmement  pénible  à  réaliser. 

On  évite  la  difficulté  d'exécution  par  l'emploi  d'une  vis 
tai lieuse  en  acier,  de  même  forme  que  la  vis  définitive;  on 
la  creuse  de  cannelures  pour  la  rendre  tranchante,  puis  on  la 
trempe  convenablement.  On  exécute  ensuite  un  disque  à 
gorge'  en  cuivre;  on  installe  ce  disque  et  la  vis  sur  un  tour, 
et  on  fait  tailler  le  disque  peu  i  peu  par  la  vis,  en  rappro- 
chant celle-ci  à  mesure  qu'elle  entaille  la  roue,  jusqu'à  ce 
que  la  gorge  vienne  affleurer  le  noyau  (*). 


{*)  Compteur  de  JVotttuton.  —  On  peut  citer  parmi  les  uiages  de  la  rit  tan- 
gente l'application  qu'en  a  faite  Wollaston  pour  l'établiisement  d'un  eomptonr 
destiné  à  enre^trer  le  nombre  des  tours  faits  par  un  arbre  à  mouTetaent  très- 
rapide. 

La  Tis  tangente  A  est  tié^  sur  l'arbre  dont  on  Teat  mesurer  la  Titetie 
ifS'  '7^)>  ^1^®  engrène  stoc  deux  roues  ou  demi-roues  C,  D,  l'une  de  loo, 
l'autre  de  loi  dents,  symétriquement  plaeéai  par  rapport  au  jllan  médian  de  la 
vis,  sur  un  «rbre  amdliaire  B,  |>erp«ndicnlaire  au  premfer,  La  roue  C  est  ealét 
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A*  OAUilf  généraux  snr  les  engranagat. 

La  fomie  ordinaire  d'une  roue  dentée  est  celle  d'une  cou- 
ronne cylindrique  qu  copique,  portant  sur  tout  son  contour 
des  dents  égales  et  également  espacées.  Ces  dents  sont  elles- 
mêmes  limitées  par  des  surfaces  réglées,  disposées,  de  telle 
manière,  que  le  contact  de  deux  dcnis  en  prise  s'effectue  tout 
le  long  d'une  génératrice  commune,  aûn  que  la  pression  se 
trouve  convenablement  répartie. 

Il  y  a  deux  éléments  importants  à  considérer  dans  une  roue 
dentée;  ce  sont  le  pas,  a,  et  le  nombre  des  dents,  N  :  le  raypn 
de  la  circonférence  primitive  est  lié  à  ces  deux  quantités  par 
la  relation 

a7rR  =  Nfl. 

Nous  avons  dit  que  le  pas  est  essentiellement  le  même 
pour  deux  roues  qui  engrènent  Tune  avec  l'autre;  donc  : 

Les  rayons  des  circonférences  primitives  d'un  engrenage 
sont  proportionnels  aux  nombres  de  dents  des  roues; 

Et  par  suite. 

Les  vitetses  angulaires  des  deux  arbi'es  sont  dans  le  rapport 
inverse  des  nombres  de  dents  des  roues. 

11  résulte  de  cette  règle  que,  pour  qu'on  puisse  établir  un 
engrenage  dans  un  rapport  donné,  il  est  indispensable  que  ce 

rapport  soit  exprimé  par  le  quotient  ^  de  deux  nombres  en- 
tiers. Il  faut  même  que  ces  nombres  entiers  ne  soient  ni  trop 
grands  ni  trop  petits  pour  être  admissibles  (à  peu  près  de 


sur  l'arbre  B,  la  roae  O  est  folle  sur  le  même  arbre  et  porte  un  cadraQ  devant 
lequel  se  troOTe  une  aiguille  c,  solidaire  avec  la  roue  G. 

D'après  les  lois  du  rapport  des  vitesses  dans  l'engrenage  à  vis  sans  fin,  le 
cadran  fait  un  tour  pour  loi  révolutions  de  la  vis;  or  pendant  ce  temps 
l'aiguille  a  fait  \ti  de  tour  :  elle  est  donc  en  avance  par  rapport  au  cadran 
du  centième  de  la  circonférence  de  ce1vi-ci,  et  eUe  ne  reriendra  à  son  point 
de  dépari  que  lorsque  l'arbre  A  aura  fait  lo  loo  tours. 
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8  à  ir2o)  :  aussi  verrons-nous  la  théorie  des  nombres  jouer  un 
certain  rôle  dans  Tétude  des  rouages. 

Si  les  nombres  N  en  n  sont  premiers  entre  eux,  chaque  dent 
de  Tune  des  roues  vient  successivement  en  prise  avec  toutes 
les  dents  de  l'autre  roue  :  on  recherche  en  général»  dans  h 
pratique»  cette  disposition  qui  rend  l'usure  plus  égale.  Les 
horlogers,  au  contraire»  s'efforcent  de  prendre  N  et  i»  ayant 
des  facteurs  communs»  afin  qu'une  dent  déterminée  revienne 
toujours  aux  mêmes  dents  de  l'autre  roue»  ce  qui  laisse  moins 
de  chances  à  rifrégularitéi 

Amplitude  de  prise,  —  Un  engrenage  ne  pourrait  pas  fooe* 
tionner  s'il  n'y  avait  toujours  au  moins  une  couple  de  dents 
en  contact;  et  encore»  s'il  n'y  avait  jamais  <fue  deux-  dents 
en  prise»  on  aurait  presque  toujoucs  un  choc  an  moment  oà, 
l'un  des  couples  se  quittant  et  l'autre  étant  sur  le  point  d'en* 
trer  en  prise»  la  transmission  se  trouverait  pendant  un  temps 
très-court  interrompue.  Quelquefois  on  s'arrange  de  façon 
qu'il  y  ail  constamment  contact  de  deux  couples»  mais  cela 
n'est  pas  nécessaire  :  il  suffit  que  l'amplitude  de  prise  ait  une 
étendue  supérieure  à  un  pas. 

Cela  posé»  nous  verrons  dans  la  IV*  Section  que  le  frotte- 
ment est  d'autant  plus  dur  que  le  point  de  contact  des  dents 
s'éloigne  davantage  de  la  ligne  des  centres»  surtout  avant  le 
passage  de  cette  ligne.  On  conclut  de  là  la  convenanee  de  ré- 
partir la  durée  de  l'action  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  des 
centres,  mais  de  la  répartir  inégalement»  de  manière  que  l'arc 
d'approche  soit  toujours  inférieur  ou  au  plus  égal  à  Yarcdere^ 
traite.  On  pourra  par  exemple  faire  le  premier  de  ces  arcs  égal 
à  un  demî^pas»  et  le  deuxième  à  trois  quarts  de  pas.    • 

Une  fois  qu'on  a  fixé  la  valeur  de  ces  deux  arcs»  il  est  facile 
de  limiter  graphiquement  la  saillie  des  dents»  dans  chacun  des 
^'stèmes  usités  en  pratique.  Indépendamment  de  la  méthode 
rigoureuse»  il  existe  plusieurs  règles  empiriques  pot»  déter- 
miner cet  élément  important. 

La  règle  que  nous  avons  donnée  (p.  .197)  suppose  une 
saillie  égale  pour  chacune  des  deux  dentures  .(comme  eela 
doit  nécessairement  avoir  lieu  quand  le  sens  de  la  commande 
n'est  pas  détera^.iné);  elle  peut  être  employée, en  toute  sécu- 
rité quand  les  nombres  de  dents  des  roues  surpassent  iS* 


n.  —  BfOUOf AGES  CTLHIDRIQim*  123 

par  S  el  j  les  rayons  extrêmes  de  la  roue  et  du 
pignon  (*),  N^t  m_  étant  toujours  les  nombres  de  dents  :  la 
règle  dont  nous  parlons,  s'exprime  à  peu  près  par  l'équation 

Beid,  «atèur  d'un  Traité  d'iiorlogerie  estimer  indique 

■     S'     N4-2,5 


(a) 


S       n  -h  1 ,5 


Enfin  M.  WHIis,  après  avoir  analysé  la  question  d'une  ma- 
nière complète^  démontre  aisément  qu'il  n'est  pas  possible 
d'avoir  une  relation  de  îa  forme  (i)  ou  (a),  avec  laquelle  on 
soit  masweé  de  maintenir  toujours  Farc  d'action  dans  des  li- 
mites-convenables. Les  formules  précédentes  donneront  d'ail- 
leurs des  résultats  assez  satisiaisants,.daDs  le  cas  où  le  pignon 
mène  la  roue  ;  dans  le  cas  contraire,  il  faudra  prendre 

(3)  ^=    ^^' 


n 


Dans  la  constracUon  d'un  engrenage,  il  &ut  ^  préoccuper, 
non-seulement  des  conditions  géométriques  et  mécaniques 
du  problème,  mais  encore  de  la  résistance  des  dents  à  la  rup* 
ture,  résistance  qui  est  à  peu  près  proportionnelle  à  leur  lar- 
geur et  au  carré  de  leur  épaisseur  {**).  Mais  en  augmentant 
l'épaisseur  des  dents,  on  augmente  le  pas,  el  par  suite  reten- 
due du  contact  de  chaque  couple,  ce  qui  est  mauvais  au  point 
de  vue  du  frottement;  d'un  autre  côté,  on  se  trouve  bien  vite 
limité  dans  le  sens  de  la  largeur  de  la  roue,  car  si  les  surfaces 
en  contact  sont  très-étendues,  il  y  a  nécessairement  des  par- 
ties qui  portent  à  faux,  et  on  ne  profite  pas  d'un  trop  grand 
accroissement  de  largeur. 


(*  )  On  appeU*  pigtton  la  plut  petite  de  deux  roues  qui  engrènent  ensemble; 
les  dents  des  pignons  portent  le  nom  d*ailes» 

Oans  l'horlogerie  ordinaire,  les  pignons  sont  toujours  conduits  par  les  roues. 

{**)  Quand  lea  deux  roues  soni  de  même  nature,  on  donne  aux  dents  des 
épaisseurs  égalée,. mesurées  sur  la  circonOérence  primitive.  Daus  Tes  engrenages 
à  déreloppaatee,  il  serait  plus  rationnel  do  s'arranger  do  manière  que  l'cga- 
lité  d'épaisêear  eùi  lieu  à  la  racine,  plut6t  qu'à  la  circonférence  primitive. 
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Engrenages  échelonnés.  —  L'artifice  suivant  permet  de  don- 
ner à  chaque  dent  une  épaisseur  aussi  grande  que  l'on  veut, 
sans  augmenter  le  pas  dans  la  même  proportion. 

Pour  cela,  dès  qu'une  dent  a  décrit  un  espace  égal,  par 
exemple,  au  tiers  du  pas,  elle  cesse  d'être  en  prise  et  se  trouve 
remplacée,  non  par  la  dent  suivante,  mais  par  la  dent  d'une 
roue  latérale  qui  se  trouve  d'un  tiers  de  pas  en  arrière.  Une 
troisième  paire  de  roues  vient  de  même  succédera  la  deuxième, 
après,  quoi  le  contact  a  lieu  derechef  entre  deux  dents  de  la 
première  paire,  et  ainsi  de  suite. 

On  a  ainsi  {PL  XlX^Jig.  i86)  trois  ou  un  plus  grand  nombre 
de  dentures  {*)  disposées  en  échelons  sur  une  même  cou- 
ronne (la  figure  représente  le  développement  d'une  portion 
de  la  surface  du  cylindre  primitif);  et  plus  on  multiplie  le 
nombre  de  ces  roues  accolées,  plus  on  réduit  la  fraction  de 
pas  qui  correspond  à  Taction  de  chacune  d'elles. 

Or,  rien  n'empêche  de  supposer  que  le  nombre  des  den- 
tures croisse  indéfiniment,  l'épaisseur  (ou  plutôt  la  largeur] 
diminuant  dans  la  même  proportion  :  chaque  série  de  dents 
constitue  à  la  limite  une  surface  continue  {fig»  i86  bis)^  sorte 
de  dent  héliçolde  dont  les  diverses  tranches  agissent  successi- 
vement sur  les  tranches  correspondantes  d'une  dent  de  même 
forme.  L'action  de  chaque  tranche  se  fait  sentir  seulement 
pendant  un  espace  de  temps  infiniment  court,  de  manière  que 
le  contact  des  surfaces  ait  toujours  lieu  en  un  point  du  plan 
des  axes. 

Les  deux  dispositions  précédentes  ont  été  imaginées  par 
Hooke,  et  communiquées  par  lui  à  la  Société  Royale  de  Lon- 
dres en  1666.  L'engrenage  à  dents  héliçoTdes  est  assez  généra- 
lement connu  sous  le  nom  i*engrenage  de  White,  et  on  lui 
attribue  fréquemment  la  propriété  de  fonctionner  sans  frotte- 
ment. 

Nous  avons  en  effet  démontré  que,  dans  le  mouvement  de 
deux  cjrlindres  qui  se  touchent  suivant  une  génératrice,  le 


(*)  Dan»  In  machluc  à  planer  de  M.  CoHier,  de  Mandiester,  il  y  a  jusqu'à 
huit  dentures  accolées.  Oh  obUent  ainsi  un  mouTeinent  très-doux;  et,  si  l'oi 
UAi  usage  de  roues  ordinaires  juxtaposées,  H' n'y  a  aucune  difficulté  d'exécn- 
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glissement  éiémentairè  est  nul  quand  le  point  de  contact  des 
deux  sections  droites  est  sur  la  ligne  des  centres  de  rotation; 
mais  il  n'y  a  aucune  assimilation  possible  entre  les  héliçoîdes 
de  l'engrenage  de  Wbite  qt  les  cylindres  pour  lesquels  le 
théorème  que  nous  rappelons  a  été  établi.  Le  cas  aôtuel  né- 
cessite une  analyse  spéciale;  et  il  est  aisé  de  reconnaître  que 
le  mouTement  relatif  des  deux  dents  héliçotdes  n'est  pas  un 
roulement  simple,  car  l'axe  instantané  de  rotation  est  oblique 
la  plan  langent  commun. 

Cb  mouvement  relatif  se  décompose  en  une  rotation  autour 
d'un  axe  situé  dans  le  plan  tangent,  et  un  pivotement  (*) 
autour  dPun  axe  perpendiculaire  à  ce  plan.  Or  nous  avons  vu 
que  si,  dans  le  pivotement,  le  point  dé  contact  géométrique 
n'a  aucun  mouvement  de  glissement  sur  le  plan  tangent  com- 
mun, on  n'en  doit  pas  moins  considérer  l'élément  mobile 
comme  glissant,  effectivement  sur  ce  plan  tangent  :  tout  ce 
qu'on  peut  dire,  c'est  que  l'arc  de  glissement  s'abaisse  du  pre- 
mier ordre  infînitésimal  au  second.  Mais  le  frottement  est  en 


(*)  L»  plTotement  que  nous  signalons  ici  est  delà  même  nature  qu%  celui 
qo'oB  réftlieè  dam  lee  meules  à  broyer  employées  dans  dirersea  industries, 
cotrr  «litres  dans  eclle  de  la  fabrication  de  la  poudre.  Ces  meules  tronc- 
cooiqves  (J^- 187}  sont  ffaYersées  par  un  essieu  sur  lequel  elles  ont  la  fa- 
eallê  de  tourner,  pendant  que  cet  essieu  est  lui-même  entraîné  dans  la  rotation 
dr«n  arbre  vertical  AB.  Le  mouTement  réel  de  la  meule  se  compose  de  la 
rotnttoB  d'entraînement  1^,  et  d'une  certaine  rotation  relative  Iq, 

Si  l'aie  de  rotation  AB  passait  par  le  sommet  géométrique  S,  comme  dans 
les  galets  des  plaques  tournantes,  le  mouvement  de  la  meule  serait  nu  roule- 
ment simple  el  le  poids  seul  de  cette  meule  agirait  pour  écraser  les  substances. 
Avee  le  disposition  employée,  l'axe  instantané  Ir  vient  rencontrer  le  fond  de 
Fange  en  no  point  situé  quelque  part  entre  la  circonférence  intérieure  et- la 
drconlërence  extérieure  de  la  meule  ;  et  on  peut  décomposer  la  rotation  abso- 
lue en  vn  roulement  simple,  autour  de  la  génératrice  de  contact  OS,  plus  un  pj- 
Totement  autour  de  Taxe  OP  perpendiculaire  au  plan  tangent  commun.  L'effet 
de  pivotement  est  d'étirer,  de  broyer  les  matières,  comme  oela  se  passe  entre 
les  deux  meules  ordinaires  d'un  moulin  à  blé. 

Le  rapport  de  la  rotation  relative  à  la  rotation  d'entraînement  varie  dans 
le  cours  d'une  même  opération,  suivant  le  degré  do  consistance  des  matières 
sur  lesquelles  passé  la  meule.  L'expérience  a  prouvé  que,  lorsque  le  mélange 
à  broyer  vient  d'être  chargé  et  se  trouve  à  l'état  pulvérulent,  ce  rapport  est 
tel,  que  l'axe  instantané  passe  toujours  par  un  point  de  la  grande  base  de  la 
meule.  Le  point  de  rencontre  de  cet  axe  avec  le  fond  de  l'auge  se  rapproche 
lie  la  petite  base,  à  mesure  que  la  piste  se  durcit. 

I.  i5 


226  DEUXliMB  SECTION.  —  THtOmiB  DBS  MtCAjnflKBS. 

raison  directe  de  la  pression  :  et  celle-K^i,  qui  se  répank  dans 
le  système  actuel  sur  un  élément  infiniment  peth  dans  tous  les 
sens,  s'aecrott  de  son  côté  dans  une  proportion  du  même  erdre, 
de  sorte  que  le  frottement  ne  se  trouve  nullement  supprimé. 

Les  dents  d'une  roue  construite  dans  le  système  de  Hooke 
sont  limitées  par  des  surfaces  hélicoïdales  dont  la  forme  est  ii 
peu  près  indifférente,  dans  les  parties  situées  de  part  et  d'autre 
de  rélément  qui  correspond  à  Thélice  d'intersection  a^ec  le 
cylindre  primitif.  Il  suffit  d'éviter  les  arcs-^boutements.  Pour 
cela,  après  avoir  tracé  le  patron  épicycloïdal  fourni  par  les 
règles  ordinaires^  on  se  contente,  tle  tailler  la  dent  circulai- 
rement,  en  testant  à  l'intérieur  de  la  forme  théorique. 

L'engrenage  héliçoïdea  l'inconvénient  d'exercer  sur  les  axes 
une  action  longitudinale,  à  cause  de  l'obliquité  des  surfaces; 
il  fonctionne  d'ailleurs  avec  une  grande  douceur»  et  a  été  avan- 
tageusement appliqué  par  M.  Bréguet  à  des  organes  délicats, 
devant  atteindre  des  vitesses  exceptionnelles. 

§  IV.  —  Deuxième  genre.  —  Transmission  par  L'iNTERMfioiAiRB 

d'un   Ln^   RIGIDE. 

L'emploi  d'un  lien  rigide,  réuni  aux  corps  qui  doivent  se 
transmettre  le  mouvement  par  une  double  articulation,  est 
très-fréquent  dans  les  machines;  mais  ce  mode  de  liaison 
offre  assez  peu  de  ressources,  appliqué  à  deux  points  qui 
doivent  être  animés  de  vitesses  en  rapport  constant. 

Nous  avons  étudié  (p.  117)  les  propriétés  géométriques 
d'un  système  de  deux  corps  qui  tournent  respectivement  au- 
tour des  axes  parallèles  C  et  C  {PI.  lX,Jig.  86),  et  qui  sont 
réunis  par  une  barre  articulée  en  M  et  en  M'«  Pour  que  le 
rapport  des  vitesses  soit  constant,  il  faut  que  le  point  T,  inter- 
section du  lien  (prolongé  s'il  est  nécessaire)  avec  la  ligne  des 
centres  CC,  soft  invariable;  or  le  point  T  ne  peut  être  fixe 
qu'à  la  condition  d'être  constamment  à  rinfihi,  ce  qui  exige 
que  les  rayons  CM,  CM'  soient  pris  égaux  et  parallèles,  et  par 
conséquent  que  le  lien  MM'  ait  précisément  pour  longueur  la 
distance  CC. 

Dans  ces  conditions,  les  vitesses  angulaires  des  arbres  (C) 
et  (  C  )  seront  évidemment  égales  et  de  même  sens.  C'est  le 
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seul  cas  où. il  soit  possible  d'obtenir  un  rapport  constant  de 
vttesses  par  l'emploi  d'un  lien  rigide. 

Accouplement  des  roues  de  locomotives.  —  Une  locomotive 
ordiBaire  repose  sur  trois  paires  de  roues,  entre  lesquelles  son 
poids  se  trouve  inégalement  réparti.  L'un  des  essieux,  qui  porte 
le  nom  d*euieu  moteur,  est  mis  directemeni  en  mouvement 
par  la  machine;  et  l'adhérence  des  roiies  correspondantes  sur 
les  rails,  par  un  effet  analogue  à  ce  qui  se  projduit  dans  la 
transmission  par  cylindres  de  friction,  détermine  le  mouve* 
sent  de  progression  du  corps  de  la  machine  et  du  tnAn  qui 
s'y  trouve  attelé. 

Seulement,  quand  la  résistance  du  train  est  trop  considé- 
fable,  la  locomotive  patine,  c'est-à-dire  que  ses  roues  tournent 
aor  place,  malgré  le  frottement  de  la  jante  sur  le  rail.  Du  mo- 
aM&t  que  cet  effet  se  produit,  il  ne  servirait  à  rien  d'augmen- 
ter la  puissance  de  la. machine  motrice;  de  sorte  qu'il  y  a, 
quelle  que  soit  cette  puissance,  une  limite  à  la  résistance 
qa'une  locomotive  donnée  est  capable  de  vaincre.  Celle  limite 
esl  le  produit  de  la  pression  qui  s'exerce  sur  Tessieu  moteur 
par  un  coefficient  qui  dépend  de  l'état  des  surfaces  de  la  roue 
et  du  rail,  ainsi  que  des  circonstances  atmosphérique^^. 

Pour  donner  à  la  locomotive  la  puissance  d'entraîner  un 
train  plus  considérable,  on  réunit  une  ou  deux  paires  de  roues 
portantes  avec  les  roues  motrices,  au  moyen  de  bielles  d  ac- 
couplement disposées  comme  nous  l'avons  indiqué  loui  à 
l'heure.  L'effet  de  ces  bielles  est  d'obliger  toutes  les  roues 
couplées  à  tourner  en  même  temps  que  les  roues  motrices, 
de  sorte  que  la  machine  ne  peut  plus  patiner  sans  vaincre  le 
frottement  qui  se  développe  à  la  jante  de  toutes  les  roues  soli- 
ihires,  et  que  la  limite  dont  nous  avons  parlé  se  trouve  reculée. 

Des  points  piorts,  —  Considérons  deux  manivelles  égales, 
CM,  Cl  Ml  {PLXFIII,Jlg.i']'j)r  reliées  parla  bielle  d'accou- 
plement MMi.  Pour  chaque  position  CM  du  premier  rayon,  Tox- 
Irémité  opposée  du  lien  peut  occuper  sur  la  circonférence  (Ci  ) 
deux  positions  différentes,  M.,  M';  en  sorte  qu'on  peut  dispo- 
ser les  trois  liges  données  de  deux  manières  bien  distinctes  : 
la  figure  OfMid  répond  à  deux  vitesses  angulaires  égales  et 
de  même  sens,  et  l'autre  arrangement  à  des  vitesses  opposées, 
dont  le  rapport  est  variable. 

i5. 
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Les  points  Mi  et  M'  coïncident  quand  le  point  H  est  en  J 
ou  en  B.  Les  deux  rayons  sont  alors  couchés  sur  la  ligne  dei 
centres,  et  il  se  présente  une  circonstance  remarquable  :  c'es 
que  si  Ton  considère,  par  exemple,  le  rayon  CA  mafrchan 
danâ  la  direction  de  CM,  il  y  a  indécision  au  point  de  tw 
géométrique  sur  le  mouvement  que  prendra  le  deuxième 
rayon  Ci  A,  :  rien  ne  l'oblige  à  se  diriger  vers  CiMi  plutôt  qa< 
^vers  Cl  M'.  Une  fois  d'ailleurs  que  le  premier  pas  est  fait'^n 
un  s^ns  ou  dans  l'autre,  le  mouvement  persiste  nécessaire- 
ment, pendant  um  demi-tour  de  chacune  des  deux  roues;  après 
quoi  la  même  incertitude  se  reproduit,  et  ainsi  de  suite. 

Si  Ton  veul  que  la  régularité  de  la  marche  d'un  mécanisai 
de  ce  genre  ne  soit  pas  compromise  périodiquement  cbaqu< 
fois  que  les  extrémités  des  rayons  se  trouveront  sur  la  ligm 
des  centres,  il  est  indispensable  d'employer  un  artifice  parti- 
culier pour  le  passage  de  ce  qu'on  appelle  les  points  morts 
Dans  les  locomotives,  il  y  a  une  bielle  d'accouplement  Ai 
chaque  côté  de  la  voie;  les  articulations  des  deux  bielles  sont 
pour  un  même  essieu,  disposées  sur  deux  rayons  rectangu- 
laires. CM,  Cm,  de  sorte  que,  quand  l'une  d'elles  est  au  poin 
mort,  l'autre  a  nécessairement  dépassé  ce  point. 

Tiges  et  varlets.  —  Le  système  d'une  suite  de  liges  et  d^ 
bras  en  bois  (PI.  Xni,Jtg.i']S)diéié  longtemps  employé  danj 
l'art  des  mines  pour  transmettre  à  une  grande  distance  h 
mouvement  produit  par  une  chute  d'eau  (^).  Quand  le  terraii 
est  ondulé,  la  transmission  se  compose  de  plusieurs  tiges 
rigides  successives,  soutenues  par  des  varlets  AB  articulé 
d'autre  part  dans  des  supports  fixes.  Enfin  des  leviers  coudés 
CDE  servent  à  changer  la  direction  du  mouvement.  Ces  appa- 
reils, qui  ferraillent  beaucoup,  développent  des  frottement! 
considérables. 

Renvois  de  sonnettes.  —  On  peut  encore  rattacher  à  ce  pa- 
ragraphe le  petit  mécanisme  des  sonnettes  d'appartement;  les 
bielles  sont  remplacées  par  des  fils  de  fer,  lesquels  doivent 
toujours  être  tirés. 

(*)  L'ancienne  machine  de  Marly,  établie  en  1683,  faisait  ainal  marehei 
des  pompes  situées  k  une  distance  de  63 1  mètres.  Nous  Terrons  dans  le  pa 
ragraphe  suivant  la  véritable  solution  du  problème  de  la  iransmissioii  di 
mouvement  à  de  grandes  distances. 
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d'un   lien  FLBlIBLB. 

Les  cordes,  chaînes  ou  courroies»  qu'orf  emploie  dans  l'in- 
dustrie pour  réaliser  avec  plus  ou  moins  d'approximation  la 
fiction  géométrique  d'un  fil  parfaitement  flexible  et  inexten- 
sible,, établissent  une  liaison  entre  deux  corps  dont  les  mou- 
vements ont  des  directions  tout  à  fait  arbitraires. 

C'est  ainsi  que,  s'il  s'agit  d'imprimer  à  dqs  corps  pesants  une 
vitesse  verticale  ascendante,  comme  pour  tirçr  de  l'eau  d'uir 
puits  ou  pour  élever  des  matériaux  à  la  partie  supérieure 
d'un  mur  en  construction,  il  serait  peu  commode  pour  un 
homme,  et  tout  à  fait  Impossible  pour  un  cheval,  d'exercer 
directement  son  action  motrice  dans  la  direction  obligée  de  la 
vitesse  que  doit  prendre  le  fardeau  à  élever.  En  suspendant 
celai-ci  à  l'extrémité  d'une  corde,  on  peut,  au  moyen- d'ap- 
puis fixes  convenablement  disposés,  amener  l'autre  bout  de 
la  corde  dans  la  direction  que  l'on  voudra;  par  exemple  :• 
l'homme  s'arrangera  de  manière  à  tirer  à  peu  près  verticale- 
ment de  haut  en  bas>  le  cheval  sera  attelé  à  des  traits  sensi- 
blement horizontaux;  et  chaque  agent  se  trouvera  dans  les 
conditions  qu'une  expérience  bien  des  fois  séculaire  a  fait 
adopter  universellement  comme  les  plus  favorables  au  déve- 
loppement de  sa  puissance  motrice. 

Poulies.  —  Pour  changer  la  direction  d'une  corde  tirée  par 
une  de  ses  extrémités,  on  fait  usage  d'une  poulie'(*)  dont  la 
chape  est  accrochée  à  un  point  fixe  (Pi.  XIX, Jig.  179)  :  on 
diminue  ainsi  considérablement  le  frottement  qui  se  déve- 
lopperait si  la  corde  était  obligée  de  glisser  sur  une  surface 
immobile  (**).  Une  pareille  poulie,  qui  tourne  autour  d'un  axe. 

(  *  )  Udc  seule  poulie  suffit  quand  les  directions  des  deux  brins  dc<  la  corde 
convergent  en  un  point.  Quand  ces  deux  li^^nes  ne  se  rencontrent  pas,  ou  que 
le  point  de  concours  est  trop  éloigné,  on  trace  une  ligne  arbitraire  qui  coupe 
le»  premières  en  deux  points  convenables,  et  on  place-  une  poulie  près  de 
chaque  point  d'intersection.  (Poxcklet,  Mécanique  industrielle.') 

(**)  Nous  Terrons  dans  la  IV^  Section  qu'il  se  développé  un  frottement 
énorme  quand  une  corde  ou  une  courroie  glissé  sur  une  surface  cylindrique 
fixe,  ou  InTC^rscment,  quand  une  jante  cylindrique  tourne  sous  l'étreinte  d'un 
lien  flexible  immobile.  On  utilisa  cette  propriété  dans  la  construction  du  frein 
des  gmes,  etc. 
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invariable,  s'appelle  poulie  fixe.  En  vertu  de  rinëxlensibilllé 
de  la  corde  (ce  qui  veut  dire  pratiquement  :  dans  les  limites  où 
cette  inextensibilitf  pourra  être  admise],  la  vitesse  du  point 
auquel  est  appliquée  la  puissance  est  égale  à  la  vitesse  du  poids 
qu'on  élève  ;  la  poulie  fixe  n*a  donc  pas  pour  effet  de  changer 
la  grandeur  de  la  vitesse  d'un  point,  mais  seulement  la  direc- 
tion de  celte  vitesse  :  c'est  ce.  qu'indique  la  dénomination  de 
poulie  de  renvoi.  Cette  loi  est  vraie  quels  que  soient  le  nombre 
et  la  disposition  des  poulies  fixes. 

Poulie  mobile.  —  Une  poulie  est  dite  mobile,  quand  la 
chape  qui  porte  son  axe  est  elle-même  en  mouvement.  Dans 
ce  cas,  le  fardeau  est  accroché  à  la  chape  de  la  poulie  {PI.  XIX, 
fig.  180);  quant  à  la  corde,  arrêtée  en  un  point  situé  verticale- 
ment au-dessus  du  puits,  elle  descend  jusqu-'à  l'endroit  où  se 
trouve  le  poids  à  enlever,  remonte  après  avoir  embrassé  la 
moitié  de  la  circonférence  de  la  poulie  mobile,  et  s'infléchît, 
s'il  y  a  lieu,  une  deuxième  fois  sur  une  poulie  de  renvoi,  pour 
redescendre  enfin  aboutir  dan3  la  main  du  manœuvre  qui 
remplit  la  fonction  de  moteur. 

Pour  avoir  la  loi  des  vitesses  dans  la  poulie  mobile,  nous 
supposerons  les  trois  brins  verticaux  :  Il  est  alors  facile  de 
voir  que,  pour  une  élévation  donnée  du  poids,  chacun  des 
deux  cordons  qui  le  supportent  a  diminué  d'une  quantité 
égale,  et  que  le  brin  qui  reste  libre  s'est  allongé  de  la  somme 
de  ces  deux  longueurs  ou  du  double  de  l'une  d'elles;  donc  la 
vitesse  de  Pexlrémité  courante  est  double  de  celle  de  l'axe  de 
la  poulie  mobile.  En  multipliant  le  nombre  des  poulies  mo- 
biles», on  arrive,  comme  nous  le  verrons,  à  réduire  la  vitesse 
du  moteur  dans  une  assez  forte  proportion. 

Treuils  et  cabestans.  —  Souvent  la  corde  destinée  à  tirer  un 
corps,  mobile  dans  une  direction  quelconque,  s'enroule  autour 
d'un  cylindre  monté  sur  deux  tourillons  ;  et  le  moteur,  au  lieu 
d'agir  directement  sur  la  corde,  communique  au  cylindre  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe. 

Cet  axe  est  horizontal  dans  le  treuil,  vertical  dans  le  ctAes- 
tan  :  les  deux  appareils  fonctionnent  d'alHeurs  identiquement 
de  la  même  manière^  comme  organes  de  transmission  de 
mouvement.  En  admettant  toujours  Ja  parfaite  inexteasîhiiilé 
de  la  corde,  la  vitesse  du  corps  auquel  celle-ci  est  attachée  est 
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égile  à  1r  vitesse  a  la  circonférence  du  treuil*  La  corde  s'en- 
roule par  spires  contiguês;  et,  si  le  treuil  est  cylindrique,  le 
rapport  de  la  vitesse  d'un  point  de  la  partie  rectiligne  de  la 
corde  à  la  vitesse  angulaire  du  treuil  est  constant  {*). 

Courroies  sans  fin. 

Maïs  c'est  principalement  sous  la  forme  dé  cordes  ou  cour- 
roies sans  fin  que  l'industrie  fait  un  grand  usage  des  corps 
flexibles,  pour  établir  une  liaison  entre  deux  solides  en  mou- 
vement. Considérons  seulement  le  cas  où  il  s'agit  de  deux,  so- 
IMes  assujettis  à  tourner  chacun  autour  d'un  axe  fixe,  et  sup- 
posons d'abord  que  les  deux  axes  de  rotation  soient  parallèles. 
La  courroie  s'enroule  sur  deux  surfaces  convexes  fixées  res- 
pectivement aux  deux  arbres  tournants;  elle  présente  entre 
ces  deux  surfaces  une  portion  rectiligne  qui  doit  rester  con- 
stamment tendue  :  condition  indispensable  au  fonctionnement 
de  ce  mode  de  transmission. 

T(ous  avons  vu  dans  la  I"  Section  (p.  ii8)  comment  on 
détermine  le  rapport  des  vitesses  angulaires  de  deux  solides 
rattachés  par  un  fil  tendu.  Quels  que  soient  les  profils  d'en- 
roulement, le  rapport  qui  nous  occupe  peut  être  constant, 
pourvu  que  la  tangente  commune  aux  deux  profils,  tangente 
qui  représente  la  partie  rectiligne  de  la  courroie'  ou  son  pro- 
ioDgement,  vienne  couper  la  ligne  des  centres  en  un  point 
fixe.  Hais  en  pratique,  on  prend  toujours  pour  les  sections  des 
poulies  deux  cercles  centrés  sur  les  axes  :  ces  courbes  satis- 
font évidemment  à  la  condition  nécessaire  et  suffisante  .pour 
It  constance  du  rapport  des  vitesses  angulaires,  et  il  résulte  de 
la  théorie  que  ce  rapport  est  Tinverse  du  rapport  des  rayons 
des  poulies. 

Il  suit  de  là  que,  pour  établir  une  transmission  de  mouve- 


(  *  }  Cm  appareils  où  le  rapport  de  vitcese  est  constant  ont  un  grave  incoii  • 
râMcifti  daMi  le  cas  où,  comme  dans  ceruûiies  minos  de  oharbon,  le  fardeau 
à  flriiim  eti  lomrd  et  la  profondeur  du  puits  considérable;  en  effet,  le  poids 
dm.  cftMe  acqoîert  une  importance  relative  taès-notable,  de  sorte  que  la  charge 
à  élflvar  Yarie  Jbeaueoup.  Il  y  a  alors  ATanta^  à  «'adresser  aux  appareils  & 
rapport  Tarioble,  qui  feront  Tobjot  du  chapitre  suivant. 
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ment  par  courroies,  entre  deux  arbres  parallèles  donnés,  il 
suffit  d'installer  sur  ces  arbres  deux  poulies  circulaires^  dont 
les  rayons  soient  dans  une  raison  inverse  du  rapport  des  vi- 
tesses angulaires  qu'on  veut  Obtenir  :  ces  rayons  n'ont  aucune 
relation  avec  la  distance  qui  sépare  les  axes. 

La  courroie,  convenablement  tendue,  fait  un  demi-tour  en- 
viron sur  chaque  jante;  elle  forme,  comme  on  dit,  courroie 
sans  fin,  passant  d*une  poulie  sur  l'autre,  et  revenant  sur  la 
première  se  raccorder  à  son  point  de  départ  au  moyen  d'une 
boucle  ou  d'une  suture.  La  courroie  peut  être-droite  ou  croi- 
sée :  c'est-à-dire  que  ses  parties  rectilignes  peuvent  être  di- 
rigées suivant  les  tangentes  communes  extérieures  ou  inté- 
rieures des  deux  cercles  (*);  dians  le  premier  cas>  les  deux 
mouvements  ont  lieu  dans  le  même  sens;  dans  le  second, 
ils  s'effectuent  en  sens  inverse. 

Poulies  folles.  — .En  général,  dans  une  manufacture,  la  ma- 
chine motrice  communique  directement  le  mouvement  à  un 
arbre  de  couche.  q}}\  règne  dans  toute  l'étendue  du  bâtiment, 
soit  au  plafond,  soit  sous  terre,  et  qui  transmet  à  son  tour  le 
mouvement,  par  un  grand  nombre  de  courroies,  aux  diverses 
machines-outils  de  l'atelier.  Chacun  de  ces  outils  est  confié  a 
un  ouvrier  spécial,  qui  doit  pouvoir  le  faire  marcher  ou  l'ar- 
rêter à  sa  volonté  (  **),  sans  se  préoccuper  de  ce  qui  se  passe 
dans  le  reste  de  l'usine. 

Pour  cela  l'arbre  de  l'outil  porte,  outre  la  roue  calée  sur  la- 
quelle passe  la  courroie  qui  lui  donne  le  mouvement,  une 


(  *)  n  y  a  deux  manières  de  croiser  les  courroies  :  l'une  de  ces  manières  laisse 
le  plan  de  la  courroie  toujdtirs  parallèle  aux  axes  de  rotation,  de  sorte  qu'an 
point  où  les  deux  brins  se  rencontrent,  ils  se  présentent  la  tranche  et  tendent 
à  8^  couper.  L'autre  manière  consiste  à  rctourfaer  chaque  brin,  de  l'açpn  que 
ce  soit  la  même  face  de  la  courroie  qui  touche  les  deux  poulies.  Les  deux  bries 
se  rencontrent  comme  précédemment;  seulement,  à  l'endroit  de  cette  ren- 
contre, tous  deux  %onX  perpendiculaires  aux  axes  de  rotation,  et  par  censé* 
quent  ils  ne  se  présentent  pas  la  tranche,  mais  la  face,  et  ne  tendent  nulle- 
ment à  se  couper.  Comme  une  courroie  a  toujours  une  Dice  lisse  et  une  face 
ru^euse,  cette  manière  de  croiser  présente .  eoteore  un  autre  arantage,  mt  ce 
qu'elle  permet  que  ce  soit  toujounr  la  face  rugueuse  qui  porte  aur  les  poulies. 

(**)  L'action  par  laquelle  une  machine  se  trouve  tout  à  coup  mise  en  rela- 
tion avec  le  moteur  s'appelle  embrayage,  l'opération  inverse  se  nomme  de- 
brofage  ou  désemàrajrage. 
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ecQode  poulie  dite  poulie  foUe^  de  même  diamètre  que  la 
oulie  motrice  y.  mais  pouvant  tourner  indépendamment  de 
arbre.  Quand  l'ouvrier  veut  arrêter  sa  machine,  il  fait  passer 
I  courroie  sur  la  poulie  folle  au  moyen  d'une  fourchette  {*). 
Marbre»  qui  ne  reçoit  plus  de  force  motrice»  ne  tarde  pas  à 
'arrêter;  mais  la  courroie  continue  son  mouvement,  et  il 
iufBty  par  un  mouvement  inverse  de  la  fourchette,  de  la  faire 
"epasser  sur  la  poulie  motrice,  pour  remettre  immédiatement 
a  machine  en  activité. 

Une  pareille  transmission  fonctionne  avec  une  grande  dou- 
^eor^  sans  bruit,  sans  vibrations,  et  s'installe  avec  beaucoup 
[dus  de  facilité  qu'un  engrenage  :  aussi  les  courroies  sont-elles 
bffi  employées  par  l'industrie.  Seulement,  comme  elles  sont 
miettes  à  glisser  sur  les  poulies,  quand  la  résistance  est  trop 
pande,  elles  ne  peuvent  convenir  aux  cas  où  la  condition  prin- 
cipale de  la  transmission  est  une  relation  constante  bien  exacte 
entre  les  mouvements  des  deux  arbres. 

D^àilleurs,  pour  peu  qu'une  courroie  soit  tendue,  il  faut, 
x>mme  nous  l'avons  déjà  dit,  une  force  énorme  pour  vaincre  ^ 
M>n  frottement  sur  un  cylindre  fixe,  de  sorte  que  le  danger 
la  glissement  sera*  en  général  peu  important,  excepté  pour 
es  mécanismes  qui  exigent  une  grande  précision.  Il  y  a  plus  : 
A  seule. possibilité  de  ce  glissement,  maintenu  dans  des  li- 
mites convenables  paï*  une  tension  modérée,  est  une  pro- 
priété très-précieuse  du  mode  de  liaison  que  nous  étudiçns, 
quand  la  résistance  est  sujette  à  éprouver  brusquement  des 
variations  importantes  :  le  glissement  qui  se  produit  alors  est 
iine  garantie  contre  des  accidents  plus  graves. 

Des  appareils  nommés  tendeurs  servent  à  régler  la  tension 
et  à  lui  donner  une  valeur  suffisante  pour  empêcher  le  glisse- 
ment, sans  toutefois  la  rendre  assez  forte  pour  fatiguer  les 
irbres  et  leurs  supports.  On  emploie  assez  généralement  une 
poulie,  dite  poulie  de  tension,  dont  là  chape  est  fixée  à  l'une 
ies  branches  d'un  levier  de  forme  quelconque,  tournant  au- 
tour  d'un  axe  fixe.  L'autre  branche  du  levier  est  chargée  de 


(*)  Il  faut  remarquer  que  la  Tourchctte  doit  toujours  agir  sur  le  brin  qui 
irrÎTe  tur  la  poulie  et  non  sur  celui  qui  la  quitte  ;  nous  verrons  Texplicatiou 
deœ  ûdti 
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poids  qui  pressent  la  poulie  cofitre  la  courroie.  II  est  facile    à 
de  régler  la  tension  en  faisant  varier  la  dislance  de  la  char^ 
an  point  d'appui  du  levier. 

Forme  des  poulies  pour  courroies.  —  On  pourrait  donner 
aux  poulies  qui  portent  des  courjroies  la  Ibrme  cylindrique  : 
on  s'opposerait  au  déplacement  latéral  en  terminant  la  podte 
de  chaque  côté  par  une  joue  de  plus  grand  rayon  que  la  jade 
proprement  dite. 

II  vaut  mieux  former  la  poulie  de  deux  troncs  de  côhe  9- 
colés  par  teurs  grandes  bases,  ou,  en  général,  prendre  pour 
la  génératrice  de  la  surface  de  la  jante  un  profil  convexe.  Pour 
justifier  cette  forme,  considérons  une  courroie  placée  sur  une 
poulie  conique  (  PL  XFIIIj  fig.  i8i  ).  Le  côté  le  plus  rapprocM  ! 
du  soRHnet  tourne  moins  vite  que  Tautre;  par  suite  la  coumjie  ' 
tend  à  se  placer  obliquement,  et  le  brin  qui  s'enroule  ch^rdn  ' 
a  se  rapprocher  de  la  base  du  cône;  par  conséquent,  avec  h  ' 
forme  bi-conigue,  la  courroie  se  maintiendra  d'elle-mèhietii  ' 
milieu  de  la  poulie.  Sur* une  poulie  plate  muuie  de  deux  re*  ' 
bords,  on  aurait,  au  contraire,  des  mouvements  irréguliers  de 
la  courroie  contre  ces  rebords. 

Cordes  et  chaînes. 

C'est  presque  toujours  aux  courroies  qu'on  a  recours  coflMÉe 
organe  flexible  de  transmission  de  mouvement.  Les  cordes  10  ' 
se  rencontrent  guère  que  dans- certains  mécanismes  grossiaisi 
les  poulies  sont  alors  anguleuses  et  pourvues  de  deux  rebovis. 
Quant  aux  poulies  de  renvoi,  pour  lesquelles  ii  n'y  a  pas  lien 
de  se  préoccuper  du  glissement,  leur  section  ^est  eii  forme  de 
gorge  proprement  dite,  ou  demi-circulaire. 

Les  ctt>ies  en  chanvre  ou  en  aloès  sont  au  contraire  d'un  usage 
très-fréquent  dans  la  -marine  et  dans  l'art  des  mines.  Un  dUe 
d'extraetioh  est  généralement  plat  comme  uneeonrroie;  H  «il 
fosmé  de  <|uatpe,  «cinq  <m  six  aussières  cousues  ^ensembie^  et 
s'enroule  sur  une  bobine,  de  manière  que  les  sjrfres  se  recou- 
vrent successlvemeaL 

Les  chaînes  en  fer  sont  assez  peu  usitées»  ^uf  quelques 
circonstances  spéciales. 

L'industrie  emploie  la  chaîne  ordinaire,  la  chaîne  à  fa  Voth 
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inson,  et  la  chaîne  de  Galle.  Les  poulies  qui  reçoivent  ces 
TCTses  chatnes  sont  dentées -(T^g^- 182),  car  on  ne.  saurait 
Mnpter  sur  Tadhéreiice  des  suriaces  pour  prévenir  le  glisse- 
ent;  en  conséquence,  l'un  deà  brins  de  la  chaîne  seulemeat 
il  tendu  ■:  l'autre  pend  librement  au-dessous  des  poulies. 
'iBCODYénient  de  toutes  les  chatnes,  c'est  que,  par  suite  de 
i  tension,  les  anneaux  s'allongent,  et  la  chatne  ne  cadre  plus 
rec  la  poulie  :  on  entend  alors  une  succession  de  chocs, 
Ipque  fois  qu'iic  anneau  est  saisi  par  une  des  saillies  de  la 
me. 

Câbles  enfer.  —  Les  câbles  en  fer  s'emploient  aujourd'hui 
ite^vantageusement,  sous  forme  de  cables  sans  fin,  pour 
Gnsmettre  le  mouvement  à  de  grandes  distances  :  c'est-à-dire 

des  distances  pouvant  varier  de  100  à  i5oo  mètres,  et 
nème  au  delà.  Ces  câbles  sont  formés  de  fils  de  fur  enroulés 
s  béllce»  et  renferment  généralement  une  âme  en  chanvre. 

Tous  les  i5o  mètres  environ,  il  faut  soutenir  les  deux  brins 
u  cible-au  moyen  de  poulies  en  bois  ou  en  fonte  {^g.  i83}. 
a  gorge  de  ces  poulies-supports  est  plate,  et  recouverte  d'une 
dorroie  dont  les  extrémités  viennent  s'arrêter  dans  l'inté- 
ieur  de  la  poulie,  au  moyen  d'une  ou  deux  entailles.  Mais 
i  courroie,  laminée  i)ar  la  pression  du  câble,  est  exposée 

se  détendre,  par  suite  à  s'user  rapidement  ;  et  il  est  prcfé- 
lible,  d'après  IL  Hirn,  l'inventeur  de  ces  nouvelles  trans- 
nisnons,  de  gariyr  la  gorge  de  la  poulie  par  de  la  gutta-percha 
Datée  dans  une  entaille  en  queue  d'aronde  i^Jig.  i83  bis).  Le 
UÀà  se  promène  librement  d'une  joue  à  l'autre  de  la  poulie, 
ur  laquelle  il  est  maintenu  par  doux  rebords. 

H  semble  que  la  roideur  du  câble  dépende  plutôt  du  dia- 
iètre  du  fil  de  fer  que  de  celui  du  câble  lui-même  :  aussi 
-i-on  adopté  comme  règle  pratique,  que  le  diamètre  des  pou- 
ies  doit  être  2oop  fois  le  diamètre  du  fil  de  fer  employé  pour 
I  fabrication  du  cable. 

La  tension  du  câble  est  produite  par  la  partie  qui  forme 
ibrement  chaînette  au-dessous  des  poulies  {Jig.  184).  Cette 
K>rtion  n'est  qu'une  fraction  du  brin  inférieur  du  câble,  quand 
es  deux  poulies  extrêmes  ne  sont  pas  au  même  niveau.:  on 
loit  tenir  compte  de  cette  circonstance  dans  le  calcul  de  la 
ongueur  à  donner  au  câble. 
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Liaison  de  deux  poulies  dont  les  plans  ne  coïncident  pas. 

Quand  on  veut  relier  au  moyen  d'une  courroie  deux  arbres 
tournants  qui  ne  sont  pas  dans  le  même  plan,  il  fout  en  géné- 
ral, outre  les  poulies  de  transmission  calées  sur  chacun  des 
deux  arbres»  employer  deux  poulies  fixes  de  renvoi  (yî^.  18S). 

Soient  A  et  B  les  poulies  calées  sur  les  arbres^onnés,  G Tifr 
tersection  des  plans  de  ces  poulies  supposées  sans  épaisseoti 
il  faut,  pour  que  la  courroie  ne  soit  pas  sollicitée  à  se  détH 
cher  des  deux  jantes,  qu'un  bria  rectiligne  quelconque  séK 
dans  le  plan  de  chacune  des  deux  "poulies  qu'il  réuait.  Ol 
atteint  ce  but  en  installant  deux  poulies  de  renvoi  D,  E,  auprès 
de  Tintersection  C,  de  façon  que  le  brin  AD  soit  dans  le  pbl 
de  la  poulie  A,  que  celui  qui  va  de  D  en  B  soit  dans  le  phi 
dé  la  poulie  B,  enfin  que  D  soit  dans  le  plan  des  deux  lignes 
AD  et  DB.  De  même  pour  la  poulie  £.  De  cette  manière^ 
chaque  poulie  est  dans  le  plan  des  deux  brins  de  courroie  qui 
Fa  touchent,  et  la  transmission  fonctionne  indif^é^emmeol 
dans  les  deux  sens. 

Quand  cette  dernière  condition  n'est  pas  imposée,  on  petl 
supprimer  les  poulies  de  renvoi,  en  ayant  égard  aux  considî- 
rations  suivantes.  L'observation  prouve  que  le  brin  qui  arrite 
sur  une  poulie  doit  nécessairement  être  dans  le  plan  de  cette 
poulie,  tandis  que  le  brin  qui  quitte  la  poulie  peut. sans  incoih 
vénient  sortir  de  ce  plan  (*  ).  Partant  de  là,«soient  A  et  B  les 
deux  axes  donnés  {PL  XIX,  fig.  i85  ftû),  MN  la  perpendicu- 
laire commune  à  ces  axes;  prenons  mp,  nq^  perpendiculaires 
à  A,  B,  et  respectivement  égaux  aux  rayons  des  deux  poulies, 
de  raainière  que  la  ligne  mii,  parallèle  à  la  perpendiculaire 
commune,  soit  tangente  à  la  fois  aux  deu?^  cylindres  décrits 
autour  des  axes  avec  les  rayons  respectifs  des  poulies;  enfin 
plaçons  la  courroie  comme  Vindique  la  figure  :  nous  aurons 
une  disposition  dans  laquelle  le  mouvement  ne  peut  avoir  lieâ 
que  dans  le  sens  indiqué  par  les  flèches.  Dans  l'autre  sens,  la 
courroie  tomberait  immédiatement. 


{*')  C'est  pour  cela  qu'on  n'obtiendrait  aucun  résultat  si,  contrairement  à 
la  règle  que  nous  avons  .donnée,  on  faisait  agir  une  fourchette  d'eiiibraya(>e 
sux  le  deuxième  brin  et  non  sur  le  premier. 
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Influence  de  l'allongement  des  courroies  sur  le  mpport 

des  vitesses  {*]. 

On  comprend  facilement  que,  dans  une  iransniission  par 
iatUToie,  le  brin  conduisant  possède  Une  tension  T,  supér- 
ieure à  la  tension  /  de  l'autre  brin.  Or  la  matière  de  la  cour* 
t>ie  est  élastique  et  s'allonge  proportionnellement  à  la  teu- 
ton qu'elle  supporté.  Soit  /  la  longueur  de  courroie  qui 
t'enroule  dans  un  temps  0  sous  la  tension  t  sur  la  poulie 
induite  :  la  même  quantité,  lorsqu'elle  se  déroule  sous  la 
tension  T,  est  représentée  par  une  longueur  plus  grande  L; 
le  rap|K)rt  de  L  à  /  est  donné  par  la  relation 

L  _  f  +  «T 

1  étant  le  coefficient  d'allongement  de  la  courroie  [**). 

Ûr,  il  faut,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  accumulation  de  la  matière 
le  la  courroie  d'un  certain  côté,  que  la  même  quantité  de  cette 
natlëre  passe  dans  le  même  temps  sur  les  deux  poulies  ; 
lonc  les  longueurs  qui  se  développent  simultanément  de 
b  poulie  motrice  et  de  là  poulie  conduite  sont  dans  le  rap- 
[K>rt  de  L  à  /  :  et  Ton  a,  au  lieu  de  la  relation  admise 

réquatlon 

6)R  _  L_  i+«T 

Rf  ùà,  étant  le  rayon  et  la  vitesse  angulaire  de  la  poulie  mo- 
Irice,  Wf<ù'  les  quantités  analogues  pour  la  poulie  conduite. 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires  n'est  donc  pas  tout  à  fait 
réciproque  du  rapport  des  rayons.  En  calculant  le  diamètre  des 


(*)  Note  de  M.  Kretz,  ingénieur  des  tabacs  {Annales  des  Mines,  6®  série, 

-  1,  p.  73)- 
(**)  Si  s  est  la  section  de  la  courroie  en  millimèlrcs  carrés,  on  a,  suivant 

(ne  la  cooiroie  est  neuve  ou  qu'elle  a  déjà  servi  quelque  temps  : 

0"*,2I  o"*,i6 

.  =  ___     ou     «  =  -ë— 
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poulies  par  la  règle  ordinaire,  on  aurait,  après  plusieurs  trans- 
missions de  mouvement,  une  vitesse  notablement  inférieure 
à  la  vitesse  calculée.  L'expérience  a  montré  qu'il  faut,  pour, 
tenir  compte  de  la  circonstance  signalée  par  M.  Kretz,  aug- 
menter d'un  cinquantième  le  diamèlre  des  poulies  motrices, 
ou  réduire  dams  là  même  proporiioa  le  diamètre  des  poulies 
conduites. 

.  Appeandîfie.  ~  Tranmiaiton  par  ViÊUrmàéiaôn  d'vn  liqiide. 

C'est  au  paragraphe  actuel  qu'il  convient  de  rattacher  \» 
machines  dans  lesquelles  la  communication  du  mouvemem 
s'effectue  par  l'interposition  d'un  corps  liquide. 

Presse  hydraulique.  —  La  presse  hydraulique,  dont  l'inveo* 
tion  est  due  à  Pascal,  et  dont  les  applications  prennent  im 
développement  de  jour  en  jour  plus  considérable,  se  compose 
de  deux  corps  de  pompe  cylindriques  réunis  par  un  tuyao  s 
un  piston  se  meut  dans  chacun  des  deux  cylindres.  Quand  l'uo 
des  pistons  s'enfonce,  il  refoule  une  certaine  masse  d'eau  qoi 
passe  dans  le  deuxième  corps  de  pompe,  au  moyen  du  luyut 
de.  communication  :  par  suite,  le  piston  correspondant  se  soik» 
lève.  Or,  en  vertu  de  l'incompressibilité  du  liquide,  le  voluine 
contenu  dans  le  premier  cylindre  a  diminué  d'une  quantité 
précisément  égale  à  l'augmentation  de  volume  du  second; 
si  donc  S  et  S'  sont  les  sections  des  deux  cylindres,  v  et  v'  les 
vitesses  des  deux  pistons,  on  a 

1^8  =  1/ S'. 

Balancier  hydraulique.  —  Quand  les  deux  corps  de  pompe 
ont  même  diamètre,  les  vitesses  des  deux  pistons  sont  les 
mêmes  :  l'appareil  a  simplement  pour  effet  d'obliger  ces  deux 
pistons  a  prendre  simultanément  des  vitesses  égaies,  et  géné- 
ralement de  sens  contraire.  11  porte  alors  le  nom  de  balancier 
hydraulique. 


f— 
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CHAPITRE  ffl, 

ODUNAISONS  DES  OIGANES  A  RAPPORT  DE  TiTESSES  CONSTANT  : 

BOUBS^  TAMBOURS  ET  POUUES. 


{  VI.  —  Trains  ou  équipa  gis  ordinaires  de  roues  dentées 

ET  DR  ROUUEft. 

D  trrive  rarement  qu'on  puisse,  dans  une  machine,  établir 
liaison  directe  entre  le  récepteur  et  Toulil,  par  le  moyen 
f  un  des  organes  simples  'dont  nous  avons  exposé  la  théorie 
tes  le  chapitre  précédent.  Le  plus  souvent  on  est  obh'gé  de 
combmer  plusieurs  engins  convenablement  choisis,  et  c'est 
aÎDsl  seulement  qu'on  parvient  à  résoudre  les  divers  pro- 
blèmes relatifs  à  la  transmission  uniforme  du  mouvement, 
tes  les  conditions  les  plus  variées. 

Kiposons  brièvement  les  principes  généraux  qui  servent  de 
fàies  aux  mécaniciens  dans  l'étude  du  projet  d'une  machine 
complexe  (*). 

Équipages  de  roues  dentées.  —  Les  plus  petits  pignons  em- 
ployés dans  l'horlogerie  sont  des  pignons  de  6  ailes  (  il  est 
■ême  préférable  de  ne  pas  descendre  au-dessous  de  8);  <]uant 
aoi  roues,  on  leur  donne  rarement  plus  de  120  à  i5o  dents. 
Le  rapport  des  vitesses  de  deux  arbres  liés  par  un  engrenage 
ample  se  trouve  donc  pratiquement  renfermé  dans  des  li- 
mites assez  étroites  (**).  Pour  obtenir  un  rapport  de  vitesses 
quelconque»  il  faut  procéder  de  la  manière  suivante. 

Le  premier  arbre  {PL  XIX,  Jig.  189)  porte  un  pignon  a, 
lequel  engrène  avec  la  roue  A,  fixée  sur  un  arbre  intermé- 

[*)  Cette  pertie  du  Cours  n'est  qu'un  citndt  abrégé  du  chapitre  VII  des 
hineipUs  of  Mechaniim. 

\**)  On  ne  (pignerait  rien,  comme  nous  l'avons  vu,  sous  le  rapport  de  la 
^itCNCf  à  interpoeer  entre  ces  deux  arbres  une  ou  plusieurs  roues  du  genre  de 
cdles  <{ae  nous  avons  appelées  parasites,  roues  dont  l'effet  est  seulement  do 
^    <^ger  le  sens  du  mouvement  transmis. 


t 
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diaire  ;  sur  ce  même  arbre  intermédiaire  se  trouve  un  deuxième 
pignon  b^  qui  transmet  à  son  tour  le  mouvement  à  Tarbre  de 
la  roue  B  :  cette  roue  sera,  si  l'on  veut,  la  roue  extrême  du 
train  que  nous  considérons. 

Adoptons  l'usage  de  représenter  le  nombre  des  dents  d'une 
roue  par  la  lettre  même  qui  nous  sert  à  désigner  cette  roue: 
le  rapport  de  la  vitesse  de  l'arbre  intermédiaire  à  celle  du  pr^ 
mier  arbre  sera,  en  tenant  compte  du  changement  de  sens, 

a 

on  aura  de  même,  du  dernier  arbre  à  l'arbre  intermédiaire,  b 
rapport 

b 

B 

Donc  le  rapport  des  vitesses  des  arbres  extrêmes  est  égal  t 
la  fraction 

AB' 

S'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  d'arbres,  on  arriverait  à  ré- 
duire la  vitesse  dans  une  proportion  plus  considérable,  le  rap- 
port des  vitesses  extrêmes  éiant  toujours  déterminé  de  il 
même  manière. 

Canons.  —  Les  arbres  (a)  et  (B)  sont  quelquefois  concen- 
triques :  'C'est  le  cas  qui  se  présente  dans  la  minuterie  des 
horloges;  l'un  de  ces  arbres  est  creux,  et'  prend  le  nom  de 

canon.  Il  tourne  sur  l'autre  à  frottement  doux. 

».  * 

On  peut  aussi  relier  deux  roues  dont  les  arbres  sont  concen- 
triques, en  n'employant  qu'une  seule  roue  d'angle  (Jig.  igo); 
l'arbre  intérieur  et  le  canon  tournent  alors  en  sens  inverse, 
tJandis  qu'avec  le  dispositif  de  la^îg*.  189  les  deux  rotations 
sont  de  même  sens  (  *  ). 

(*)  H  l^ut  remarquer  que  la  roue  (a)  de  ^^  fg.  190  est  une  roue  parasite, 
de  sorte  que  le  rapport  des  vitesses  des  deux  roues  a  et  A  dépend  uniquement 

du  rapport  -•  Rien  n*empèche  d'ailleurs  d'avoir  sur  Tarbre  intermédiaire,  &u 

A. 

Heu  de  la  roue  unique  a,  une  roue  B  et  un  pignon  b;  le  rapport  des  TÎteuef 

ab 
serait  alors  —  ---• 
An 


J 
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On  appelle  raison  d'un  système  de  rouages  le  quotient  e  de 
la  vitesse  da  dernier  arbre  par  celle  du  premier;  soit 


£  = 


a> b,c . • • 

A  •  19  •  vi  •  •  • 


c*est  le  rapport  du  produit  dçs  nombres  de  dents  des  pignons, 
au  produit  des  nombres  de  dents  des  roues,  quel  que  soit 
l'ordre  dans  lequel  ces  divers  éléments  se  trouvent  disposés. 
Quand  le  train  comprend  une  vis  sans  fin,  celle-ci  compte 
pour  un  pignon  à  une  seule  dent  (à  n  dents  si  la  vis  est  à  n 
Blets). 

On  représente  un  train  de  roues  dentées  sans  Qgures,  en 
indiquant  seulement  les  axes  géométriques  des  rouagesi  et 
inscrivant  sur  ces  axes  les.  nombres  de  dents  correspondants  : 
on  a  soin  de  placer  Tun  au-dessous  de  l'autre  les  .nombres 
qui  se  rapportent  à  deux  rouçs  engrenant  ensemble. 

Le  diagramme  suivant  représente  une  horloge  à  secondes  : 


d'échappement,  3o  6- 

imajrenHè, 45 

Roue  motrice 


-  6 

48- 


25 


.a5 


73 


Ai^  dM.sec 


Aig.  des  min. 
Aig.  dos  h. 


Le  mouvement  est  communique  do  la  roue  molriccà  la  roue 
d'échappement,  par  le  moyen  de  deux  pignons  de  6  dénis,  et 
de  deux  roues  comptant  l'une  4^,  l'autre  4^  dents. 

La  roue  d'échappement  est  réglée  à  raison  d'un  tour  par 
minute,  et  c'est  sur  l'arbre  de  celte  roue  qu'est  fixée  l'aiguille 
des  secondes.  Il  résulte  du  tableau  que  la  roue  motrice  ^ait 
un  tour  par  heure,  car  le  rapport  de  sa  vitesse  à  celle  de  la 
roue  d'échappement  est  donné  par  la  fraction 

6x6  I 


e  = 


45  X  4^     60 

Enfin  cette  même  roue  motrice  transmet  encore  le  mouve* 
ment,  d'une  part  à  Taiguille  des  minutes  au  moyen  de  deux 
L  16 
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roues  de  a5  dents,  d'autre  part  à  l'aiguille  des  heures  au 
moyen  d'un  pignon  de  6  dents  et  d'une  roue  de  72* 

■''•  11  ne  suffit  pas  d'avoir  la  valeur  absolue  du  rapport  des 
•  rotations  des  arbres  extrêmes  d'un  train  :  il  faut  encore  con- 
nattre  la  relation  qui  existe  entre  les  sens  des  mouvements 
de  ces  arbres  (*).  La  règle  est  extrêmement  simple,  toutes 
les  fois  qu'on  a  seulement  affaire  à  des  engrenages  cvlin- 
driques  extérieurs  t^u  intérieurs  ;  mais  chaque  paire  de  roues 
coniques,  et  chaque  vis  sans  fin,  nécessite  un  examen  spé- 
cial. Dans  tous  les  cas,  avec  un  peu  d'attention,  on  trouven 
sans  peine  les  loi^  de  la  transmission  du  mouvement  de  rota- 
tion, dans  im  équipage  de  roues  dont  tous  les  axes  sont  fixes. 

Notions  sur  le  calcul  des  rouages.  —  Quand  on  se  propos 
au  contraire  d'établir  un  train,  propre  k  réaliser  un  rapport 
de  vitesses  donné,  le  problème  qui  consiste  à  déterminer  le 
nombre  des  arbres. intermédiaires  et  les  proportions  des  di- 
»  verses  roues  présente  dans  la  plupart  des  cas  de  très-grandes 
difficultés,  et  ne  peut  être  résolu  que  par  une  série  de  tâtonne» 
ments  souvent  Songs  et  pénibles. 

Voici  quelques  exemples  de  calculs  de  ce  geftre. 

Horloge  à  secondes.—  Pour  relier,  dans  une  horloge,  l'aiguille 
des  secondes  à  celle  des  minutes,  il  est  indispensable  de  re- 
f  -courir  à  un  arbre  intermé(iiaire,  afin  d'éviter  à  la  fois  l'emploi 
d'une  roue  à  dents  trop  nombreuses,  et  l'engrenage  intérieur 
qui  serait  nécessaire  si  l'on  voulait,  conformément  k  l'usage, 
faire  tourner  les  deux  aiguilles  dans  le  même  sens. 

Nous  avons  indiqué  tout  à  l'heure  le  train 


qui  fournit  une  première  solution  du  problème. 


(*)  Quand  ces  deux  arbres  sont  parallèles,  il  est  commode  d'affecter  f  du 
signe  -f-  on  du  signe  —,  selon  que  les  doux  rotations  sont  de  mâme  sens  oo 
de  sent,  contraires. 
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MaiSy  les  pignons  de  6^  ailes  étaiit  assez  défectueux,  il  est 
préférable  de  ne  pas  descendre  au-dessous  de  8  ailes,  et  d'em- 
ployer, par  exemple,  TunMes  deux  trains  : 


8 

~          • 

6o  — 

—    8 

64 

I 

dont  la  raison  est  aussi  égalelà^+  ^• 

Pour  établir  un  système  de  rouages,  il  est  indispensable 
d'avoir  le  rapport  e  sous  la  forme  d'une  fraction  rationnelle 

IX*  bmC   .  •  • 


dont  les  deux  termes  soient  décomposés  en  facteurs  compris 
entre  lès  limites  que  nous  avons  indiquées;  et  par  consé- 
quent, si  l'un  des  termes  de  e  possède  un  focleur  premier 
considérable,  on  est  obligé  de  se  contenter  d'une  approxi- 
mation. 

Horloge  lunaire.  —  Considérons  deux  aiguilles,  l'une  marn» 
quant  les  heures  sur  un  cadran  ordinaire,  l'autre  faisant  un 
tour  complet  dans  la  durée  d'une  lunaison  :  soit  29ii2^44*"« 

On  a 

•  ']io   i8o 

4^^      TÔ637 

« 

et  io63i  est  un  nombre  premier. 

Le  rapport 

,_       7^0  8x8 

4^524  H- 1     54x70 

correspond  à  un  train  facile  à  exécuter,  lequel  est  en  erreur 
d'une  minute  par  lunaison. 

Méthode  des  fractions  continues, — Quand  les  deux  termes 
du  rapport  e  sont  de  très-grands  nombres,  on  développe  ce  rap- 
port en  fraction  continue;  et  on  cherche,  parmi  les  réduites 
successives,  une  fraction  fournissant  à  la  fois  une  décomposi- 

16. 


* 
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tion  convenable  et  une  approximation  sufGsante.  Cette  mé- 
thode» indiquée  pour  la  première  fois  par  Uuygens»  est  basée 
sur  la  propriété  qu'ont  les  réduites  d'exprimer  une  approxi^ 
mation  donnée  avec  les  plus  petits  entiers  possibles. 

Application.  —  Supposons  qu'on  veuille  construire  une 
horloge  donnant  à  la  fois  le  temps  sidéral  et  le  temps  moyen. 

L'un  des  procédés  pour  arriver  à  ce  résultat  consiste  à  placer 
derrière  l'aiguille  des  heures  un  cadran  mobile  plus  petit  que 
le  cadran  ordinaire,  et  concentrique  avec  lui.  L'aiguille  fait 
sa  révolution  en  24  heures  solaires,  et  marque  le  temps  moyen 
sur  le  cadran  fixe  ;  elle  indiquera  en  même  temps  l'heure  sidé- 
rale sur  le  cadran  mobile,  si  l'on  s'arrange  de  manière  à  donner 
à  celuKci  un  mouvement  xétrograde  de  3"56%555=2S6%555 
par  jour  moyen. 

Comme  le  cadran  contient  86400  secondes,  le  rapport  de  la 
vitesse  de  l'aiguille  S  celle  du  cadran  est 

'  86400000      ^       288000     • 

236555   — ^^  4,311 

La  fraction  -7-= — 9  réduite  en  fraction  continue,  donne  les 
47311  .      .       ' 

résultats  suivants  : 

Quotients...     6%     ii»      2,         3,        1,        iSa,     ... 

«. , ,  .  6      67       1 4o      487      627 

Réduites.*..     ->     -^1     -—-»     -s-^»     — 5» 

I       II        23        00       io3 


.  •  •      •  •  • 


La  réduite  *  - 

627_3xnXi9_66X76 
io3  io3  io3x8 

fournit  une  grande  approximation. 

L'important  n'est  pas  précisément  d'avoir  de  petits  nombres 
pour  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  exprime  la  raison  d*un 
rouage  à  établir  ;  il  faut  surtout  que  ces  nombres  soient  décom- 
posables  en  facteurs.  Aussi,  quand  op  ne  trouve  pas  de  frac- 
tion satisfaisante  parmi  les  réduites,  faut-il  avoir  recours  i  des 
fractions  moins  simples,  parmi  lesquelles  il  s'en  rencontrera 
souvent  de  plus  avantageuses  pour  l'objet  qui  nous^occupe. 
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lent^  et  ^,  deux  réduites  consécutives  (lesquelles  coin*> 

nent,  comme  on  sait,  la  valeur  exacte  de  la  fraction 

nue);  la  différence  de  ces  deux  réduites  s'exprime  par 

Traction  qui  a  pour  numérateur  l'unitéi  et  pour  dénomi- 

ir  le  produit  des  dénominateurs  q^  qi.  C'est  uniquement 

te  jcircoDstance  que  les  réduites  des  fractions  continues 

»it  leur  propriété  arithmétique  fondamentale;  et  du  mo- 

d    c 
:  que  deux  fractions  quelconques  79  ^f  satisfont  à  la  re- 

a      c I  j[_ 

5  ""3 bd' 

\  fraction  comprise  entre  celles-ci  aura  nécessairement  des 

ds  plus  considérables.  La  réciproque  de  cette  proposition 

raie. 

la  posé,  quel  que  soit  le  procédé  par  lequel  on  soit  arrivé 

CL      C 

lécou verte  des  fractions  79  -^9  il  est  facile  de  reconnaître 


la  fraction  ,        ,  jouit,  par  rapport  à  chacune  de  celles-ci, 

propriété  qu'exprime  l'équation  (i)  :  donc  elle  est  la  plus 
le  des  fractions  intermédiaires,  capables  de  représenter  le 
m  donné.  M.  Brocot  (*)  a  fondé  sur  cette  remarque  une 
iode  élémentaire  pour  le  calcul  des  rouages. 
ite  méthode,  qui  n'exige  pas  la  réduction  préalable  de 
ison  t  en  fraction  continue,  est  basée  sur  l'emploi  d'une 
1  dans  laquelle  figurent  toutes  les  fractions  dont  les  deux 
es  sont  inférieurs  à  100,  réduites  en  décimales  et  clas- 
par  ordre  de  grandeurs.  Un  rapport  quelconque  tombe  né- 
lirement  entre  deux  fractions  contenues  dans  la  Table,  et 
leux  fractions  sont  évidemment  les  fractions  ordinaires  les 
simples,  entre  lesquelles  le  rapport  donne  se  trouve  corn- 
En  ajoutant  ces  premières  fractions  terme  à  terme,  on 
une  expression  moins  simple,  mais  plus  approchée,  du 


Cmiead  des  rouages  par  approximation,  ?îouTelIo  néthpde  par  Achille 
r,  horloger.  Paris  et  Londres,  1863. 
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mâine  rapport;  ei  on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ail 
obtenu  une  fraction  satisfaisante. 

Enfîn,  quand  l'exactitude  rigoureuse  est  indispiensable»  on 
est  obligé  de  renoncer  aux  équipages  de  roues  tournant  sur 
des  axes  fixes  ;  il  faut  alors  introduire'dans  le  train  des  roues 
à  mouvement  épicycloTdal  plan  ou  sphérlque,  combinaisons 
auxquelles  nous  arrivons  dans  un  instant. 

Équipages  de  poulies. 

■ 

Quand  on  ne  peut  pas  transmettre  directement  par  une 
courroie  sans  On  le  mouvement  pris  sur  l'arbre  de  couche  à 
l'arbre  d'un  outil,  on  a  recours  à  un  ou  plusieurs  arbres  inter» 
médiaires.  Soient  r  et  R  les  rayons  des  poulies  calées  sur  les 
dei^x  premiers  arbres,  on  a,  pour  le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires de  ces  poulies,  la  quantité 

r 

affectée  du  signe  4-  ou  du  signe  — ,  suivant  que  la  courroie 
est  droite  ou  croisée. 

Le  deuxième  arbre  porte  une  seconde  poulie  (r,),  reliée  par 
une  nouvelle  courroie  à  une  poulie  (Ri)  calée  sur  le  troi- 
sième arbre,  et  ainsi  de  suite.  La  raison  du  train  est  donnée 
par  une  formule 


e  = 


I\;R|.Rt.  •  • 


tout  à  fait  analogue  h  la  formule  des  roues  dentées.  Seulement, 
les  rayons  des  poulies  pouvant  être  dans  des  rapports  quel- 
conques, on  n'aura  jamais  de  difficultés  arithmétiques  du 
genre  de  celles  que  nous  avons  rencontrées  dans  le  calcul 
des  rouages.  Les  poulies  de  renvoi,  semblables  aux  roues 
parasites,  n'ont  aucune  influence  sur  les  rapports  de  vitesses 
des  arbres  entre  lesquels  elles  sont  installées. 

Des  moufles  et  palans* 

Les  moufles  ou  palans,  appareils  fort  usités,  principalement 
dans  la  marine,  se  composent  d'un  certain  nombre]^de  poulies 
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dont  les  axes  sont  portas  par  deux  chapes,  l'une  fixe  et  l'autre 
mobile.  Ces  chapes  affectent  diverses  dispositions  {/ig>iS8); 
mais  les  propriétés  essentielles  de  l'organe  sont  les  mêmes 
dans  tous  les  cas. 

Le  fardeau  qu'il  s'a^t  de  soulever  est  attaché  à  la  moufle 
mobile  :  un  cordon/ fixé  en  un  point  de  l'une  des  deux 
moufles,  circule  de  l'une  à  l'autre  en  passant  alternativement 
sur  une  poulie  fixe  et  sur  une  poulie  mobile,  jusqu'à  ce  que 
rextrémité  libre  se  détache  de  la  dernière  poulie  fixe  pour 
abeutir,  sous  le  nom  de  garant,  dans  la  main  du  manœuvre 
qui  cherche  à  soulever  le  poids. 

Pour  avoir  le  rapport  des  vitesses,  il  suffit  de  compter  com- 
bien il  y  a  de  cordons  réunissait  deux  poulies.  En  effet, 
quand  la  moufle  mobile  s'est  élevée  d'une  certaine  quantité, 
chacun  des  cordons  qui  la  supportent  s'est  raccourci  d'autant, 
et  le  garant  s'est  allongé  de  la  somme  de  tous  ces  raccour- 
cissements. Si  donc  on  désigne  par  V  la  vitesse  d'un  point  du 
garant,  par  v  celle  de  la  chape  mobile,  on  a  la  relation 

n  étant  le  nombre  des  cordons  qui  vont  d'une  chape  à  l'autre  : 

Dans  un  paJan,  le  rapport  de  la  vitesse  du  point  auquel  est 
appliquée  la  résistance,  à  la  viiesse  du  point  oà  s'exerce 
Feffort  du  moteur,  est  égal  à  l'unité  divisée  par  le  nombre 
des  cordons. 

Équipages  de  moufles.  —  Considérons  deux  palans,  don- 
nant lieu  chacun  à  une  équation  de  la  forme  (i),  ' 

V  =nv, 

V'  =  /iV; 

on  pourra,  en  combinant  convenablement  ces  deux  palans, 

n 
obtenir  les  rapports  nn'  ou  -75  selon  qu'on  fera  t/  =  V',  ou 

n 

v  =  i^,  c'est-à-dire  selon  qu'on  attachera  la  deuxième  chape 
mobile  au  premier  garant  ou  à  la  première  chape  mobile.  On 
voit  que  l'une  de  ces  dispositions  donne  naissance  à  des  rap-  ' 
ports  fractionnaires. 
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§  VII.  —  MOUTBMBIITS  DIFFÉEBRTISLS* 

Les  équipages  ordinaires  de  roues  dentées,  vis  et  poulies, 
n'offrent  que  des  ressources  insuffisantes,  quand  on  teut 
que  le  rapport  des  vitesses  ait  une  valeur  extrêmenient  faible* 
Il  faut  alors  avoir  recours  à  des  artifices  particuliers»  dont 
le  principe  est  d'avoir  deux  engins  en  quelque  sorte  opposés» 
dont  l'un  défasse  à  peu  de  chose  près  ce  que  l'autre  a  fait;  le 
résultat  définitif  est  la  différence  des  effets  dus&  chacun  des 
deux  organes  agissant  séparément,  et  il  est  facile  de  rendre 
cette  différence  aussi  petite  que  l'on  voudra.   • 

Les  combinaisons  de  ce  genre  sont  connues  sous  le  nom 
de  mouvements  différentiels  :  en  voici  quelques  exemples. 

Treuil  chinois  (fig-  igi)«  —  Le  corps  du  treuil  se  compose 
de  deux  cylindres  de  même  axe,  et  de  rayons  R,  r,  placés  k  la 
suite  l'un  de  l'autre  et  liés  d'une  manière  invariable.  Le  poids 
à  élever  est  accroché  à  la  chape  d'une  poulie  mobile,  et  les 
deux  cordons  qui  supportent  cette  poulie  mobile  viennent 
s'enrouler  en  sens  inverse  sur  les  deux  parties  du  treuil. 

Si  l'on  tourne  la  manivelle  de  telle  sorte. que  la  corde  s'en- 
roule sur  le  plus  gros  des  deux  arbres  et  se  déroule  du  plus 
petit,  chaque  révolution  raccourcit  l'un  des  brins  rectilignes 
d'une  quantité  égale  à  aTrR,  et  allonge  l'autre  de  ^Tir.  On 
gagne  ainsi  !27r(R  —  r),  ce  qui  correspond  pour  le  fardeau i 
une  élévation  représentée  par 

R— r 

27r 9 

a 

absolument  comme  si  l'on  avait  un  treuil  ordinaire,  de  rayon 
égal  à  la  demi-différence  des  rayons  du  treuil  chinois. 

Seulement,  quand  on  emploie  le  dernier  système,  on  peut 
aisément  rendre  R  —  r  aussi  petit  qu'on  le  veut,  tandis  qu'on 
ne  saurait  diminuer  par  trop  le  rayon  d'un  treuil,  de  crainte 
de  l'affaiblir  outre  mesure.  Malgré  cet  avantage,  le  treuil  chi^ 
nois  n'est  jamais  employé,  à  cause  de  la  quantité  de  corde 
qu'il  exige  pour  produire  une  élévation  donnée. 

Palan  différentiel.  —  Cet  inconvénient  est  évité  dans  le 
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iflérenUel  de  Wilson  (  PI.  XIX,  Jig.  188  bis).  Imaginons 
*te  de  treuil  chinois,  dans  lequel  les  deux  cylindres  soYit 
ces  par  deux  poulies  légèrement  inégales,  réunies  dans 
Mne  chape  qui  figure  la  moufle  fixe  d'un  palan. 
deux  bouts  de  la  corde  (qu'il  n'est  plus  possible  d'arrê- 

manière  ordinaire)  viennent  se  réunir  pour  former  une 
me  boucle»  qui  pend  librement  au-dessous  du  crochet 
K>ulle  mobile,  dont  la  disposition  n'a  pas  changé.  Le 
lent  suffit  pour  empêcher  le  glissement  sur  les  poulies. 
différentielle  de  Prohy.  —  Considérons  un  cylindre 
l  de  noyau  à  deux  vis  de  pas  différents.  Les  écrous  de 
IX  vis  étant  maintenus  par  des  guides  dans  une  direc- 
ivariable,  leur  écartement  varie  évidemment,  pour 
!  tour,  d'une  quantité  égale  à  la  différence  ou  à  la 
:  des  deifx  pas,  selon  que.  les  deux  vis  sont  de  même 
I  de  sens  contraire. 

la  disposition  imaginée  par  M.  de  Ppony  [Jig.  192),  l'un 
rous  est  formé  de  deux  pièces  fixes  £,  £  :  l'autre,  £', 
mé  d'un  mouvement  aussi  lent  qu'on  le  veut.  * 
deux  vis  sont  inverses  dans  le  tendeur  d'attelage  des 
(  :  elles  équivalent  géométriquement  à  une  vis  unique 

double,  tout  en  offrant  plus  de  sécurité  au  point  de 
s  ébranlements  qui  pourraient  desserrer  un  pas  trop 


kine  à  aléser  [fig.  198  ).  —  Le  cylindre  qu'on  se  propose 
r  est  fixe,  et  l'outil  doit  en  parcourir  lentement  toute 
iice  intérieure.  Il  reçoit  à  cet  effet  un  mouvement  de 
n,- qu'il  s'agit  de  combiner  avec  un  déplacement  longi- 
I  très-lent.  Or  l'arbre  de  cet  outil  présente  une  partie 
K»  laquelle  pénètre  dans  un  écrou  E;  et,  si  cet  écrou 
ixe,  la  rotation  de  l'outil  ferait  avancer  celui-ci  pour 
\  tour  d'une  quantité  égale  au  pas  de  la  vis. 
lieu  de  cela,  l'écrou  tourne  lui-même  dans  le  même 
lie  la  vis,  mais  un  peu  moins  vite.  De  cette  façon,  pour 
tation  absolue  de  la  vis  égale  à  un  tour,  la  rotation  rela- 
est  qu'une  fraction  de  tour,  déterminée  par  la  diffé- 
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Voici  le  tableau  du  rouage  différentiel  qui  uansmei  le  maa^ 
vement  de  la  vis  à  Técrou  : 


L'arbre  auxiliaire  est  carré  :  ce  qui  permet  à  la  roue  A'  de 
tourner  solidairement  avec  lui,  tout  en  glissant  longit^dinile 
ment  à  mesure  que  la  roue  A  s'avance  par  Teffet  du  mouv^ 
ment  de  progression  de  la  vis. 
C'est  par  un  artifice  analogue  que  l'arbre  de  routilreçA 


son  mouvement  de  rotation  de  l'engrenage  fije 


m 
M 


Compteur  de  WoUaston,  —  Il  faut  encore  citer,  parmi  la 
mécanismes  à  mouvements  différentiels,  le  compteur  de  Wol* 
laston,  que  nous  avons  décrit  p.  220.  Enfin  on  rattache  asseï 
souvent  à  cette  catégorie  les  rouages  à  mouvement  épiqp» 
cloïdal,  auxquels  nous  consacrons  le  paragraphe  suivant. 


§  yill.  —  Théorie  des  tbains  épigtcloïdaux. 

On  appelle  train  épicyçloïdal  un  système  de  rouages  dont 
les  axes  sont  portés  par  un  châssis,  mobile  autour  d'un  centre 
fixe  (*].  Les  deux  exemples  suivants  sont  choisis  parmi  lei 
plus  simples. 

Premier  exemple  [Jig.  194).  —  Le  mécanisme  complet  se 
compose  de  deux  roues  concentriques,  et  d'une  troisième  roue 
dont  l'axe  A  est  porté  par  le  levier  OL,  mobile  autour  du  poiot 
0.  La  roue  A',  qui  constitue  le  train  épicycloïdal  proprement 
dit,  engrène  extérieurement  avec  la  roue  C»  et  intérieurement 
avec  la  grande  roue  B. 

Si  l'une  des  roues  B  et  Ç  est  immobile,  et  qu'on  lasse  tour* 


(*)  Grahani  (17 iS)  est  le  prcmior  qui  ait  cité  quelques  dispositifs  de  ce 
^iire,  sans  donner  d'ailleurs  aucune  indication  générale  sur  leur  théorie  et 
leurs  principales  propriétés.  Willi^,  p.  36i. 


(  ce  châssis  se  trouve  représenté  dans  la  figure  actuelle 
levier  OL  ). 

I  roue  B  n'était  pas  fixe,  le  mouvement  du  châssis  dé- 
it  à  la  fois  des  rotations  des  deux  roues  extrêmes,  con- 
aent  aux  lois  générales  que  nous  allons  exposer  tout 
re. 

vième  exemple  [fig-  iQ^)-  —  Deux  roues  coniques 
A,  By  tournant  autour  de  deux  arbres  concentriques, 
lent  avec  un  pignon  C,  monté  sur  le  levier  mobile  0M« 
»uvement  épicycloïdal  sphérîque  du  pignon  jouit  des 
s  propriétés  que  le  mouvement  épicycloïdal  plan  pré- 
ment considéré  ;  et  la  combinaison  très*simple  des  trois 
4,  By  C,  est  susceptible»  comme  nous  le  verrons,  d'up 
nombre  d'applications  intéressantes. 
s  avons  déjà  rencontré  cette  disposition  dans  les  sup- 
les  plaques  tournantes.  La  roue  B  étant  fixe,  si  Ton  im* 
un  mouvement  de  rotation  à  la  roue  A  (  *  ),  on  oblige 
ion  C  à  tourner  autour  de  l'essieu  OM,  qui  se  déolace 
me  avec  une  vitesse  égale  à  la  moitié. de  la  vitesse  de 


^« 


ime  dans  notre  premier  exemple,  on  pourrait  n'avoir 
e  roue  fixe. 

od  un  train  épicycloïdal  se  compose  de  plusieurs  roues, 
;»ports  des  vitesses  de  celles-ci  sont  les  mêmes  que  si 
axes  étaient  fixes.  Les  rouages  intermédiaires  ont  pour 
e  obîet  de  relier  les  roues  situées  aux  deux  extrémités 


25a  DEOXIÈVE  SECTION.  —  THÊORIB  BIS  WÈCàlOmËS. 

entre  les  rotations  absolues  de  ces. roues  extrêmes,  e\  lar 
tion  propre' du  châssis. 

Théorie  géhérale  des  trains  épiçjrcl&tdaux.  —  Soit 
(fig.  ig6)  le  châssis  tournant,  dont  la  forme  est  absolut) 
indifférente.  L'une  des  roues  extirêifnes  a  son  centre  au  | 
0,  surVaxe  de  rotation  du  châssis.  L'autre  peut  être  égalei 
concen#ique  au  châssis,  comme  dans  les  deux  exemples 
cédcnts  :  eh  général,  elle  aura  son  axe  fixé  en  un  point, 
bile  A.  Désignons  par  m  la  vitesse  angulaive  absolue  i 
roue  0  autour  de  son  axe,  par  n  la  vitesse  de  la'rou 
par  rapport  à  son  axe  et  à  deux  autres  axes  coordonnés 
k^y  situés  dans  son  plan  et  conservant  des  directions  1 
riables(*). 

Pour  nous  rendre  compte  de  Taction  des  rouages  mot 
interposés  entre  notre  première  et  notre  dernière  roue,' 
posons  le  châssis  fixe;  et  calculons  par  les  règles  ordin 
la  raison  e  du  train  lié  à  ce  châssis  (  c'est-i-dire  le  quoi 
pri$  avec  un  signe  convenable,  de  la  vitesse  relative  de  la 
nière  roue  par  la  vitesse  relative  de  la  première  ).  Pour 
tes  idées,  nous  supposerons  les  rotations  positives;  maisi 
équation  subsistera,  par  suite  de  la  généralité  propre  aux 
mules  algébriques,  quels  que  soient  les  signes  des  quai 
qui  y  figurent. 

Soit  a  la  Vitesse  angulaire  du  châssis  OA  autour  du  poln 
la  rotation  de  la  roue  O  par  rapport  à  ce  châssis  est  ni- 
celle  de  la  roue  A  est  n  —  a.  On  a  donc,  d'^après  la  dé 
tion  même  de  ç, 

/  \  n  —  a 

(l)  €  = . 

'  m  —  a 

Cette  formule  renferme  toute  la  théorie  des  trains  épie; 


(*)  Je  crois  devoir  appeler  Tattention  tar  la  manière  dont  la  signifi 
de  n  ei%  déterminée,  parce  qu'on  oublie  quelquefois  la  nécessité  de 
porter  toute  rotation  autour  d'un  axe  mobile  à  un  système  bien  défini 
coordonnes,  par  rapport  auxquels  on  compte  les  angles  <fe  rotation.  D'ail 
nous  aurons  ici  a  considérer  également  la  rotation  de  la  roue  A  par  n 
à  un  système  d'axes  mobiles  tout  différent  de  x\x,  système  qui  se  com] 
do  l'axe  de  la  roue,  de  la  droite  OA,  et  d'une  perpendiculaire  à  eetift  dn 
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fest  k  R.  Willis  qu'on  doit  d*avoir  ramené  cette  théorie 

I  degré  de  simplicité. 

iuion  de  la  formule  générale.  —  Considérons  d'abord  ' 

particuliers  oii  l'une  des  roues  extrêmes  est  fixe. 

I  roue  0  est  fixe  :  en  faisant  dans  I*équation  gêné- 

iïi  =  o. 


.     n  —  a 


az= /    n  =  a(x  — c). 

I — e  ' 

relations  font  connaître  la  rotation  du  châssis/ quand 
B  la  dernière  roue  est  donnée,  ou  réciproquement  (*)• 
I  Toue  A  est'  fixe»  ou  du  moins  n'a  pas  de  rotation  par 
avlL  ates  :rA/ : 

—  a 

n=zo,    f= f 

•  m — a 


mt  f        i\ 

e— I  \        e/ 


a= >     m 


u  généraL  —  Les  deux  roues  extrêmes  sont  mobiles  : 


ifln 


n  —  a  me — n 

m  —  a  e  —  i 


ms     .      n   • 

a= ; 

e  —  I       I  — e 

<  ,  n  — a 


ileur  générale  de  a  est  la  somme  des  valeurs  qui  corres- 
it  aux  cas  où  chacune  des  rotations  des  roues  extrêmes 


niiOB  c  est' dans  tons  les  cas  une  don  née  de  la  question  :  elle  dépend 
Mt  de  la  composition  géométrique  du  train  mobile. 
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existe  seule  :  refîet  du  train  est  donc  de  composer,  poo 
dire,  en  utie  seule,  ces  deux  rotations  indépendantes. 

Différentes  manières  de  transmettre  au  train  Vactio 
*  mateur. —  En  général,  dans  un  système  de  rouagèi 
les  mouvements  sont  pris  sur  un  arbre  moteur,  don 
représenterons  la  vitesse  angulaire  par  p.  Si  Ton  de 
rapport  à  la  rotation  p  de  deux  des  quantités  m,  /t,  a, 
sième  rapport  est  déterminé  par  les  relations  (4)- 

Le  mouvement  peut  d'ailleurs  être  communiqué  au  l 
deux  manières  différentes  : 

1®  On  peut  transmettre  le  mouvement  de  l'arbre  mou 
deux  roues  extrêmes  (ce  qui  comprend  le  cas  où  Tune 
roues  est  immobile).  On  connaît  alors  les  rapports  de 
k  la  rotation  motrice  /?,  et  on  calcule  a  par  la  formu 
Pour  cela  il  est  indispensable  que  les  roues  extrême 
leurs  axes  fixes,  c'est-sMlire  qu'elles  soient  concen 
avec  le  châssis,  afin  qu'on  puisse  leur  donner  le  mou 
par  les  procédés  ordinaires. 

7^  On  peut,  au  contraire,  communiquer  le  mouven 
cfaftssis  et  à  l'une  des  roues,  laquelle  est  nécessaireme 
centrique  au  châssis  (*)• 

Dans  le  premier  cas>  si  l'on  a 

m^lkpy    n  =  yp, 
les  formules  (4)  donnent 


(5) 


a fxe  —  y [ii 


p       e —  X        € —  I       1  —  e 

Dans  le  second  cas,  si 

mz=fjLp,    a^=:ap, 

» 

on  trouve,  par  les  mêmes  formules  (4)  ; 

(6)  -  =  «(1— e)  +  fAe  =  a  +  f(fA  — a). 


(*)  On  Voit  que,  dans  toutes  les  dispositions,  il  y  a  toujours  au 
des  roues  extrêmes,  dont  Taxe  comckle  arec  Taxe  du  train  mobUe. 
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Ces  équations  ne  présentent  aucune  diffîculié  pour  Tappli- 
otfon.Toatse  réduit,  dans  chaque  cas  particulier,  à  calculer  e. 
Or,  pour  ce  calcul,  le  Châssis  doit  êtf e  supposé  en  repos,  ce 
fvi  transforme  le  train  épicycloîdal  en  un  système  pur  et  simple 
fe  roues  dentées  dont  les  axes  sont  fixes  (*)  :  la  seule  précau- 
tion a  prendre,  c'est  de  bien  faire  attention  au  signe  de  la  rai- 
OD  e,  et  au  sens  dans  lequel  cette  quantité  doit  être  prise. 

Usages  des  trains  épicycloïdaux» 

Les  trains  épicycloïdaux  s'emploient  pour  quatre  objets  prin- 
ipaux  : 

L  Lorsque  le  mouvement  épicycloîdal  est  une  partie  de 
eflet  à  produire,  comme  dans  la  plume  géométrique  de  Suardi 
oar  le  tracé  des  épicycloïdes,  la  mouche  de  Watt,  certains 
Hamiiaires,  les  corderies  des  mines  et  de  la  marine,  etc. 

n.  Pour  établir  entre  deux  axes  fixes  un  rapport  de  vi- 
e»es  déterminé  avec  une  grande  précision,  lorsque  ce  rapport 
U  composé  de  termes  où  figurent  des  nombres  premiers  coo- 
idénbles,  et  qu'uae  approximation  n'est  pas  admissible» 

m.  Pour  produire  un  mouvement  différentiel. 

IV.  Enfin,  pour  concentrer  sur  une  même  roue  l'action  de 
lioBieiirs  moteurs  indépendants. 

Donnons  des  exemples  d'applications  qui  se  rapportent  à 
chacune  de  ces  quatre  catégories. 

L  Mouche  ou  roue  planétaire  de  Watt  (Jig.  197).  — Dans 
eet  appareil,  imaginé  par  Watt  pour  transmettre  le  mouvement 
da  balancier  de  sa  machine  à  l'arbre  du  volant,  le  train  épi- 
cycloîdal se  compose  de  deux  roues.  A,  B,  dont  les  centres 
sont  maintenus  à  une  distance  invariable  Tun  de  l'autre,  par 
le  moyen  de  la  tige  AB. 

La  roue  A  est  calée  sur  l'arbre  du  volant,  et  la  tige  AB  est 
folle  sur  le  même  arbre  (**).  Quant  à  la  roue  B,  elle  est  soli- 


(*)  n  est  d'aUleun  évident  que  la  théorie  s'applique  sans  modifications  aux 
Ctt  on  le  train  eomporterait  d'autres  organes  que  des  rouds  dentées. 

(**)  En  itppoMnt  la  tige  calée  sur  l'arbre  A,  on  pourrait  supprimer  les  deux 
fMtt  dentées,  et  l'on  obtiendrait  avec  plus  de  simplicité  la  transmission  vou- 
^*  Cest  oe  que  Watt  lui-même  s'est  empressé  de  faire  dès  que  le  système, 
>)ws  brefeté,  de  bielle  et  manivelle,  est  tombé  dans  le  domaine  public. 


I 

9 
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daire  de  la  bielle  BC;  et,  comme  celles-ci  reste  sensîblemeni 
parallèle  à  elle-oiiéme,  on  peut  admettre  que  le  mouvement 
de  la  roue  B  est*  un  pur  mouvement  de  translation. 

Si  donc  on  considère  cette  roue  B  comme  la  dernière  roue 
du  train  porté  par  le  rayon  AB,  on  a 


par  suite 


n  =  o. 


m f 

a  ~"         e 


Or  la  raison  du  train  mobile  est  égale  à  —  ^  :  donc 

JS 


m  B 

a  A 

En  faisant,  avec  Watt»  les  deux  roues  égales,  on  a 

c'est-à-dire  que  le  volant  tournera  deux  fois  plus  vite  que  It 
manivelle.  On  obtiendrait  un  rapport  de  vitesses  quelconque» 
en  multipliant  les  roues  intermédiaires. 

Paradoxe  de  Fergùsson.  —  On  connaît  sous  ce  nom  uo 
petit  mécanisme  assez  ingénieux»  dcf^tiné  à  mettre  en  lumièlrt 
les  propriétés  des  rouages  épicycloTdaux. 

Le  châssis  du  train  mobile  se  réduit  à  la  manivelle  horizon- 
tale OM  ijig^  198)»  qui  tourne  librement  autour  de  Tessieo 
fixe  01.  La  première  roue  A  est  invariablement  liée  à  cet 
essieu  fixe;  elle  engrène  avec  une  roue  parasite  B»  à  la  suite 
de  laquelle  se  trouvent  trois  roues  indépendantes  C,  D,  E» 
dont  les  axes  géométriques  coïncident. 

La  roiie  A  ayant  par  exemple  10  dents,  les  nombres  i:espec- 
tifs  des  roues  C,  D»  £  (qui  doivent  être  considérées  chacune 
comme  la  dernière  roue  d'un  train  particulier}  sont 

C::=I9,      D  =  20,      E==2I. 

Quant  au  nombre  de  dents  de  B,  il  est  indifférent. 

Cela  posé»  comme  la  première  roue,  commune  à  nos  trois 
trains»  est  fixe»  la  formule  à  employer  est 
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etfoodoit  faire  dans  cette  formule,  suivant  que  l'on  considère 
te  rooes  C,  D  ou  E  :  ^ 

20  10 

t  =  —  9      «  =  ï,      e  =  — 
ig  21 

La  substitution  de  la  première  valeur  de  e  donne  n<^Q,  la 
deuxième  #1  =  0,  et  la  troisième  n  >>  o.  Il  suit  de  là  que»  si 
l'on  fait  tourner  à  la  main  le  levier  OM,  les  roues  C  et  E 
prendront  des  mouvements  de  rotation  de  sens  contraires, 
tandis  que  la  roue  D  se  transportera  parallèlement  à  elle* 
même* 

Appareil  automatique  de  Fulton  et  Cutting  pour  la  fabri- 
cation des  aussières.  —  Cette  machine,  employée  depuis  1799 
dans  les  corderies  de  la  marine  et  des  mines,  pour  le  com- 
metiage  des  torons  (*),  se  compose  d'une  grande  roue  dentée 
fixe,  et  de  quatre  ou  cinq  pignons  égaux,  dont  les  axes  sont 
portés  par  un  fort  anneau  ou  volant  concentrique  à  la  roue 
[Jig.  199).  Aux  pignons  P,  P^...,  correspondent  un  pareil 
oombre  de  châssis  à  bobines  horizontales,  chargées  chacune 
tTon  toro9,  qui  participent  au  mouvement  épicycloTdal  déter- 
niné  par  la  rotation  de  Tanneau  autour  de  Taxe  de  la  roue 
fixe. 

Ces  divers  torons,  en  sortant  de  leurs  bobines,  s'élèvent  ver- 
ticalement jusqu'au  niveau  d'autant  de  poulies  de  renvoi,  liées 
lovariablement  à  l'arbre  moteur;  puis  ils  viennent  converger 
au  sommet  de  cet  arbre,  et  sont  re^-us  dans  un  entonnoir  où, 
en  se  resserrant  les  uns  contre  les  autres,  ils  reçoivent  la  tor- 
sion nécessaire,  par  l'effet  de  la  rotation  relative  de  leurs 
châssis.  En  même  temps,  la  rotation  de  Tanneau  produit  l'en* 
roulement  des  torons  en  hélice,  lequel  s'effectue  souvent 
autour  d'une  mèche  centrale  ou  âme. 


(*)  Pour  constitttcr  un  c&blc,  on  forme,  en  tordant  des  ûU  de  caret,  une 
V       proBîère  eorde  nommée  toron,  laqueHe  est  Télément  de  tous  les  câbles.  Plu- 
"^ —  torons  tordns  ensemble  forment  une  aussière.   EnGn'  le  coramettage 


^  plasiears  auisiéres  produit  ce  que  les  marins  appellent  un  grelin.  Pour 
^■ttCe  des  mines,  on  coud  ensemble  plusieurs  aussières  placées  Tune  à  c6té 
^  l'autre,  de  façon  à  obtenir  un  càMe  plat. 

I.  .7 


I 
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il.  Quand  on  veut  établir  entre  deux  arbres  un  rapport 

P 

de  vitesses  exprimé  par  une  fraction  j^j  dont  Tan  des  termes 

au  moins  renferme  des  nombres  premiers  considérables,  et 
qu*une  approximation  n*est  pas  admissible,  les  équipages  ordi- 
naires de  roues  tournant  sur  des  axes  fixes  deviennent  insuffi 
sants;  et  on  est  obligé  d'introduire  dans  le  train  une  ou  plu 
sieurs  roues  à  mouvement  cpicycloTdal. 

Supposons  d*abord  que  le  dénominateur  de  la  raison  donnét 
soit  le  produit  de  facteurs  convenables,  et  qu'on  ait,  pu 
exemple, 

Q=fgf'- 

Posons 

f.g.h-  gh^  fh-Jfh-^  fgh' 

en  introduisant  deux  indéterminées  x  et  y. 
On  n'a  entre  ces  deux  indéterminées  qu'une  relation  unique 

laquelle  admet,  comme  on  sait,  une  infinité  de  solutions  ea 
nombres  entiers  (positifs  ou  négatifs),  sous  la  condition  Um- 
jours  facile  à  remplir  que  les  coefficients  /  et  g*  n'aient  pas  de 
facteurs  communs,  P  étant  un  nombre  premier. 

Une  fois*  qu'on  a  trouvé  des  valeurs  convenables  pour  jt 
et  pour  j,  il  est  facile  d'identifier  l'équation 

P  _^      r 

avec  ré(]uation  générale  des  trains  épicycloîdaux, 

a  t  1 

-  =:  fZ h  V , 

p  *     £ 1  I £ 

dans  laquelle  on  peut  disposer  des  quantités  p,  y,  e. 

Pour  réaliser  cette  conception,  nous  remarquerons  que,  k 
train  proprement  dit  étant  ici  purement  accessoire,  la  compo- 
sition de  ce  train  importe  fort  peu.  Il  convient  de  le  réduis 
à  deux  roues  d'angle,  indépendantes  et  égales,  reliées  pa 
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une  iroisième  roue  d'angle  à  mouvement  épicycloïdal  sphé- 
nque(y7g'.  19$  ).  Celte  combinaison  donne 

ai, 

e  =  — I,     -=:-(a-f-v). 

Cela  posé,  soit  0  {Jig.  200)  l'arbre  n^otcur,  A  un  arbre  fai- 
sant corps  avec  l'essieu  de  la  roue  épicycloïdale,  arbre  dont 
h  vitesse  angulaire  est  a;  enfm  soient  M  et  N  les  deux  roues 
d'angle»  fixées  à  des  canons  concentriques  à  l'arbre  A.  La 
figure  montre  que  l'arbre  moteur  0  transmet  le  mouvement  : 
d'une  part  à  la  roue  M  au  moyen  du  train 


D 

// E 

e M 


d'iuire  part  à  la  roue  N  au  moyen  du  train 


On  a  donc 


^  = 


DE 
de 


a 1  / 

p^2  \ 


DE 

de 


LK 

LK 

f/f 


Telle  est  la  formule  qui  donne  le  rapport  des  vitesses  des 
arbres  A  etO(*). 


(*}  application  ntimênque,  —  Proposons-nous  de  calculer  un  train  pour 
rdier  raiguiUe  des  heures  d'une  horloge  ordinaire,  avec  une  aiguille  faisant 
<in  tonr  de  cadran  dans  une  lunaison. 

Une  luaaison  moyenne .'9^  12^  44"*  ^'  =  356 1 443'. 

13  heures  c«m|Mrennent 4^300'. 

«7- 
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P 

Quand  les  deux  ternies  de  la  fraction  ^  ne  sont  ni  1* 

l'autre  décomposables  en  facteurs,  on  prend  un  dénoniii 
arbitraire  ygfA,  et  on  pose 

\f'gà) 
Puis,  considérant  séparément  les  fractions 

fgà'     fgh' 

on  calcule  par  la  méthode  précédente  deux  trains  do 
raisons  respectives  soient  : 

En  installant  ces  deux  trains  à  droite  et  à  gauche  de  Tari 
dont  nous  représentons  toujours  la  vitesse  par  p,  on  coi 
niquera  à  Taxe  A  la  vitesse  a,  à  Taxe  A^  la  vitesse  a'; 
aura,  pour  le  rapport  des  vitesses  des  deux  derniers  arbn 

£_  P 

Horloge  lunaire  Je  Pecqueur  (fig*  201).  —  \  oici  une 
disposition  d*horloge  lunaire,  fondée  toujours  sur  les  m 
principes. 

L'arbre  moteur  O,  dont  la  vitesse  angulaire  est  /?,  doi 
mouvement  à  la  roue  folle  L,  qui  joue  le  rôle  de  châssi: 


Le  rapport  de  ces  deux  nombres  est 

43200         i.'i^oo 

et  8Jo4Hi  est  un  nombre  premier. 

Les  méthodes  de  Vanalyse  indéterminée  fournissent  la. décomposition 

830^81  _  /|0  X  5o       71X79 

14400  "~    (ixti         fïox^j' 
d'où 

«       I  I  /8ox5o   .   71  X79\ 
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bile.  Quant  au  train  épicycloïdal,  il  comprend  les  quatre  roues: 
h,  B,  c,  C.  La  roue  b  est  fixe,  les  autres  sont  disposées  confor- 
mément au  diagramme  suivant  : 


Roue  6xe. 


Dern.  roue. 


-    C 


c 


■ 


D*après  la  composition  de  ce  train,  en  considérant  la  roue 
liie  comme  la  première,  on  a 


6  = 


ba 
BC 


B'âuire  part,  la  raison  de  l'engrenage  qui  produit  le  mouve- 
nent  d'entratnement  est 

/ 

On  conclut  de  ces  valeurs,  ainsi  que  de  la  condition  m  =  0  : 

n         ,  ,       l  cb  —  CB 

Voici  les  nombres  qui  se  rapportent  à  Thorloge  de  Pec- 
queur:  ,  .     /  ~ 

/=3i,  6  =  62,     c  =  33, 

L  =  54,  B  =  85,     (:  =  4i: 

n 44^9 

p  i88igo 

représente  à  peu  de  chose  près  le  rap« 


La  fraction 


44609 


188190 
ponde  la  semaine  au  mois  lunaire  de  29i,53o588. 

lil.  Les  trains  épicycloïdaux  se  prêtent  aisément,  avec  un 
fûble  nombre  de  roues,  à  la  réalisation  de  rapports  très-petits  : 
H  safGt  de  faire  en  sorte  que  les  deux  termes  du  second 
membre  de  Téquation  (5)  (p.  ^54)  aient  des  signes  contraires, 
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en  même  temps  que  des  valeurs  numériques  peu  différenies. 
On  construit  ainsi  des  compteurs  d'une  grande  simplicité. 

Imaginons  un  train  formé  d'une  roue  fixe  A  {Jig.  202),  d'une 
roue  C  de  même  axe  et  de  mêm^  diamètre,  enfin  d'un  long 
pignon  parasite  B,  dont  Taxe  est  porté  par  la  manivelle  OL.  La 
roue  A  compte  une  dent  de  moins  c^ue  la  roue  C,  et  l'on  a 


A     B_C  — I 
^~B'  C""      C 


=  '-c' 


d'où,  comme  m  =  o  : 


n _r 

a  L 


Si  l'on  prend  C  =  100,  le  rapport  des  vitesses  est  de  7^  :  on 
obtiendrait  une  réduction  plus  considérable  en  introduisant 
dans  le  train  quelques  rouages  intermédiaires. 

Mais  un  mécanisme  qui  présente  dans  ce  genre  des  res- 
sources pour  ainsi  dire  illimitées,  c'est  celui  que  représente 
laijtg.  ao3. 

Le  train  proprement  dit  comprend  quatre  roues  d'angle, 
savoir  :  deux  roues  animées  d'un  mouvement  épicycloTdftI 
sphérique  autour  du  centre  0,  et  deux  roues  extrêmes  tour- 
nant sur  des  canons  concentriques.  La  composition  de  ce  train 
est  la  suivante  : 


Dernièrv  roue..     B 
Axe  mobile ....     ^ 


Première  roue a 


On  en  conclut 


€  = 


AB 


L'arbre  moteur  PQ  donne  le  mouvement  à  l'arbre  de  la  pre- 
mière  roue,  par  l'engrenage 


c 
C 


9  et  k  l'arbre  de  la  dernière 


-     «RàPinV  lfr>  ROUAGES   âPlOTCtOÏDAflX. 

ptf  rengppenage  plaeé*sjmétriquem«nt 


2(iS 


7 
I) 


:  on  a 


c 


'  =  -5^ 


d'où,  en  appliquant  la  formule  (5)  fp.  254)  • 

a  _  abcD  —  ABCrf 
p— (at-hAB)CD* 

La  combinaison  de  ces  huit  roues  permet  de  réaliser  presque 
tous  les  rapports  de  vitesses  imaginables.  En  faisant  : 

a  =  83,     i  =  83,     6=83,       d  =  82, 

A  =  84,    B=65,     C=io6,     D  =  83, 

00  trouve 

a I 

p      io8.646,5o2' 

IV.  EnÛQ  rien  n*empèche  de  supposer  les  moteurs  qui 
donnent  le  mouvement  à  la  première  et  à  la  dernière  roue  d*un 
tnin»  absolument  indépendants  Tun  de  l'autre.  Le  mouvement 
transmis  au  châssis  dépend  alors  des  lois  spéciales  qui  ré-* 
gissent  l'action  de  ces  deux  moteurs  (*)• 

On  a  imaginé  dans  le  siècle  dernier  un  grand  nombre  de 
mécanismes  de  ce  genre,  à  Teffet  d'obtenir  une  horloge  mar- 
quant le  temps  vrai.  On  décomposait  le  mouvement  du  soleil 
en  deux  mouvements  élémentaires  :  l'un  uniforme,  corres- 
pondant au  temps  moyen,  et  l'autre  varié,  représentant  la 
quantité  à  laquelle,  en  astronomie,  on  donne  le  nom  d'équa- 
tion du  temps.  Le  premier  de  ces  deux  mouvements  s'obte- 
nait au  moyen  d'une  horloge  ordinaire,  formant  l'une  des  ex- 
trémités d'un  train  épicycloTdal.  En  communiquant,  d'autre 
part,  au  levier  du  même  train  un  mouvement  lent  représentant 
l'équation  du  temps,  le  mouvement  de  Ta  dernière  roue  se 
trouvait  identique  au  mouvement  du  soleil  vrai. 


(*)  Cette  combinaison  offre  surtout  de  l'intérêt  quand  le  mouvement  com- 
miuiiqBé  à  Tune  des  extrémités  du  train  est  variable,  car  autrement  il  serait 
^Bvtile  d'employer  deux  moteurs  distincts. 
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Mais  voici  l'applicalion  la  plus  inléressante  de  ce  princip 

On  sait  que,  dans  les  Glatures  de  coton,  la  mèche,  aprt 
avoir  été  soumise  à  une  série  d'étirages  sans  torsion,  de 
subir  dans  les  bancs  à  broches  un  nouvel  étirage  accompagi 
d!une  faible  torsion  :  on  obtient  ainsi  un  rudiment  de  61,  qu'( 
peut  renvider  sur  une  bobine,  et  filer  ensuite  dans  les  mal 
jenny.  Pour  cela,  au  sortir  d'une  dernière  paire  de  laminoi 
étireurs,  la  mèche  passe  sur  une  ailette  qui  tourne  très-rapid 
ment,  puis  sur  une  bobine.  Mais  l'enroulement  serait  tn 
rapide  et  le  Cl  se  briserait,  si  la  bobine  était  immobile  :  aus 
a-t-on  soin  d'imprimer  à  celle-ci  un  mouvement  de  rotati( 
de  même  sens  que  celui  de  l'ailette,  de  manière  que  l'enroi 
lement  s'opère  en  raison  de  la  différence  des  vitesses.  Il  y 
plus  :  si  l'on  veut  que  la  longueur  envidée  soit  constan 
dans  un  temps  donné,  il  faut  que  la  bobine  s'accélère  à  m< 
sure  qu'elle  grossit,  afm  que  le  produit  du  rayon  d'enrouh 
ment  par  la  différence  de  vitesse  angulaire  reste  invariable. 

La  manière  la  plus  ingénieuse  de  produire  cette  accélér; 
tlon  est  la  suivante,  inventée  par  Houldsworth  (1826}. 

Concevons  deux  roues  d'angle  A,  B  [Jig.  204),  égales  » 
concentriques,  reliées  par  un  pignon  £  à  mouvement  épie; 
cloTdal  sphérique.  L'axe  de  ce  pignon  est  supporté  par  m 
saillie  ou  mentonnet,  logé  dans  l'intérieur  d'une  gran< 
roue  D,  laquelle  représente  le  châssis  du  train  :  cette  rou 
par  une  denture  extérieure,  reçoit  du  pignon  C  un  mouv( 
ment  accéléré. 

Avec  ces  données,  on  a  : 

e  =  — I, 
«  =  —  (m — 2«). 

La  rotation  m  de  la  roue  A  étant  uniforme,  et  la  vitesse  ( 
pignon  C  variant  suivant  une  loi  convenable,  la  formule  q 
précède  fait  connaître  la  loi  du  mouvement  de  l'arbre  de 
roue  B,  lequel  est  l'arbre  de  la  bobine. 
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CHAPITRE  lY. 

ORGANES  DE  MACHINES 


CLASSE  B.  SE5S  DE  tJL   TRANSMISSION   CONSTANT.    —   RAPPORT 

DBS  VITESSES  VARIABLE. 


Nous  avons  condamné  en  principe  les  mécanismes  dans 
lesquels  la  transformation  d'un  mouvement  continu  en  un 
attire  de  niême  nature  s'effectue  avec  un  rapport  de  vitesses 
nraUe. 

Armi  ces  mécanismes,  ii  y  en  a  beaucoup  dans  lesquels  la 
fiffiatîon  du  rapport  des  vitesses  est  un  inconvénient  qu'on 
sabity  pour  une  raison  de  simplicité  ou  pour  tout  autre  motif. 
Aa  contraire,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  l'irrégularité  du 
fliouveinent  transmis  par  certains  organes  est  un  moyen  de 
compenser  des  irrégularités  d'une  autre  espèce,  lesquelles 
liroviennent  soit  du  moteur,  soit  de  la  résistance,  soit  même 
fone  autre  partie  de  la  transmission  :  à  ce  point  de  vue, 
l'étude  des  mécanismes  à  rapport  variable  présente  un  véri- 
table intérêt. 

Géométriquement,  les  organes  compris  dans  la  classe  B 
dérivent  pour  la  plupart  des  appareils  analogues  qui  répondent 
au  cas  d'un  rapport  constant  :  c'est  ce  qui  en  simplifiera  beau- 
coup la  description. 

I IX.  —  Prexier  genre.  —  Transmission  du  mouvement 

PAR  contact. 

On  trouve  dans  la  première  section  (p.  i52)  la  solution  gé- 
oérale  des  problèmes  auxquels  donne  lieu  le  mouvement  de 
feux  solides,  assujettis  à  rester  en  contact.  Nous  n'avons 
donc  pas  à  revenir  ici  sur  la  partie  théorique  des  questions 
qui  font  l'objet  de  ce  paragraphe  :  nous  nous  bornerons  à 
fenner  quelques  exemples  des  mécanismes  les  plus  usités. 
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en  commençant  par  ceux  dans  lesquels  le  mouvement  des 
pièces  en  rapport  est  un  roulement  simple. 

Premier  exemple.  —  Ellipses  et  courbes  dérivées.  —  Consi- 
dérons deux  ellipses  égales,  placées  bout  à  bout  comme  le 
représente  la^îg^.  2o5,  et  mobiles  autour  de  leurs  foyers  res- 
pectifs C  et  C|.  A  partir  du  point  de  contact,  prenons  sur  les 
deux  courbes  des  arcs  égaux  AM,  AM,  :  en  vertu  de  la  symé* 
trie,  CM  est  égale  à  D,M,.  Les  rayons  vecteurs  CM,  C|M,  for- 
ment donc  une  somme  égale  au  grand  axe  de  Tellipse,  c'est-i- 
dire  à  la  longueur  CC,  :  par  suite  on  peut  amener  les  points 
M  et  Ml  à  coïncider  sur  la  ligne  des  centres  ;  et  cela  fait, 
comme  la  tangente  à  Telllpse  est  également  inclinée  sur  les 
deux  rayons  vecteurs,  les  deux  courbes  dans  leurs  nouvelles 
positions  seront  encore  langentes. 

Si*  donc  on  s'arrange  de  manière  à  obliger  les  deux  ellipses 
à  se  toucher  constamment,  on  aura  pour  leur  mouvement  re- 
latif un  roulement  simple  (*).  Le  rapport  variable  des  vitesses 
angulaires  correspondantes  est  donné,  dans  chaque  phase  du 
mouvement,  par  la  relation 

01 r, 

(«>i  r  ' 

les  valeurs  extrêmes  de  ce  rapport  sont 

a — c*               tf-f-c 
; —     el • 

Courbes  dérivées  de  Vellipse^  — Si  Ton  voulait  que  le  rapport 
des  vitesses  angulaires  atteignît  plusieurs  maxima  dans  une 


{*)  Deux  cames,  taillées  suivant  les  profils  de  la  Jig.  io3,  établiront  utt« 
transmisftion  de  mouvement  sans  frottement  entre  les  deux  arbres  parallèles 
(C)  et  (C,  );  et  il  est  à  remarquer  que,  (C)  étant  moteur  et  tournant  dans  le 
sens  indiqué  par  la  flèchç,  la  transmission  du  mouvement  sera  géométrique- 
ment obligatoire  pour  les  positions  telles  que  CD,  CD',  sans  qu*il  soit  besoin 
de  faire  inter\'enir  Tadhérence  des  surfaces. 

Les  choses  sont  ainsi  jusqu'à  ce  qve  les  cames  soieot  arrÎTées  en  eé^  cd^. 
Mais,  à  partir  de  ce  moment,  le  mouvement  de  Tellipse  conductrice  contiauaat 
toujours  dans  le  même  sens,  il  n'en  résultera  plus  de  pression  sar  la  coorhe 
conduite;  et  les  deux  surfaces  se  sépareraient,  si  Ton  n'avait  soin  d'employer 
un  artifice  particulier.  On  pourra,  par  exemple,  dentor  les  perlions  des 
qui  correspondent  à  la  deuxième  période  du  mouveiMDt. 
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seule  révolution^  ou  bien  si  les  deux  courbes  devaient  faire  des 
nombres  de  tours  différents  dans  le  même  temps,  le  système 

I  des  deux  ellipses  deviendrait  insuffisant.  On  emploie  dans  ce 
cas  des  courbes  qui  présentent  un  certain  nombre  de  lobes 

;    égaux,  chacun  de  ces  lobes  correspondant  à  un  maximum  et  à 

...  w 

01  minimum  du  rapport  — • 

a)i 

Ces  courbes  dérivent  de  Teilipse  suivant  le  mode  indiqué 
(f.  157).  Pour  coDStruirCy  par  exemple,  une  courbe  bilobée^ 
ooiB  mènerons  par  le  foyer  d'une  ellipse  (Jig,  206)  une  série 
le  nrfons  vecteurs  faisant  entre  eux  des  angles  égaux  à  une 
|mie  aliquote  quelconque  de  la  demi-clrconférence.-  Puis^ 
qant  tracé  quelque  part  un  angle  droit  afby  nous  diviserons 
cet  angle  en  un  nombre  égal  de  parties,  et  nous  porterons  sur 
tes  Bgnes  de  division  les  longueurs  des  rayons  vecteurs  FA, 
FI,,...,  de  Tellipse.  Les  points  obtenus  forment  un  certain 
are  de  courbe.  En  cohstruisani  trois  arcs  symétriques  dans 
hs  trois  autres  angles  droits  contigus,  on  achève  le  profil 
demandé  (*)^ 

On  construirait  une  courbe  à  trois  saillies,  en  prenant  un 
angle  dé  60  degrés  a'/'fr'  pour  correspondre  à  deux  angles 
droits  {fig-  207  ).  * 

Les  courbes  fournies  par  les  tracés  précédents  ne  sont  autre 
chose  que  les  transformées  qu'on  obtient  en  plaçant  Tellipsc 
,    AA.B  sur  un  cône  de  révolution,  et  développant  ce  cône  sur 
L    un  plan.  On  peut  combiner  deux  à  deux  toutes  les  courbes  qui 
[    proviennent  d'une  même  ellipse,  placée  sur  un  cône  arbitraire  : 
•     pour  que  le  mouvement  soit  coniinu,  ces  cônes  doivent  être 
\     choisis  de  manière  que  la  transformée  occupe  une  partie  ali- 
quote de  la  circonférence. 
L'équation  de  la  courbe  à  n  lobes  est 

l  r  = (       j, 

«  étant  un  entier  quelconque. 


(*)  Selon  la  valeur  de  l'exccntricitt'î   Je  l'ellipse,  In  courbe  affectera  ruiic 
^  l'autre  des  deux  formes  indiquées  par  la  figure. 
(**)  Leteourbct  qui  nous  occupent  présentent  fréqueniinenl  des  points  d'in- 
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Les  transformées  d* ellipse»  combinées  avec  des  arcs  de 
cercle,  répondent  à  des  mouvements  dans  lesquels  le  rapport 
des  vitesses  est  alternativement  constant  ou  variable. 

Deuuèxe  exemple.  —  Emploi  de  la  spirale  logarithmiqm* 
—  Considérons  deux  spirales  logarithmiques,  égales  et  in- 
versement placées  (Jig.  208  ),  tangentes  en  un  point  queK 
conque,  A,  de  la  ligne  qui  réunit  leurs  pôles  C,  Ci. 

Soient  AM,  AMi  deux  arcs  infmiment  petits  égaux.  En 
vertu  de  la  déOnition  de  la  spirale  logarithmique,  les  angles 
CMA,  MiACi  sçnt  égaux  :  donc  les  triangles  înQnltésinuiin 
ANM,  AN|  Ml  sont  aussi  égaux,  et  Ton  a  NM  =  AN|. 

Il  est  donc  possible  d'amener  sans  glissement  les  points  M 
et  Ml  à  coïncider  sur  la  ligne  des  centres,  en  Ni;  les  deux  spi» 
raies  seront  tangentes  en  ce  point,  et  jouiront  des  mêmes  pro* 
priétés  que  les  ellipses  que  nous  venons  d'étudier. 

Pour  appliquer  ces  considérations  géométriques,  on  exécute 
deux  cames  en  prenant  pour  profils  des  polygones  réguliers 
égaux,  el  remplaçant  chacun  des  côtés  rectilignes  de  ces  poly* 
gones  par  deux  arcs  de  spirale.  Dans  la  machine  à  imprimer 
de  Bacon  el  Donkin  (fig*  209  ),  on  trouve  deux  carrés  tournant 
respectivement  autour  de  leurs  centres,  et  portant  chacun  9 
arcs  de  spirale  (*}. 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires  varie  de  ^2  à  --=  • 

■  » ■■■  ' 

fleiion.  Ces  points  «ont  détermines  par  Tcquation 

1 


cosn0  =  r-î —  . 

{«•  — i;e 

leur  existence  dépend  donc  de  rin«>galité 

I 


'>l?:r7 


ou 


b 

a      «"  —  I 


b  n        r~i 


(*)  L'équation  générale  de  la  spirale  logarithmique  étant- 


m  9 
r  zz  ae       9 
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TioisdEHB  nnPLi.  —  Presses  Normand.  —  On  a  remarqué, 
i  rExposition  universelle  de  1862,  un  système  nouveau  de 
presses  mécaniques  destinées  à  imprimer  une  feuille  des  deux 
cités  à  la  fois. 

Le  papier  est  placé  entre  une  table  de  marbre  mobile,  et 
on  rouleau  qui  porte  la  composition.  Il  importe  que  les 
Boavements  de  la  table  et  du  rouleau  soient  parfaitement 
^ncbrones,  sans  quoi  le  papier  se  décbire,  les  caractères 
ifosent  et  se  déforment  :  en  un  mot,  l'impression  est  mau- 
nise.  Avec  les  presses  ordinaires,  ce  résultat  est  facile  à  ob- 
teair;  mais  dans  les  presses  à  impression  simultanée  des  deux 
chés,  on  emploie,  pour  transmettre  le  mouvement  du  rouleau 
ilitable,  un  joint  universel,  c'est-à-dire  un  appareil  à  rapport 
4e  vitesses  variable,  dont  nous  allons  voir  la  théorie  dans  un 


Les  choses  étant  ainsi  disposées,  si  Ton  veut  rétablir  le 
jjBcfironîsme  des  mouvements  de  la  table  et  du  rouleau,  il  suf- 
fi d'intercaler,  entre  celui-ci  et  le  joint  universel,  un  nou- 
leao  mécanisme  à  rapport  variable,  lequel  annule  l'effet  nui- 
aUe  du  premier.  Ce  mécanisme,  dans  la  presse  de  M.  Nor- 
Buid,  consiste  simplement  en  un  ^pignon  ovale,  conduisant 
crémaillère  ondulée  :  les  profils  sont  déterminés  de  ma- 


fleit  facile  de  déterminer  les  valeurs  des  constantes  a  et  m,  de  manière  à 
tteenir  an  arc  de  spirale  passant  par  les  points  A  et  B. 

ïn  premier  lieu,  le  paramètre  a  n'est  autre  chose  que  le  rayon  vecteur  qui 
Mmspond  à  0  =  Oy  c'est  donc  le  d^ni-côtc  du  carre  donné. 

iDMÎte,  on  doit  avoir  simultanément 


Dfinr 


d'ol 


^n  cjlcuUot,  au  moyen  de  cette  valeur,  l'angle  que  fait  la  tangente  ù  la  spi- 
'^•e  iTfc  W  rayon  vecteur,  on  trouve 

6o»tr. 
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nière  que  le  mouvemeni  varié  eu  pignon  produise  l^uni- 
formité  du  mouvemeni  de  la  crémaillère.  Le  problème  «liisi 
posé  ne  présente  pas  la  moindre  difficulté.  En  effet,  nous  sb-^ 
vons  trouver  le  centre  instantané  de  la  rotalion  relative  du  pi-> 
gnon,  quand  nous  connaissons  le  rapport  qui  doit  exister  entre 
la  vitesse  angulaire  de  celui-ci  et  la  vitesse  de  translation  4e 
la  crémaillère.  Le  lieu  de  ces  centres,  considéré,  soit  parrqh 
port  au  pignon,  soit  par  rapport  à  la  crémaillère,  délermiat 
à  la  fois  la  courbe  ovale  et  le  profil  ondulé  dont  nous  avMi 
besoin. 

Quatrième  exeuple.  —  Système  de  deux  roues  dentées  émU 
Vune  est  excentrée  {Jig,  210).  —  Cette  combinaison,  où  n'en- 
trent que  des  roues  dentées  ordinaires,  est  une  des  pki 
simples  qu'on  puisse  imaginer  pour  établir  un  rapport  variaUi 
entre  les  rotations  de  deux  arbres  fixes  parallèles. 

Cet  Cl  sont  les  projections  des  axes  de  rotation.  Le  cenne 
de  la  roue  fi  ne  coïncide  pas  avec  le  point  Ci  ;  et  pour  •eteair 
la  transmission  du  mouvement  malgré  x^ette  excentrioîlé,  «■ 
fait  usage  d'une  roue  parasite  P,  maintenue  en  contact  «vee 
les  roues  extrêmes. au  moyen  des  barres  €C,  C'O. 

Soient  R  et  Ri  les  rayons  des  roues  A  et  B,  ^  l'excentridlé 
C,  O  :  le  rapport  des  vitesses  varie  de 

R  R 

a 


R,  -j-  ô  R,  —  e 

Cinquième  exemple.  —  Roues  d*Oiaûs  Rœmer  {Jig.  an).— 
Ce  sont  deux  roues  tronc-coniques  inversement  placées. 
L'une  de  ces  roues  est  dentée  à  la  manière  ordinaire,  ef 
l'autre  porte  une  série  de  pointes  dont  on  détermine  les  posi- 
tions, suivant  la  loi  de  mouvement  qu'on  veut  obtenir.  En 
appelant  R,/*,  les  rayons  extrêmes  de  la  première  roue, 
R',  r',  ceux  de  la  deuxième,  le  rapport  des  vitesses  varie  de 


/ 


R'     ,      r 

7    *    R- 


Sixième  exemple.  —  Roue  de  champ  excentrique  d'Huygtns 
[PL  XXI II f  Jig.  212). —  Ce  système,  facile  à  comprendre,  ré- 
pond au  cas  de  deux  axes   concourants  rectangulaires:  il* 


r 
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«lé  employé,  comme  le  précédent,  pour  figurer  le  mouvement 
ëes  planètes. 

SipntaR  nnuPLi.  — Fis  à  pas  variable.  --EnAn,  l'engrenage 
de  ia  vis  sans  (in  peut  également  se  transformer  de  manière 
ifrrocuror  une  transmission  non  uniforme  :  il  suffit  pour  cela 
4e  Élire  varier  le  pas  de  la  vis,  c'est-à-dire  de  remplacer, 
pour  la  génération  de  la  surface  hélicoïdale,  rhélice  ordi- 
taire  par  une  courbe  déterminée  en  vue  de  Teffet  qu'on  veut 
obtenir. 

Systèmes  dans  lesquels  le  rapport  des   vitesses  varie 

brusquement. 

En  composant  deux  roues  par  la  réunion  de  plusieurs  sec- 
lews  dentés  (y?g:.  2i3),  dont  les  rayons  sont  différents,  on 
obtient  des  organes  où  le  rapport  des  vitesses  change  brus- 
fsement  de  valeur. 

Enfin  les  mécanismes  représentés  par  ]es/ig.  214  et  2i5 
jonrent  à  produire  un  mouvement  intermittent.  On  voit  que, 
dus  ces  systèmes.  Tune  des  roues  (  la  roue  conductrice)  a 
une  partie  de  sa  denture  enlevée  :  pendant  que  cette  partie 
est  en  présence  de  l'autre  roue,  la  transmission  cesse  d'avoir 
lieu. 

§  X.  —  Deuxième  genre.  —  Systèmes  articulés  a  rapport 

DE   VITESSES    VARIABLE. 

Considérons  deux  corps  animés  de  mouvements  circulaires 
continus  (*)  autour  de  deux  axes  fixes;  et  distinguons,  comme 
dans  la  classe  précédente,  le  cas  où  les  axes  des  deux  rota< 
lions  sont  parallèles,  et  celui  où  ces  deux  axes  concourent  en 
on  point. 

i''  Axes  parallèles. 

Deux  manivelles,  OA,  ÉB  {Jtg,  216),  mobiles  autour  des  axes 
fueset  parallèles  0  et£,  sont  reliées  à  leurs  extrémités  par  une 


(*)  Les  CM  on  le  moaTement  de  l'un  des  corps  n'est  pas  susceptible  de  bc 
<*Bliuwr  iDdéfinfanent  dans  le  même  sens  seront  traités  dans  le  chapitre  tui- 

nnl 
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barre  rigide  AB.  Soient  R  et  r  les  rayons  des  circonférenc< 
décrites  par  les  deux  points  d'articulation,  a  la  longueur  Al 
enfin  e  l'excentricité  0£.' Cherchons  d*abord  sous  quelles  coi 
ditions  le  mouvement  pourra  être  continu. 

Si  les  deux  circonférences  étaient  concentriques,  la  seul 
condition  serait  que  la. longueur  du  lien  fût  comprise  enti 
R  —  r  et  R  -î-  r  :  le  rapport  des  vitesses  serait  constant,  et  le 
mouvements  des  points  A  et  B  difTéreraient  seulement  en  e 
sens,  qu'il  n'y  aurait  pas  synchronisme  entre  leurs  phases. 

Introduisons  une  certaine  excentricité  e  :  les  limites  del 
longueur  a  deviennent  R  —  r-f-e  et  R-4-r  —  e\  c'est-à-din 
qu'on  doit  avoir 

a>R  —  r-\-e^ 

Or,  ces  deux  inégalités  ne  sont  compatibles  que  si  r  « 
plus  grand  que  e.  Donc  : 

Pour  que  les  mouvements  de  deux  manivelles  réunies  par  u^ 
barre  rigide  articulée  soient  susceptibles  de  se  continuer  iné^ 
finiment  dans  le  même  sens,  il  faut  : 

1°  Que  le  point  fixe  de  la  grande  manivelle  soit  dans  ïii 
térieur  du  cercle  décrit  parle  bouton  de  la  petite  (*); 

7,^  Que  la  longueur  du  lien  soit  comprise  entre  les  deu 
segments  déterminés,  sur  le  diamètre  de  la  circonférence  qi 


(*)  Notre  analyse  laisse  en  dehors  le  cas  isolé  dans  lequel  on  a  à  Ta  fc 
U  =  r  et  â  =  <•.  Avec  ces  hypothèses  particulières,  le  mouvementt  continu  1 
possible  de  deux  manières  difTércntes  :  soit  que  la  bielle  se  tienne  constu 
mont  parallèle  à  la  ligne  des  centres,  auquel  cas  les  Wlesses  des  deux  mas 
velles  sont  nécessairement  égales,  soit  que  la  bielle,  au  contraire,  vienne  co 
pcr  In  ligne  des  centres  dans  rintervalle  des  points  fixes  des  deux  maii 
vcUes,  ce  qui  établit  un  rapport  variable  entre  les  deux  rotations. 

Dans  ce  dernier  cas,  quand  les  manivelles  sont  plus  petites  que  la  dîstan 
des  arbres,  la  relation  de  mouvement  de  ceux-ci  est  la  mémo  que  cel 
qu'on  réalise  au  moyen  des  deux  ellipses  de  \^  fig.  2o5.  Quand  lesmanivell 
sont  plus  grandes  que  la  distance  des  centies  fixes,  le  mouvement  est  celui  < 
deux  hyperboles  disposées  d'une  façon  analogue. 

Pour  l'analyse  complète  des  propriétés  du  système  géométrique  qui  no) 
occupe,  je  renverrai  à  l'ouvrage  de  M.  Cirault,  intitulé  :  Géométrie  apptiqv* 
à  la  transformation  des  mouvements» 


r-' 
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correspond  à  la  grande  manivelle,  par  le  point  de  la  deuxième 
circonférence  dont  la  distance  à  la  première  est  un  maxi- 
mum. 

Dans  ces  conditions,  le  mouvement  du  point  fi  étant  sup- 
posé uniforme,  la  vitesse  du  point  A  varie  comme  le  rapport 
des  dqux.  segments  DO  et  D£  {*).  La  bielle  n*est  jamais  en 
ligne  droite  avec  aucune  des  deux  manivelles,  de  sorte  qu'il 
oV  a  pas  de  points  morts. 

Projetons  les  mouvements  des  points  A  et  B  sur  le  diamètre 
commun  aux  deux  circonférences. 

La  rotaiibn  du  point  fi  étant  uniforme,  la  projection  de  ce 
point  est  animée  d'un  mouvement  oscillatoire  parfaitement 
çmétrique,  dont  les  lois  sont  représentées  par  les  courbés 
de  layîg'.  4^. 

Le  mouvement  de  la  projection  du  point  A  est  également 
m  mouvement  de  va-et-vient;  mais  il  n'y  a  plus  symétrie 
eaire  les  deux  demi-oscillations.  En  effet  les  points  extrêmes, 
if  et  Ai,  de  la  course  de  cette  projection  répondent  aux  po- 
sitioiis  B»  et  Bi  de  la  pièce  animée  d'un  mouvement  uni- 
forme :  donc  le  rapport  entre  le  temps  de  la  descente  et  celui 
de  la  montée  est  égal  au  rapport  des  deux  portions  de  la 
circonférence  (E),  déterminées  par  les  points  fi,  et  fi,. 

Cette  irrégularité  est  avantageuse  dans  certaines  machines, 
telles  que  les  étaux  limeurs  :  l'outil  descend  lentement,  tan- 
&  qu'il  a  de  la  résistance  à  vaincre  ;  le  retour  à  vide  s'ef- 


(*)  Pour  peindre  graphiquement  la  loi  do  ce^  variations,  nous  considé- 
[  (tran  le  point  C,  centre  instantané  de  la  rotation  de  la  bielle  AB,  et  nous 
[      écrirons  la  proportion 

■  • 

■ 

t" 

\         Prenant  donc  une  longueur  BH  égale  à  la  vitesse  constante  V^,  et  menant 

I       ptr  le  point  H  une  parallèle  à  AB,  nous  aurons 
t 


AK=V  . 


a 


^fS'  3i6  his  représenta  le  lieu  géométrique  du  point  K,  pour  une  rérolv 
^  «Biiire  du  fjstème. 

l  i8 
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feetue  au  contraire  rapidement,  de  manière  à  perdre  le  moins 
de  temps  possible  {*). 

Manivelle  à  coulisse  {Jig.^iS).  —  (]eue  combinaison  est 
Tafie  des  plus  simples  qu'on  poisse  employer  pour  relier  deux 
rotations  continues,  s'effeciuant  autour  de  deux  arbres  parafa 
■^"^^■^^^■^■^'^"^^^^^^^^■^^^^^^"^^^^^^■"^'^■^'^"^■^^"^^"""^^^^■^^^^^^^^^^^■^^"^"^■^^"^^^■^■■^^"^^^^"^^■^■^^^ 

(*)  Frnrtlateur  I^mielle.  —  I-fS  proprit'tt'î»  géométriques  da  rnoomeoMBl 
d'ane  droite  de  loog^ueur  constaiile,  dont  les  extrémités  pwreourant  deox  étt- 
ronférenees  fixes,  donnent  lien  en  Mécanique  aux  «ppUcatioBs  les  plus  variées. 
In  exemple  des  plus  intéressants,  relatif  au  cas  du  mouTcment  continu,  pou 
sera  fourni  par  le  Tentilateur  Lemiclle,  employé  dans  Taérage  des  mines  im- 
portantes, dont  l'assainissement  exige  un  volume  d*air  considérable. 

C«t  appareil  se  compose  d'un  tnmbour  hexagonal  {fg.  ^17^,  toumaat  à 
frottement  doux  sur  un  essieu  coudé  immobile.  A  chacun  des  six  pans  (wr- 
r<*spond  un  Tolet,  ou  sorte  d'aile  articulée  qui  se  rattache  d'une  part  au  prisntt 
par  le  moyen  de  la  charnière  A,  «  tandis  que  son  extrémité  libre  est  reteniM 
par  une  bielle  dont  le  point  fixe  est  en  E. 

Conndérons  spécialement  une  des  palettes  AB ,  et  suivons  son  moumuAt 
pendant  une  rotation  oorapléte  du  tambour. 

La  section  droite  du  ventilateur  présente  les  mêmes  éléments  géométriques 
que  \^  Jig'  ^iC.  La  longueur  a  du  lien  est  égale  à  celle  du  cdté  /lo  l*hexagooe, 
ou' au  rayon  r  du  cercle  circonscrit;  de  plus  on  a 

R  =  r  H-  e. 

Il  résulte  de  cette  dernière  relation  que  les  deux  circonférences  sont  tan- 
(pentes,  et  que  le  volet,  dans  une  de  ses  positions,  se  trouve  exactement  appli- 
qué sur  le  côté  correspondant.  A  partir  de  cette  position,  la  rotation  ayant 
lien  dans  le  sens  de  la  flèche,  le  volet  se  déreloppe,  et  atteint  son  écart  maxi- 
mum quand  la  bielle  est  dirigée  dans  le  prolongement  de  la  ligne  OE.  Gt 
point  une  fois  franchi  ;ce  qui  n'est  possible  que  si  l'on  a  R-4-r<7r,  ou 
/•>3**),  le  volet  se  replie  et  finit  par  s<»  retrouver  appliqué  sur  le  tam- 
bour. 

Considérons  la  circoHférence(EB),  et  couslruisons  un  coursier  dont  la  section 
droite  comprenne  deux  arcs  de  cette  circonférence,  de  part  et  d'autre  d'an 
espace  libre  inférieur  qui  débouche  dans  le  puits  d'aérage,  la  partie  supé- 
rieure communiquant  librement  avec  l'atmosphère. 

La  longueur  des  deux  portions  du  coursier  doit  être  calculée  dételle  manière 
qu'il  y  ait  toujours  une  aile  dont  l'extrémité  se  trouve  sur  Wtc  MN,  et  une 
autre  sur  l'arc  M'TVV  afin  que  la  communication  soit  interceptée  entre  l'air  «If 
la  mine  et  l'air  extérieur,  sauf  le  jeu  qu'on  a  été  obligé  de  ménager  sur  tout 
le  pourtour  du  ventilateur. 

Les  choses  étant  ainsi  disposées,  au  moment  où  l'une  des  palettes  arrife  au 
point  N',  celle  qui  la  précède  immédiatement  n'a  pas  encore  atteint  le 
point  M':  de  sorte  qu'un  certain  volume  d'air,  compris  enlre  les  deux  ailes,  le 
coursier  et  l'hexagone,  se  trouve  isolé  de  la  mine,  pour  être  un  instant  aprè» 
r^eté  dans  l'atmosphère.  On  voit  que,  par  chaque  tour,  l'appareil  expttla* 
SIX  fois  ce  volume. 
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lèles.  Le  même  système  se  prête  à  la.  production  d^un  mou- 
vemeni  aliernaUf,  quand  rexcentricité  est  supérieure  à  la 
longueur  de  la  manivelle  pleine. 

T  Axes  conconrapts. 

Joint  universel  (*).  —  Considérons  deux  arbres  dont  les 
prolongettients  géométriques  se  rencontrent  {Jtg:  219),  et  qui 
fonnent  un  angle  voisin  de  180  degrés.  Chacun  de  ces  arbres 
est  terminé  par  une  fourche,  et  les  deux  fourches  sont  elles- 
mêmes  réunies  pa^r  un  croisillon  invariable,  qui  s'assemble 
avec  elles  au  moyen  de  quatre  points  d'articulation. 

Le  mouvement  de  l'un  des  deux  arbres  se  communiquée 
à  l'autre  par  l'intermédiaire  du  croisillon,  mais  la  transmis- 
sion n'est  pas  uniforme.  Le  rapport  des  vitesses  varie,  comme 
nous  allons  le  voir,  d'autant  plus  que  Tangle  des  deux  axes 
pst  plus  considérable  :  aussi  le  joint  universel  ne  peut-il 
s'employer  avec  quelque  avantage  que  dans  le  cas  où  cet  angle 
est  assez  faible.  On  y  a  recours,  par  exemple,  pour  relier  les 
deux  tronçons  d'un  arbre  trop  long  pour  être  fait  d'une  seule 
pièce  :  l'interposition  du  joTnt  universel  dispense  de  la  né- 
cessité d'ajuster  les  paliers  avec  précision.  De  plus,  l'angle 
«les  deux  axes  peut  varier,  sans  qu'il  résulte  de  cette  cir- 
constance des  efforts  anormaux  sur  les  pièces  du  méca- 
nisme. Seulement,  ces  effets  n'étant  obtenus  qu'aux  dépens 
de  la  régularité  (**),  on  doit  se  garder  de  faire  servir  le  joint 
universel  à  la  transmission  d'efforts  un  peu  considérables. 

Soient  OA,  OB,  les  deux  axes  de  rotation  ;  les  bras  du  croi- 
sillon sont  représentés  par  les  droites  CC,  DD',  perpendicu- 
laires :1a  première  à  l'axe  OA,  la  seconde  à  l'axe  OB. 

La  droite  DD',  assujettie  à  rester  perpendiculaire  à  l'axe  OB, 
décrit  un  plan  dont  la  trace  sur  une  sphère  ayant  son  centre 
en  G  est  le  grand  cercle  £,  tandis  que  les  extrémités  de  la 
droite  CC  décrivent  le  ^'rand  cercle  F,  perpendiculaire  à  l'axe 


(*)  Le  joint  univeriMil  est  aussi  conuu  sous  le   nom  de  joini  de  Cardan  ou 
j'tint  hollandais.  M.  WiUi»  en  attribae  Tinvcntion  à  Hookc  (i^i/V,- 

'*  Rappelons  à  celte  occasion  que  M.  Porro  a  imagine  une  sorte  de 
joint  univ<»r8el  à  rapport  constant  (p.  21/f),  qui  jouit  des  mémos  propriétés 
que  le  jouit  de  Oirdaii. 
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OA.  Comme  de  plus  les  droites  OC,  OD  sont  perpendiculaires 
entre  elles,  Tare  CD  est  constamment -égal  à  un  quart  de  grand 
cercle;  et  la  positfon  de  l'un  des  points  C,  D  sur  sa  trajec- 
toire est  connue,  lorsqu'on  a  la  position  de  l'autre  point  sur  la 
«ïienne. 

On  peut  donc  chercher  la  loi  de  la  transmission  du  niiouve- 
ment  par  le  joint  universel,  en  étudiant  les  lois  du  mouye^ 
ment  sphérique  des  extrémités  d'un  arc  de  grand  cercle  égjd 
à  un  quadrant,  qui  se  meut  entre  deux  grands  cercles  doni 
l'angle  est  égial  au  supplément  de  l'angle  des  axes  (Jig.  220]. 

Partons  de  l'instant  où  le  croisillon  est  dans  le  plan  pe^ 
pendiculaire  à  l'axe  A.  Représentons  par  C„  D.  deux  positions 
simultanées  des  points  d'articulation  C,  D;  et  désignons  parx 
et  y  les  arcs  CC„  DD„  décrits  par  ces  points  à  partir  de  leurs 
positions  initiales. 

Le  déplacement  x  du  point  C,  extrémité  d'une  perpendicu- 
laire à  l'axe  A,  mesure  la  rotation  de  l'arbre  correspondant; 
de  même,  l'arec*  mesure  la  rotation  autour  de  l'axe  B. 

Or  on  a  dans  le  triangle  DD,  C»  : 

cos  -  =  ces  (  -  -ho:  j  cosj'H-sin  (  —  H-o:  j  sin^'cosD, 


ou 


ce  qui  donne 


sin  X  cos^*  =  cos  x  sin  y  cos  D, 
tangj:  =  langjcosD  (*). 


En  différentiant  cette  équation,  on  trouve  le  rapport  des  tI- 
tesses  angulaires  simultanées,  lequel  est  égal  à  -j-»  On  ob- 
tient également  ce  rapport  en  appliquant  les  principes  de  la 
composition  des  rotations  :  en  effet,  les  trajectoires  des  points 
Cl,  D,  étant  connues,  le  pôle  instantané  de  la  rotation  du  croi- 
sillon est  en  T,  intersection  des  arcs  normaux  à  DD,  et  CCi* 

Cela  posé,  on  a 

«' sin  ID. sin  ICt  D, cos  CC,  D, 

w       sin  IC,       sin  ID,  Ci       cos  DD,  Ci  ' 


{*)  Dans  ces  équations,  D  est  Tangle  ai^  des  deux  axes  de  rotatioa. 
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En  remplaçant  les  deux  cosinus  par  leurs  valeurs,  il  vicnl 

fù' cosD 

(ù        i  —  sin*Dcos*x 

Il  résulte  de  cette  relation  que  le  rapport  des  vitesses  an- 
gulaires des  deux  arbres  est  variable  :  il  atteint  son  maximum, 

— ir^pour  ji  =  o,  et  son  minimum,  cosD,  pourar=— •  L*é- 

m  entre  ces  deux  valeurs  est  d'aulant  plus  grand,  que  Tangle 
Dest  lui-même  plus  grand. 

{ XI.  —  Troisième  genre.  —  Poulies  et  tambours  a  rapport 

DE  VITESSES  VARIABLE. 

Tuées  des  montres.  —  Une  fusée  n*est  autre  chose  qu'un 
Ireoil  dont  l'arbre,  au  lieu.  d*ètre  cylindrique,  présente  la 
tifiDe  d'une  surface  de  révolution  quelconque.  La  destination 
des  appareils  de  ce  genre  est  de  compenser  une  irrégularité 
inbérente  à  la  nature  d'une  machine  donnée;  on  détermine  la 
section  méridienne  de  la  fusée  d'après  les  lois  du  mouvement 
fu'on  se  propose  de  régulariser. 

Dans  les  montres  et  chronomètres,  l'effort  moteur  est  ap- 
pliqué au  barillet  B  (PL  XXII,  Jig,  222);  le  mouvement  est 
Iransmis  à  l'arbre  FF  par  l'intermédiaire  d'une  chaîne  articu- 
lée, qui  fait  un  certain  nombre  de  tours  sur  une  fusée  co- 
nique. La  conicité  de  la  fusée  ne  permet  pas  de  disposer  la 
chaîne  comme  une  corde  sans  fin  :  on  attache  donc  les  extré- 
mités de  cette  chaîne,  d'une  part  au  barillet,  d*autre  part  à  la 
fusée,  et  la  transmission  dure  jusqu'à  ce  que  lu  chaîne  soit 
entièrement  déroulée;  après  quoi  il  faut  remonter  la  montre, 
pour  replacer  les  choses  dans  la  position  première. 

On  trouve  dans  les  mull-jenny  une  fusée  qui  diffère  des 
fosées  de  montre  en  ce  qu'elle  est  renflée  au  milieu,  et  amin- 
<â6  aux  deux  bouts.  Eh  communiquant  à  Tarbre  de  cette  fusée 
une  rotation  uniforme,  on  fait  prendre  au  chariot  tiré  par  la 
corde  un  mouvement  d'abord  accéléré,  puis  retardé. 

Tambours  et  bobines  d'extraction,  —  Nous  avons  déjà  si- 
gillé l'inconvénient  des  treuils  cylindriques  d'extraction,  pour 
le  Cas  d'un  puits  d'une  grande  profondeur.  En  donnant  au 
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corps  du  treuil  la  forme  conique,  on  peuts*arraDger  de  manière 
que  la  vitesse  ascensionnelle  soit  d'autant  moindre,  que  le 
poids  total  à  enlever  est  plus,  considérable. 

11  est  d'ailleurs  difliciie,  avec  ce  système,  de  faire  varier 
le  rayon  d'enroulement  dans  des  limites  assez  étendues.  On 
n'obtient  une  compensation  suffisante  qu'en  remplaçant  les 
tambours  cylindriques  ou  coniques  par  des  bobines,  et  substi- 
tuant aux  câbles  ronds,  à  tours  juxtaposés,  des  câbles  plats, 
dont  les  spires,  en  se  recouvrant  mutuellemenl,  procurent  un 
diamètre  variable  suivant  une  loi  convenable. 

Le  noyau  de  la  bobine  (Jig'  228)  n'est  autre  cbose  qu'uu 
tambour  en  fonte,  dont  la  largeur  est  très-peu  supérieure  à 
celle  du  câble  plat  que  la  bobine  doit  recevoir  :  un  certain 
nombre  de  bras  latéraux  en  bois  maintiennent  les  spires  à 
droite  et  à  gaucbe.  La  distance  de  l'axe  à  la  partie  rectiligDe 
du  câble  augmente,  pour  chaque  tour,  de  deux  fois  répaissetn 
de  celui-ci,  soit  de  6  à  8 'centimètres. 

L'extrémité  du  câble,  opposée  a  celle  qui  soutient  la  benne, 
est  fixée  à  demeure  sur  le  noyau,  de  sorte  qu'il  faut  une 
deuxième  bobine,  calée  sur  le  même  arbre  que  la  première 
pour  le  service  de  Tauire  benne.  Les  deux  câbles  sont  d^ait 
leurs  enroulés  en  sens  inverse  l'un  de  l'autre,  afin  que  ran< 
des  bennes  descende  quand  l'autre  monte. 

Câbles  sans  fin,  —  Les  câbles  sans  fin  s'appliquent  dîf 
ficilement  à  la  production  d'un  rapport  de  vitesses  variable 
Cependant  on  peut  imaginer  [fig>  224)  un  mécanisme  cem 
posé  de  deux  poulies  dont  l'une  soit  elliptique,  la  courroie 
étant  maintenue  constamment  tendue  par  un  poids  (^). 

Ce  système  n'est  pas  employé. 


(*)  La  rotation  de  Târbre  A  étant  uniforme,  Tarbre  B  est  animé  d'un 
Tement  continu  Tarie  {ifoir  p.  ii8),  et  le  poids  P,  d'un  mouTement  atteraatil 

Aittii,  la  combinaisoii  (  A,B)  se  rapporte  k  Motre  deuxièm*  daasc,  at  la( 
hinaiion  (A,P),  oa  (B;P),  à  la  troisiômew 
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CHAPITRE   Y. 

ORGANES  DE  MAGiriNES. 

aiffl  e.  SENS    DE    LA    TRANSMISSION    VARIANT   PtRIODIQUBMBNT. 

—  MAPPORT   DBS   TITESSES   CONSTANT   OU    TARTABLE. 


Du  mouvement  alternatif.  —  II  existe  un  grand  nombre 
d'organes  de  machines,  dans  lesquels  le  sens  du  mouvement 
transmis  est  sujet  à  des  variations  périodiques.  En  d'autres 
tenneSy  tandis  que  Turi  des  éléments  du  mécanisme  se  meut 
(ODstamment  dans  le  même  sens,  Pautrc  pièce  est  limitée  dans 
l'amplitude  de  son  excursion,  par  la  nature  géométrique  de,  la 
Hmton  employée.  Par  suite^  celte  pièce  peut  seulement  pren- 
dre un  mouvemejit  de  va-et-vieiit,  dont  la  direction  change  à  dqs 
inter\'alles  de  temps  réguliers.  La  pédalo  du  rémouleur  peut 
être  présentée  comme  le  type  des  machines  de  cette  catégorie. 

Dans  ces  machines,  au  rebours  de  ce  que  nous  avpns  con- 
seillé jusqu'ici,  il  est  avantageux  que  le  rapport  des  vitesses 
soit  variable.  On  doit  en  effet  s'arranger  de  telle  manière  que, 
l'uniformité  étant  toujours  le  partage  de  celui  des  deux  mou- 
vements qui  est  continu,  Torgane  à  mouvement  oscillatoire 
soit  animé  d'une  vilesse  qui  décroisse  régulièrement,  depuis  le 
milieu  de  sa  course  jusqu'aux  époques  des  changements  de 
sens,  n  faut  éviter  avec  le  plus  grand  soin  toute  disposition  dans 
laquelle  une  masse  un  peu  considérable  passerait  brusque- 
ment, d^une  vitesse  finie  dans  un  sens,  à  une  vitesse  unie  de 
sens  contraire. 

En  général,  la  pièce  oscillante  est  la  pièce  conduite,  comme 
<bns  les  marteaux,  les  cisailles,  les  scies  à  mouvement  alter- 
naiif,  etc.  Le  contraire  se  rencontre  pourtant  quelquefois. 
Ainsf  dans  le  rouet,  le  tour,  la  plupart  des  machines  à  va- 
peur, c'est  l'organe  moteur  qui  possède  un  mouvement  de  va- 
ei-vient,  et  qui  communique,  au  moyen  de  dispositions* conve- 
nables, un  mouvement  continu  à  peu  près  uniforme  à  un  arbre 
U)unitoi. 
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§   XII.  —    PeEMIER    genre.  TR4MS1IISS101I  ttl)    HOmmBIfT 

PAR   GONTAÔr. 

i''  Engrenages  à  moiiTement  aHematlf. 

Les  engrenages  intérieurs  répondent  à  deux  rotations  d 
même  sens,  les  engrenages  extérieurs  à  deux  rotations  de  sen 
contraires.  Si  donc  on  fait  en  sorte  que  l'engrenage  d'um 
roue  et  d'un  pignon  soit  alternativement  extérieur  et  inté 
rieur,  le  mouvement  continu  du  pignon  fera  prendre  à  larow 
un  mouvement  circulaire  alternatif. 

Boues  tronquées  à  double  denture,  —  hà  Jig.  225  indiqu 
un  certain  nombre  de  dispositions  propres  à  réaliser  celte  idé< 

La  roue  A  est  une  lanterne  ordinaire,  dont  la  denture  prt 
sente  quelque  part  une  lacune,  suffisante  pour  permettre  a 
pignon  de  passer  d'un  côté  à  l'autre  de  l'enceinte  des  fuseau! 
L'extrémité  de  l'arbre  de  ce  pignon  est  engagée  dans-  un 
rainure,  pratiquée  dans  un  plateau  qui  tourne  avec  la  lanterm 
et  le  tracé  de  la  rainure  est  combiné  de  manière  à  oblig< 
le  pignon  à  passer  périodiquement  de  l'intérieur  à  Textériei 
de  la  lanterne,  et  vice  versa, 

La  grande  longueur  de  l'arbre  fait  qu'un  petit  déplacemei 
horizontal  du  pignon  peut  s'effectuer  sans  fausser  sensiblemei 
cet  arbre. 

La  denture  extérieure  et  la  denture  intérieure  ayant  roêm 
circonférence  primitive,  le  rapport  des  vitesses  des  deux  ai 
bres  est  le  même,  quel  que  soit  le  sens  de  la  transmission. 

Cet  avantage  n'existe  pas  dans  la  roue  B,  qui  présente  I 
forme  d'une  couronne  circulaire  échancrée,  munie  d'un 
double  denture  sur  son  contour  extérieur  et  intérieur,  l 
rapport  des  vitesses  est  constant  tant  que  le  mouvement  n 
change  pas  de  sens,  mais  ce  rapport  change  avec  le  sens  de  I 
transmission.  Dans  la  roue  C,  dans  la  roue  D,  où  chacune  d( 
dentures  est  excentrée,  le  rapport  des  vitesses  varie  pendai 
chaque  demi-oscillation  (*). 

On  peut  aisément  disposer  ces  roues  de  manière  à  satisfaii 

(')  On  trouve  de  parcUles  roues  dans  le  métier  automate  de  Smith. 
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aui  conditions  les  plus  variées.  Dans  tous  les  cas,  les  courbes 
de  nccordement  penneuent  le  changement  graduel  de  la  vi- 
tesse, conforméinent  à  ce  que  nous  venons  de  recommander. 
Crémaillère  double  oscillante.  —  Un  système  parfaitement 
analogue,  dans  lequel  une  crémaillère  est  substituée  à  la  roue 
tronquée  (fig^  126),  sert  à  transformer  le  mouvement  circulaire 
continu  en  mouvement  rectiligne  alternatif  (*).  Dans  le  cas 
de  la  disposition  F,  la  vitesse  varie  brusquement,  et  l'effet  est 
llénéralement  moins  bon. 

Roue  à  demi-denture  avec  double  pignon  (Jig»  227). —  Dans 
cemécanisme,  qui  produit  également  un  changement  brusque 
diDs  le  sens  de  la  rotation  d'un  arbre  AB,  Tarbre  moteur  est 
terminé  par  une  roue  de  champ,  dentée  sur  la  moitié  de  son 
contour.  Cette  roué  engrène  alternativement,  pendant  un  dcmî- 
looravec  le  pignon  A,  pendant  le  demi-tour  suivant,  avec  le 
pignon  B;  et  le  sens  de  la  transmission  change  deux  fois  pour 
rbque  tour  de  la  roue. 

T  Cames.  —  Excentriques. 

On  donne  le  nom  de  cames  ou  û* excentriques  à  des  pièces 
de  formes  plus  ou  uioins  compliquées,  qui  tournent  autour 
d'un  centre  fixe,  en  poussant  devant  elles  d'autres  pièces  con- 
venablement guidées.  11  est  facile  de  déterminer  le  profil 
«Tune  came,  de  manière  à  obliger  la  pièce  conduite  à  prendre 
le  mouvement  que  l'on  veut. 

Marteaux  de  forge.  —  Nous  avons  déjà  indiqué  l'usage  des 
cames  en  développante,  pour  le  soulèvement  d'un  pilon; 
les  marteaux  dé  forge  présentent  une  disposition  analogue 
[fig.  228).  Dans  les  appareils  de  ce  genre,  la  came  a  seulement 
pour  fonction  de  soulever  le  niarleau  :  la  chute  de  celui-ci 
est  déterminée  par  laction  de  la  pesanteur,  aidée,  s'il  y  a 
lieu,  par  celle  d'un  ressort  ou  rabats 

Cisailles. — Une  cisaille  ordinaire  se  compose  d'une  mâchoire 
8xe,  et  d'une  mâchoire  mobile  autour  d'un  point  ùxe.  Cette 

dernière  se  prolonge  de  l'autre  côté  du  point  fixe,  sous  la 

w 

l  )  n  est  possible  avec  la  disposition  K,  en  donnant  h  la  crémaillère  la  li- 
"•rté  àe  prendre  un  petit  mouvement  tronsversal,  de  ne  pas  fausser  du  tout 
i'«rbTe  do  pignoo. 
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forme  d'une  longue  queue  qui  porte  sur  un  eiccentrique.  Le 
poids  de  tout  cet  appareil  maintient  la  pièce  mobile  appliquée 
sur  la  came,  de  sorte  qu'il  n'y  a  pas  de  choc  comme  dans  les 
marteaux. 

Excentriques. 

Les  excentriques  proprement  dits  sont  combinés  de  manière 
à  guider  une  pièce  à  mouvement  alternatif,  dans  toute  reten- 
due de  sa  double  excursion  :  ils  peuvent  se  ranger  dans  deux 
catégories  principales. 

I*  Excentriques  agissant  sur  des  galets.  —  Soit 

r=/(Ô) 

l'équation   d'une  courbe   en  coordonnées  polaires.  Faisons 

tourner  cette  courbe  autour  du  pôle,  avec  une  vitesse  angulaire 

constante  n-,  les  rayons  vecteurs  qui  viendront  à  l'époque /se 

placer  dans  une. direction  fixe  déterminée,  prise  pour  origine 

des  angles  0,  s'obtiennent  en  faisant  dans  Téquaiion  de  la 

courbe 

B  =  nt. 

Oh  conclut  de  là  • 

r=f{nt). 

Imaginons  maintenant,  suivant  la  droite  (d  =  o),  une  tige 
guidée  de  manière  à  pouvoir  seulement  se  mouvoir  dai^  9 
propre  direction»  et  assujettie  à  s'appuyer  sur  la  courbe  mo- 
bile :  il  est  clair  que  la  loi  du  mouvement  rectiligne  d'uo 
point  de  cette  tige  sera  donnée  par  l'équation 

x=f{nt). 

Réciproquement,  connaissant  la  loi  du  mouvement  qui  doit 
animer  la  tige,  ainsi  que  la  vitesse  angulaire  /t,  on  décermiee- 
rail  le  profil  de  l'excentrique. 

Généralement,  l'excentrique  agit  sur  la  tige  par  rintemé- 
diaire  d'un  galet,  dont  l'axe  est  fixé  à  celle-ci  :  par  suiie, 
quand  on  a  arrêté  le  tracé  de  la.  courbe  conductrice,  sans  se 
préoccuper  du  galet,  il  faut  raccourcir  la  courbe,  suivant 
toutes  ses  normales,  d'une  quantité  é^e  au  layoa  de  œ 
galet. 
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y  l'on  veut  que  l'excentrique  produise  iui-méme  le  mou?- 
leot  de  retour,  sans  qu'il  soil  besoin  d'une  disposition  spé- 
B  pour  maintenir  la  tige  appuyée  sur  sa  surface,  on  place 
deuxième  galel  de  l'autre  côté  du  centre  de  rotation,  de 
ière  à  embrasser  rexcenlrique.  Dans  ce  cas,  la  k)ngueur 
diamètre  quelconque,  mené  par  le  centre  de  rotation, 
être  constante,  et  il  suffit  de  connaître  la  moitié  du  profil 
*  pouvoir  tracer  l'autre  moitié. 

I  lieu  d'employer  deux  galets,  on  peut  terminer  la  tige  par 
oaton  qui  s'engage  dans  une  rainure  découpée  dans  un 
au  tournant  :  le  tracé  de  la  rainure  s'effectue  comme 
Memment. 

ifln,  si  l'axe  de  la  rotation  était  parallèle  à  la  direction  de 
mslation,  l'exceiitrique  aurait  la  forme  d'une  couronne 
prise  entre  deux  cylindres  concentriques,  et  découpée 
■t  une  courbe  convenablement  calculée;  la  tige  se  ter- 
erait  par  un  galet,  ou  par  un  bouton  mobile  dans  une  rai- 


•• 


Excentriques  agissant  sur  un  cadre.  —  Un  autre  système 
Isie  à  souder  à  la  tige  guidée  un  cadre  rectangulaire 
XXy^Jig,  233),  dans  l'intérieur  duquel  se  meut  Texèen- 
le.  Celui-ci  pousse  alternativement  les  deux  côtés  du  cadre, 
sont  perpendiculaires  à  la  direction  de  la  tige;  quant  à  la 
lu  mouvement  de  cette  tige,  elle  n'est  plus  en  relation 
)ie  avec  la  grandeur  du  rayon  vecteur  de  la  courbe  conduc- 
S  mais  bien  avec  la  distance  du  pôle  à  ses  tangentes,  ou, 
|oi  revient  au  même,  avec  le  rayon  vecteur  de  la  podaire 
espond^nte.  La  distance  de  deux  tangentes  parallèles  quel- 
ques doit  être  constante. 

• 

es  principes  généraux  étant  posés,  entrons  dans  le  détail 
divers  tracés  usités. 

hmvement  uniforme.  —  Quand  on  veut  que  la  tige  guidée 
animée  d'un  mouvement  uniforme,  la  bourbe  r=/(ô)  est 
I  spirale  d'Archimède(  ou  une  développante  de  cercle,  sUe 
laageihent  de  la  tige  mobile  ne  passe  pas  par  le  centre  (te 
ttlon  de  la  came). 

oit  L  l'amplitude  de  l'oscillation;  on  détermine  le  para- 
Ire  de  la  spirale  de  telle  sorte  que»  pour  une  cotatipoi  de 
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i8o  degrés,  ^accroissement  du  rayon  vecteur  soit  égal  à  L. 
Cette  condition  donne  pour  l'équation  de  la  courbe 

r«  étant  arbitraire. 

On  construit  cette  équation  en  divisant  la  demi-circonfé- 
rence en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  et  portant  sur  les 
rayons  vecteurs  des  longueurs  qui  croissent  en. progression 
arithmétique,  de  r*  à  r«  +  L. 

Un  arc  symétrique  complète  le.  tracé  de  l'excentrique  {*), 
dont  l'ensemble  présente  une  forme  qui  lui  a  fait  donner  le 
nom  de  came  en  avur, 

Afiix  de  comparer  facilement  les  divers  excentriques,  €(»• 
struîsons,  pour  chacun  d'eux,  les  courbes  figuratives  des.  lois 
du  mouvement  d'un  point  de  la  tige. 

Dans  le  cas  de  Texcenlrique  en  cœur,  la  courbe  des  espaces 
se  compose  de  deux  portions  de  droites,  limitées  à  leur  in- 
tersection commune  ;  la  courbe  des  vitesses  est  formée  de  deui 
droites  parallèles  à  l'axe  des  temps,  et  symétriquement  pfe 
cées  par  rapport  à  cet  axe  (^g*.  229  bis).  On  voit  que  la  i> 
tessç  de  la  tige  change  brusquement  de  sens  à  chacune  dei 
extrémités  de  la  course  :  c'est  là  un  grave  inconvénient  (k 
l'excentrique  en  cœur. 

Excentrique  Morin,  —  On  évite  cet  inconvénient  en  choi- 
sissant, avec  M.  Morin,  la  courbe  directrice  de  telle  sorte  qu» 
le  mouvement  s'accélère  otiiformémeni  jusqu'au  milieu  deb 
course  de  la  lige,  et  se  retarde  ensuite  de  même  :  la  vitesse s( 
trouvant  nulle  au  niomeni  des  changements  de  sens. 


(*)  On  doit,  conformément  il  DOft. indications  générales,  remplacer  la  oottrii 
que  nous  venons  de  déterminer  par  un  profil  paraUèle  {^g-  3^9)  :  ce  <|l 
donne  Heu  aux  particularités  géométriques  suivantes.  D'une  part,  dans  levoî 
sinage  du  point  A,  les  deux  branches  du  pi*ofil  laissent  entre  elles  un  vkk 
».  qu'on  remplit  en  décrivant  du  point  A  comme  centre  on  arc  de  cercle  é 
même  rayon  que  le  galet.  Au  contraire,  de  l'autre  côté,  les  parUes  utiles  ai 
courbes  se  croisent.  On  est  obligé,  en  cet  endroit,  de  supprimer  les  deux  p0 
tits  arcs  qui  dépassent  la  pointe  b,  et  môme  d'arrondir  un  peu  cette  pointe: d 
sorte  que,  pendant  une  petite  fraction  de  la  course,  le  guidage  est  supprisi 
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tracer  un  excentrique  satisfaisant  à  cette  condition, 
"endrons  comme  point  de  départ  la  courbe  des  espaces 
it  guidé.  Cette  courbe  est  composée  de  trois  arcs  de 
e  ijig'  ^3o  bis)^  qui  se  raccordent  tangentiellemeni 
nts  m^  et  nu.  On  en  déduit  le  profil  de  l'excentrique  en 
nt  un  cercle  quelconque,  divisant  la  circonférence  de 
le  en  huit  parties  égales  (Jig.  iZo)^  et  prolongeant  les 
aboutissant  aux  points  de  division  de  longueurs  égales 
onnées  de  mêmes  numéros,  mesurées  sur  la  courbe  des 
:  La  longueur  d'un  diamètre  passant  par  l'axe  est  en- 
nstante  :  on  peut  donc,  comme  dans  le  cas  précédent, 
er  deux  galets  pour  guider  la  tige.  Avec  ce  système,  la 
des  espaces  présente  une  continuité  apparente,  mais 
»nUnuité  géométrique  se  manifeste  sur  la  courbe  des 
,  et  surtout  sur  la  courbe  des  accélérations. 
nirique  circulaire,  —  Enfin  nous  avons  dit  que  l'oscil- 
levient  tout  à  fait  régulière,  quand  un  des  points  de  la 
idée  peut  être  considéré  comme  la  projection  d'un 
[ui  se  meut  uniformément  sur  un  cercle  (Jig.  a3i). 
3  qu'on  obtient  à  peu  près  par  le  moyen  d'une  mani- 
unie  à  la  tige  par  une  longue  bielle,  système  que  nous 
ofls  dans  le  paragraphe  suivant.  On  peut  arriver  au 
résultat  par  l'emploi  d'un  excentrique  :  c'est  Vexcen- 
urculaire  [Jig,  iii)y  lequel  est  géométriquement  équi- 
I  la  combinaison  d'une  bielle  et  d\me  manivelle.  . 
osons  en  effet  que  le  bouton  placé  au  point  d'articu- 
lé le  bielle  et  de  la  manivelle  grandisse  de  manière  à 
ser  Taxe  de  rotation  :  nous  obtiendrons  une  sorte  de 
traversée  par  un  arbre  excentré,  et  connue  sous  le 
'excentrique  circulaire.  La  poulie  d'excentrique  est 
îe  d'une  bague  composée  de  deux  moitiés  d'anneau 
nées  :  c'est  le  collier  d'excentrique;  enfin,  à  l'un  des 
its  qui  constituent  cette  bague  est  assemblée  une  lon- 
îlle,  ou  barre  d'excentrique,  dont  l'extrémité  vient  s'ar- 
sur  la  tige  à  conduire. 

courbes  représentatives  du  mouvement  diffèrent  très- 
celles  que  nous  avons  discutées  (p.  64)»  à  cause  de  la 
longueur  de  la  barre  d'excentrique,  comparée  à  l'ampli- 
^  Texcursion. 
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Excentrique  triangulaire. 

Comme  exemple  d* excentrique  apparienant  à  la  deuxième 
catégorie,  citons  Texcentrique  triangulaire  {fig*  233),  dott 
l'objet  estde  communiquer  au  cadre  qui  lui  est  circonscrit,  et 
à  la  tige  fixée  à  ce  cadre,  un  mouvement  alternatif  intermit» 
teni. 

Soit  C  un  centre  ûxe,  et  BBiC  un  triangle  équilatéraldont  les 
côtés  sont  remplacés  par  des  arcs  de  cercle  décrits  des  som- 
mets opposés  comme  centres.  Considérons  cette  figure  comM 
le  profil  d*un  excentrique  tournant  autour  du  point  C  danslt 
sens  de  la  flèche  f,  et  analysons  les  diverses  circonstance! 
du  mouvement  du  cadre  rectangulaire  PFQQ',  assujetti  à  se 
mouvoir  parallèlement  à  la  direction  C^. 

Première  période.  —  Le  côté  QQ',  tangent  à  Tare  CB,,  e^l 
poussé  par  cet  arc  jusqu'à  ce  que  le  point  de  contact  se  soit 
transporté  de  C  en  Bi  ;  1  excentrique  occupe  alors  la  position 
CB.B,,  et  le  cadre  a  marché  d'une  quantité  égale  à  la  moitié 
du  rayon  CB. 

Deuxième  période,  —  La  rotation  continuant  dans  le  même 
sens,  le  cadre  poursuit  sa  marche  en  avant,  conduit  par  l'arélB 
vive  B,.  Il  atteint  ainsi  la  position  QQ'TT'y  limite  extrême  df 
son  excursion  (*). 

Troisième  période.  Station,  —  A  partir  de  cet  instant»  Il 
rame  tourne  sans  exercer  aucune  pression  sur  le  cadre;  ^ 
celui-ci  reste  stationnaire  jusqu'à  ce  que  l'excentrique  soil 
arrivé  en  CB3B0  position  exactement  symétrique  de  la  première. 

La  poussée  de  la  came  a  lieu  dans  cette  position  sur  le  côté 
opposé  du  cadre,  et  détermine  le  retour  de  la  tige  en  arrière: 
Toscillation  inverse  s'exécute  d'ailleurs  suivant  des  lois  jdea- 
tiques  à  celles  de  l'oscillation  directe,  elle  se  termine  comme 
celle-ci  par  un  temps  d'arrêt,  correspondant  au  passage,  de 
CB.B  à  CBB,. 


(•)  On  voit  que  ramplitiide  de  cotte  excursion  est  t»çalo,  non  phis  au  dii* 
mètre,  mais  seulement  au  rayon  du  cercle  décrit  par  le  point  de  IVxcentriqti 
le  plus  éloigné  de  Taxe  de  rotation. 
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!oDsiruisonsles  courbes  représentatives  du  mouvemept  d'un 
Ht  du  cadre.  Dans  la  première  période,  le  point  b  est  la 
eeikm  de  B,  et  les  courbes  sont  identiques  à  celles  de 
g.  !i3i.  Pendant  la  deuxième  période,  il  y  a  également 
K>int  c  dû  cadre,  lequel  est  la  projection  d'un  point  animé 
I  mouvement  circulaire  uniforme,  do  sorte  que  les  courbes 
ntives  ^u  mouvement  du  cadre  pendant  la  seconde  pé> 
s  sont  encore  des  arcs  de  sinusoïdes,  qui  se  trouvent  con- 
ts  i^g»  23i}.  Il  faut  seulement  remarquer  qu'il  n'y  a  pas 
lordance  entre  les  phases  des  mouvcm<^ats  de  c  et  de  b, 
orte  que  les  arcs  qui  répgndent  aux  deux  périodes  que 
\  avons  distinguées  ne  se  raccordent  pas,  et  les  'courbes 
entent  une  discontinuité  dont  on  se  rend  parfaitement 
pie,  à  Tinspectfon  de  la^g.  233  (*). 
tcentrique  à  ondes.  —  Dans  le  proûl  d'un  excentrique, 
oc  de  cercle  décrit  du  centre  de  rotalioh  répond  évidem- 
li  une  station  du  cadre  ou  de  la  tige  conduite.  La  courbe 
dée  de  la^g.  234  se  compose  de  trois  arcs  de  cercle  con- 
rîques  dotit  les  rayons  sont  différents.  Il  suit  de  là  que, 
lant  la  durée  d'une  révolution  complète  de  l'excentrique, 
ilet  occupe  successivement  trois  positions  qui  correspon- 
,  :  celle  du  milieu  à  la  fermeture  de  l'orifice  A,  et  les  deux 
imes  à  la  mise  en  communication  de  cet  orifice  avec  l'es- 
I  qui  se  trouve  à  droite  ou  à  gauche  de  l'obturateur. 
îs  angles  au  centre  des  trois  arcs  de  cercle  sont  propor- 
nels  aux  durées  respectives  des  trois  stations,  le  mouve- 
it  de  l'arbre  étant  toujours  supposé  uniforme.  Ces  arcs  sont 
ordés  par  des  courbes  qui  doivent  présenter  une  courbure 
isamment  continue.  Le  tout  est  disposé  de  telle  sorte  qu'un 
ttètre  quelconque  ail  une  longueur  constante,  afln  qu'on 
5se  embrasser  l'excentrique  dans  son  mouvement  par  deux 
ïls. 

skjig.  234  bis  représente  la  loi  des  espaces  parcourus  par 
I  des  galets. 


*}  ^oar  déduire  les  courbes  ("i33)  des  courlxni  (î»3i)»  il  faut  supprimer  de 
feraiêrt*  les  deux  parties  hachées,  et  intercaler  en  deux  endroits  des  lignes 
Mto  repréientani  les  temps  d'arrêt. 
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§  Xlil.  —  Deuxième  gbiole.  — TRÂNsmssiofN  pàk  L'ufTBUUDunK 

DE    pièges   rigides. 

t 

l""  Bielle  et  maniTelle. 
Les  excentriques  offrent  toutes  les  ressources  qu*on  peut  dé- 

4 

sirer,  géométriquement  parlant,  pour  réaliser  un  mouvement 
oscillatoire  quelconque.  Seulement  ces  appareils  donnent  iiea 
à  des  frottements  très-notables,  dès  que  les  efforts  mis  enjea 
sont  un  peu  grands  :  de  s;orte  que,  sous  ce  rapport,  les  combi- 
naisons de  tiges  assemblées  à  charnière  sont  préférables.  L'or- 
gane principal  est  toujours  une  bielle,  articulée  en  un  point 
d'une  manivelle  qui  tourne  d'une  manière  continue.  L'extré- 
mité de  la  bielle,  opposée  au  bouton  de  la  manivelle,  doil 
être  guidée  suivant  une  trajectoire  déterminée;  elle  accomplit 
sur  cette  trajectoire,  quelle  qu'en  soit  la  nature,  des  oscilli- 
tlons  dont  les  lois  ne  diffèrent  pas  sensiblement  des  lois  de 
la  projection  du  mouvement  circulaire  uniforme,  pourvu  que 
la  bielle  ait  une  longueur  sufQsante.  ^ 

Le  système  le  plus  simple  est  celui  qui  se  rencontre  dans  la 
pédale  du  rémouleur ,.  daps  le  rouet  à  filer,  et  aussi  dans  les 
puissantes  machines  à  vapeur  à  balancier  {PL  XXFII^  Jîg.  a35). 
L'extrémité  libre  de  la  bielle  vient  s'articulera  un  balancier, 
lequel  oscille  autour  d'un  point  fixe.  Le  point  d'articulation 
se  trouve  ainçi  assujetti  à  rester  sur  une  circonférence  de 
cercle  :  il  parcourt  d'un  mouvement  alternatif  un  certain  arc 
B.B,  de  cette  circonférence  (si  les  proportions  des  divers  élé- 
ments sont  convenables),  tandis  que  la  manivelle  tourne  d'une 
manière  continue  (*). 

Mouvement  rectiligne  alternatif,  —  Dans  les  machines  à  va- 
peur horizontales^  l'extrémité  de  la  bielle  décrit  une  ligne 


(*)  La  bieHc  tourne  à  chaque  instant  autour  du  point  C,  interaedion  deb 
maniveUe  et  du  balancier  prolonges.  On  se  fait  une  idée  géomélriqw  àt 
mouTement  continu  de  la  bieUe  en  construisant  (/ig>  iZô)  le  donUe  lie* 
décrit  par  le  centre  instantané,  soit  dans  l'espace  absolu,  soit  relaClTemeat  > 
la  bielle.  La  Jtg,  336  répond  au  cas  où'  le  mouvement  de  l'extrémité  oicîl* 
lante  de  la  bielle  est  recUligne. 
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droite  (Jig.  aS6].  En  supposant  la  rotation  de  la  Qianivelle 

uni/orme,  les  propriétés  du  centre  instantané  de  rotation  font 

coonattre  les  lois  du  mouvement  du  point  B.  On  construit  les 

courbes    représentatives   de  ce  mouvement  (fig.  237),   en 

portant  sur  un  axe  horizontal  B,  P  des  longueurs  proportion* 

flelies  aux  arcs  décrits  par  le  point  A  (arcs  qui  sont  eux-mêmes 

proportionnels  aux  temps  ),  et  élevant  en  chacun  des  jiroirits 

lûsi  déterminés,  tels  que  p,  des  ordonnées  égales  respective* 

nent  aux  espaces  parcourus,  aux  vitesses  et  aux  accéléra- 

tfonsC). 

Ces  courbes  donnent  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

I*  La  courbe  des  espaces  ne  présente  plus  la  symétrie  des 

flymsi^des  de  la^gr*  ^^'^  Qui  répondent  au  mouvement  oscil- 

kloire  le  plus  parfait.  Cependant  la  différence  entre  les  deux 

ioimes  n'est  peut-être  pas  très-appréciable;  et  à  ce  point  de 

we  les  inconvénients  résultant  du  peu  de  longueur  de  la  bielle 

■e  seraient  pas  de  nature  à  frapper  vivement  les  regards. 

1*  En  examinant  la  courbe  des  vitesses,  on  reconnaît  que 
k  vitesse  maxima  ne  coïncide  plus  avec  le  milieu  de  la  course, 
de  sorte  que  la  demi-oscillation  CB|  s'effectue  plus  vite 
fae  CBi.  Le  rapport  des  temps  qui  correspondent  à  ces  deux 
liicours  est  marqué  par  le  rapport  des  lignes  IK  et  CI  ("*). 


(*)  Pour  SToir  les  ordonnées  de  la  courbe  des  vitesses,  nous  déterminerons 
ptr  la  constmetion  indiquée  (p.  273)  la  vitesse  BQ,  qui  correspondra  la  posi- 
tioB  B  de  l'extrémité  de  la  tige  du  piston;  et  nous  porterons  cette  longueur 
eus  on  sens  convenable  sur  Tordonnée  du  point  p.  Quant  à  ce  qui  concerne 
Taeeélération,  nous  remarquerons  que  le  lieu  du  point  Q  est  une  courbe  qui 
4sBBe  la  vitesse  en  fonction  de  l'espace  parcouru.  Or  on  a 

dv       dv  ds         dv 

^^Tt  ^IsJ^  ^^Ts* 

tlv 
ioac  raecélération  n'est  autre  chose  que  la  sous-normalc  v  -^  do  la  courbe 

ISlb,. 

(**)  Métier  Tiçrlor,  —  Cette  propriété  a  été  mise  à  profit  dans  la  construction 
'10  métier  à  tisser  destiné  à  fonctionner  avec  une  grande  vitesse.  Le  battant 
l'BCoit  soo  mouvement  d'une  bielle,  qui  possède  à  peine  une  fois  et  demie  la 
Wi|iMir  de  la  manivelle.  La  portion  de  l'excursion  correspondant  au  coup  de 
^■itut  s^eflÎBetiie  plus  rapidement  que  l'autre,  le  passive  reste  donc  plus  long* 
teps  ovf«rt  pour  une  même  excursion  totale  :  ce  qui  revient  à  dire  que,  pour 
la  toBps  donné  nécessaire  an  passage  de  la  navette,  on  peut  battre  plus  de 
c"«F*  pv  ainate. 

I.  19 
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3**  Enfin,  avec  les  données  que  nous  avons  choisies, 

AB  =  ~OA, 
2 

Ta  courbe  des  accélérations  présente  trois  lobes  au  lieu  de 
deux;  et  Tune  des  ordonnées  maxima  est  de  beaucoup  supé- 
rieure à  celle  qui  correspondrait  à  Thypothèse  d'une  bielle 
infinie^  Nous  verrons,  en  Dynamique,  quelle  est  la  significa- 
tion de  ce  résultat. 

Proportions  des  bielles.  —  Toutes  ces  remarques  n'ont  pas 
une  grande  importance  Lorsque,  conformément  à  la  pratique 
de  Watt,  on  donne  à  Ja  bielle  au  moins  cinq  fois  la  longueur 
de  Ja  manivelle.  On  descend  aujourd'hui  beaucoup  au-dessou» 
de  ce^tte  limite  :  soit  quand  on  ne  dispose  pas  d'une  place  suf- 
fisante, soit  quand  on  a  en  vue  quelque  résultai  spécial, 
comme  dans  la  machine  que  nous  avons  signalée  en  note. 

Transformation  du  mouvement  alternatif  en  mouvement 

continu^ 

Lorsque,  dans  les  appareils  que  nous  venons  de  décrire, 
forgane  moteur  est  ceint  qui  est  animé  du  mouvement  alter- 
natif, il  semble  qu*aux  deux  points  morts  A»  et  A,  {Jig.  235)  le 
balancier  se  trouve  dans  l'impossibilité  de  communiquer  le 
mouvement  à  la  manivelle.  Cependant  tout  le  monde  a  vu  ou 
fait  fonctionner  des  appareils  de  ce  genre;  et  chacun  sait  que, 
sauf  quelques  précautions  au  moment  du  démarrage  {*),  ]e 
mouvement  continu  est  facile  à  produire  et  à  entretenir.  Nous 
donnerons  en  Dynamique  les  conditions  nécessaires  et  sufli- 
santés  pour  arriver  à  ce  résultat. 

2^  Encliquetages. 

Roue  à  rochet,  —  On  connaît  sous  le  nom  de  rochet  une 
roue  dont  les  dents  sont  généralement  dissymétriques 
(PL  XXIII ^  Jig.  224  bis).  L'accessoire  obligé  de  cette  sorte  de 


(*)  Dans  les  locomotives,  il  est  tout  à  fait  indispensable  d'avoir,  pour  don- 
^nar  \à  mouvemeiit  à  Tarbre  de  la  roue  motrice,  deux  macbines  distinctes 
dont  les  pointa  y^orts  ne  coincidcnt  pas,  afin  d'être  à  mène  de  déniarrer  en 
tonte  position. 
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roue  est  un  cliquet^  qui  s'engage  dans  l'intervalle  de  deux 

(lents,  et  qui  est  maintenu  dans  celle  position  par  un  ressort. 
Oq  voit  que  le  cliquet,  organe  purement  passif,  empéehe 

i'arfore  de  la  roue  à  rochet  de  tourner  dans  le  sens  de  la  flèche/. 

Quant  au  mouvement  dans  le  sens  opposé,  il  s'effectue  à  peu 

prés  comme  si  le  cliquet  n'existait  pas. 
Les  encUquetages  sont  des  engins  dont  la  destination  est 

diverse,  mais  dont  l'organe  principal  est  toujours  une  roue 
plus  ou  moins  analogue  au  rochet  que  nous  venons  do  dé- 
crire. Quand  le  cliquet,  au  lieu  d'être  articulé  en  un  point 
8xe,  est,  comme  C,  attaché  à  une  pièce  mobile  [fig.  2^5  his), 
le  mouvement  descendant  de  cette  pièce  détermine  une  rola- 
lion  de  l'arbre  du  rochet,  tandis  qu'un  mouvement  inverse 
hissera  cet  arbre  immobile.  De  la  sorte,  on  peut  communi- 
quer un  mouvement  continu  (ou  tout  au  moins  progressif]  à 
on  ireuil  O,  en  imprimant  au  levier  L  un  mouvement  alter- 
naiif  (*).  Il  faut  avoir  soin  d'installer  quelque  part  un  cliquet 
Féienteur  C,  afin  d'empêcher  le  cylindre  de  revenir  en  ar- 
rière, pendant  qu'ij  ne  reçoit  pas  d'effort  moteur. 

La  facilité  avec  laquelle  un  manœuvre  peut  développer  un 
effort  considérable  en  agissant  à  l'extrémité  du  levier,  pour  lui 
imprimer  un  mouvement  de  va-et-vient,  rend  cet  organe  pré- 
cieux pour  appliquer  la  force  de  l'homme.  Un  treuil  à  eticli- 
qaelage  remplace  avantageusement  le  treuil  a  manivelle,  pour 
élever  les  matériaux  à  la  partie  supérieure  d'une  maçonnerie. 
L'ouvrier  abaisse  et  relève  alternativement  le  levier,  dont 
chaque  oscillation  fait  passer  une  dent  de  la  roue  :  le  mouve- 
ment se  communique  ainsi  à  l'arbre  du  treuil,  et  produit  l'en- 
roulement de  la  corde,  qui  passe  sur  une  poulie  de  renvoi,  et 
^ieni  enfin  s'attacher  au  fardeau  qu'il  s'agit  d'enlever.  Un  con- 
lr^poids  fait  que  le  manœuvre  exerce  seulement  son  action  de 
haut  en  bas. 

levier  de  la  Garousse.'-LG  levier  de  la  Garousse  {Jig,  226  his), 
connu  depuis  le  dernier  siècle,  porte  un  double  cliquet  mo- 
^r,  de  manière  qu'il  y  a  effort  exercé  sur  le  rochet,  pour 


V 


)  L'eaploi^  dci  oncliquetofjc»  foarnit  la  seul  moyen  ronnu,  qui  permette 
^fonder  uniquement  sur  des  combiuaisons  {géométriques  la  transformation 
^011  mooTemeiit  oscillatoire  en  uiouvcnient  progressif. 
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chaq.ue  osciilation  simple  :  on  diminue  ainsi  les  intermittence! 
du  mouvement. 

Pied-de-biche  des  scieries.  —  On  trouve  également  un  cil 
quet  moteur,  ou  pied-de-biche,  dans  les  scieries  mécanique 
à  mouvement  alternatif,  pour  commander  la  crémaillère  qu 
fait  avancer  la  pièce  de  boisa  chaque  coup  de  scie. 

Inconvénients  des  encliquetages  ordinaires. 

Ces  inconvénients  sont  :  d'une  part  les  chocs  bruyanis  du 
cliquet  sur  la  roue,  et  do  la  roue  sur  le  cliquet,  d'autre  parties 
temps  perdus  qui  résultent  de  ce  que  le  cliquet  n'est  jamais 
exactement  en  prise,  à  la  position  du  repos. 

On  évite  le  bruit  par  l'emploi  de  Vencliquetage  muet 
(fig.  217  bis),  dans  lequel  le  cliquet,  au  lieu  d'être  chassé  par 
un  ressort,  est  mû  par  un  levier  qui  le  met  en  place  au  mo- 
ment convenable. 

Mais  les  encliquetages  les  plus  parfaits,  au  point  de  vue  de 
la  suppression  complète  du  bruit,  des  chocs  et  des  temps 
perdus,  sont  les  encliquetages  à  frottement,  dont  nous  expose- 
rons plus  tard  la  théorie,  et  dont  nous  allons  dès  à  présent 
citer  un  exemple. 

Encliquetage  Dobo  (Jig-  aaS  bis).  —  Le  rochet  denté  est  rem- 
placé par  une  roue  folle  A,  qui  reçoit  directement  le  mouve- 
ment et  doit  le  transmettre  à  l'arbre  0.  Celui-ci  porte  quatre 
ailes  a,  a, ... ,  articulées  près  du  centre,  et  maintenues  par  des 
ressorts  de  façon  que  l'extrémité  de  lei|r  courbe  extérieure 
touche  la  circonférence  de  la  roue. 

Ceci  posé,  il  est  facile  de  comprendre  le  jeii  de  l'appareil. 
Quand  la  roue  tourne  dans  le  sens  de  ta  flèche,  sa  circonfé- 
rence intérieure  frotte  contre  la  courbe  extérieure  des  leviers, 
oblige  les  petits  ressorts  à  fléchir,  et  n'entraîne  pas  l'arbre  dans 
son  mouvement,  parce  que  chaque  aile  cède  sous  l'action  du 
frottement. 

Quand  la  rotation  a  lieu  en  sens  inverse,  lé  frottement  tend 
également  à  faire  tourner  les  leviers  autour  de  leurs  axes; 
mais  comme  la  longueur  de  la  ligne  menée  de  l'angle  1  à  l'axe 
E  est  telle,  que  cette  extrémité  peut  s^ éloigner  du  point  0,  à 
une  distance  plus  grande  que  le  rayon  intérieur  de  la  jante,  il 
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se  produit  un  arc-boulement  des  ieviers  contre  la  roue,  ce 
qui  les  rend,  ainsi  que  l'arbre,  solidaires  avec  celle-ci. 

Les  ressorts  étant  disposés  de  manière  à  tenir  constamment 
l'angle  extérieur  des  ailes  appliqué  contre  la  surface  interné 
delà  roue,  l'action  de  cet  encliquetage  se  produit  dès  que  le 
mouvement  commence  en  sens  contraire  delà  flèche  (*). 

30  Combinaisons  de  pièces  articulées. 

En  combinant  un  certain  nombre  de  balanciers,  bielles , 
liens,  et  en  général  de  pièces  rigides  réunies  par  des  articu- 
lations, on  obtient  assez  simplement  des  mouvements  oscilla- 
toires d*unc  grande  complication. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  des  mécanismes,  dont  l'usage  est 
Daturellerùent  restreint  à  un  petit  nombre  de  cas  spéciaux; 
Bais  nous  devons  décrire  avec  détails  l'application  curieuse 
des  propriétés  des  systèmes  articulés  à  la  production  d'un 
mouvement  à  peu  près  rectiligne. 

Parallélogramme  de  Watt. 

t^ïïs  les  machines  à  vapeur  à  balancier,  la  tige  du  piston, 
après  avoir  traversé  dans  une  botte  à  étoupes,  ou  stuffing  box, 
le  couvercle  supérieur  du  cylindre,  vient  s'articuler  à  un  lien 
dont  l'autre  extrémité  est  fîxée  au  balancier.  On  transforme 
ainsi  le  mouvement  oscillatoire  rectiligne  du  piston  et  de  sa 
lige  en  un  mouvement  oscillatoire  circulaire  (**);  mais  il  im- 


(')  M.  Clair  a  construit  de  petits  appareils  fort  iiigcnicux,  fondés  sur  les 
propriétés  'de  rencllquetage  Dobo,  pour  transformeiF  directement  on  circulairo 
contiiMi  un  mouTement,  rectiligne  ou  circulais,  dont  le  sens  change  à  des  in- 
Itmlles  irrc^liers.  L'un  de  ces  appareils  a  été  appliqué  à  l'indicateur  de 
Wstt,  que  nous  étudierons  plus  tard. 

■ 

(**)  Sur  la  machine  à  vap0ur^  considérée  an  point  de  vue  de  la  transmission 

du  mouvement, 

Annt  VTatt,  le  balancier  de  la  machine  &  vapeur  so  terminait  par  un  secteur 
ôvtolaire,  an  sommet  duquel  venait  s'attacher  une  chaîne,  fixée  d'antre  part  à 
It  tige  do  piston..  Celui-ci  n'avait  ainsi  d'action  sur  le  balancier  que  pendant  son 
Mafemeut  descendant.:  le  retour  s'efleetuait  au  moyen  d'un  contre-poids. 
Ce  système  était  à  la  rifrueur  suffisant,  pour  des  machines  servant  exclusive- 
■ot  à  l'éimisement  des  mmcs. 

l^  parallélogramme  do  Watt  rendit  possible  la  mrchine  de  rotation,  c'est 
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porle  d'empêcher  que  l'exircmité  supérieure  de  la  tige  du  pis 
ton  ne  se  trouve  soumise  à  des  efforts  obliques  de  la  part  di 
lien,  ce  qui  amènerait  promptement  des  fuites  d^  vapeur  pa 
la  boîte  à  étoupés.  Le  parallélogramme  de  ff^ait  résout  i* 
problème  du  guidage  de  la  tige  en  ligne  droite,  seulemen 
d*une  manière  approximative,  mais  avec  une  exactitude  suffi 
sanle  pour  la  pratique. 

On  facilite  la  théorie  géométrique  de  cet  appareil,  en  con- 
sidérant d*abord  la  combinaison  plus  claire  qui  constitue  le 
balancier  à  bride  ou  parallélogramme  simple. 

Soit  OA  {Jlg.  238)  le  balancier,  M  l'extrémité  de  la  tige  du 
piston,  qui  doit  parcourir  la  verticale  TP»  Prolongeons  le 
lien  AM  d'une  certaine  quantité  MB,  et  relions  le  point  B  à 

à-dirc  une  machine  dans  laqueUo  le  mouvomont  alternatif  du  piston  déttf* 
mine  la  rotation  continue  d'un  arbre  de  couche»  par  Tintermcdiaire  du  parai- 
lélogramnïc;  du  balancier,  de  la  bielle  et  de  la  manlTelle.  Seulrmcnt  les  ma- 
chines de  Watt  ont  le  grave  inconvénient  d'occuper  avec  letirs  accessoires  onc 
place  considérable,  et  on  est  conduit  à  supprimer  tout  cet  attirail  dans  un 
grand  nombre  do  cas.  Voici  quelques-unes  des  dispositions  actuellement  en 
usa£^  pour  transformer  plus  simplement  le  mouvement  oscillatoire  du  pislou, 
en  un  mouvement  de  rotation  continu. 

Machines  à  connexion  directe.  —  Maudslay  articule  directement  la  tige  da 
piston  sur  la  bielle  qui  conduit  la  manivelle  (/*/.  XXVÎlly  fig,  'i41'>  reitréniltf 
de  la  tige  est  guidée  par  deux  montants  verticaux,  entre  lesquels  se  meut  un 
galet  ({ui  doit  rouler  successivement  sur  l'un  et  sur  l'autre.  Nous  avons  dgà 
dit  qu'il,  est  préférable  de  remplacer  le  galet  par  des  glîs«ît>re8  à  larges  sur- 
faces, qui  peripcUent  de  gi;aisser  convenablement  tes  contacts. 

Aujourd'hui,  dans  toutes  les  machines  horizontales,  la  tige  du  piston  » 
lormiiie  par  une  coquille,  munie  de  deu\  larges  patins  embrassant  des  guido 
fixé»  au  couvercle  du  cylindre  (/*/.  XV^  fiff,  i3(i}.  En  composant  ces  guides  de 
deux  flasques  jumellet  aitufeet  de  part  et  d'autre  do  la  tige,  tout  l'espace  inleriBC- 
diairo  reste  libre  pour  le  passage  de  la  bielle.  On  place  aessi  len  guides  daw 
le  plan  vertical  de  la  tige,  alors  la  partie  de  la  bielle  qui  vient  s'articuler  tat 
la  coquille  a  la  forme  d'une  fourche.  Co  dernier  système,  parait  être  de  moÎK 
en  moins  employé. 

Machines  oscillantes,  —  Dans  les  machines  de  M.  Cavcfyî^^.  2'|."i),  le  cylindre 
est  mobile  sur  doux  tourillons  qui  lui  permettent  di*!  s'incliner  de  part  <'i 
d'autre  de  sa  position  moyenne.  Ta  lige  remplit  alors  la  fonction  de  bielloi  ci 
commande  directement  la  manivelle. 

Mackinm  à  fourreau.  —  Enfin,  dans  certaines  machines  de  bateau  à  bclioe 
où  la  place  est  excessifennent  restreinte,  la  ti^e  diy  ^ton  est  creuse  :  <)lc  (bnw 
une  sorte  de  fourreau,  dans  l-'intorieur  duquel  joue  Ubreraeiii  le  bMIe,  eid 
culéo  sur  le  pi&tôu  lui-môme.  <a*s  machines  sont  fort  rcpanducft  dans  la  hmi 
riiie  anglaise. 
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un  deuxième  centre  fixe  £,  au  moyen  d'une  bride  ou  contre- 
Inlancier  BE.  Nous  retrouvons  ici  trois  droites  articulées  de 
longueur  constante;  seulement  les  mouvements  des  points  A 
et  B  sont  actuellement  réduits  a  de  simples  oscillations^  qui 
s'effectuent  suivant  des  arcs  de  cercle  à  courbures  in- 
Tcrses. 

Un  point  tel  que  M,  situé  vers  le  milieu  du  lien,  décrit  une 
courbe  connue  sous  le  nom  de  coui-be  à  longue  inflexion. 
Cette  courbe,  considérée  dans  son  ensemble,  présente  à  peu 
près  la  forme  d'un  8;  elle  s'infléchît  trpis  fois  en  des  points 
très-rapprochés  l'un  de  l'aulre,  1,  F,  l"  :  dans  la  région  voi* 
sine  de  ces  trois  points  d'inflexion,  on  peut  trouver  un  arc  assez 
long  qui  s'écarte  fort  peu  d'une  ligne  droite.  Or,  il  est  facile, 
en  choisissant  convenablement  les  nombreux  paramètres  dont 
on  dispose,  de  s'arranger  de  manière  à  foire  coïncider  cette 
portion  de  la  trtgectoire  du  point  M  avec  la  verticale  suivant 
laquelle  se  meut  l'extrémité  de  la  tige  du  piston  :  c*est  ainsi 
qu'on  arrive  à  guider  celle-ci,  sans  faire  intervenir  le  frotte- 
ment direct. . 

Règles  données  par  ffatt.  —  Ces  préliminaires  géomé- 
triques étant  établis,  voici  comment  Walt  a  réalisé  sa  concep- 
tion. Considérant  les  deux  positions  limites  du  balancier,  A|, 
Aa  {flg>  ^^39),  Walt  commence  par  placer  la  corde  de  l'arc  A,  A: 
verticalement;  puis  menant  l'horizontale  OA,  bissectrice  do 
l'angle  décrit  par  le  balancier,  il  fait  coïncider  le  milieu  P  de 
la  flèche  correspondante  avec  la  verticale  qu'il  s'agit  de  faire 
décrire  au  point  M.  Enfin  ce  point  M  est  pris  exartertient  au 
milieu  du  lien,  et  l'on  donne  à  la  bride  une  longueur  égalo 
à  celle  du  balancier. 

Cela  fait,  on  s'impose  la  condition  que  la  tige  soit  rigoureu- 
sement verticale  au  commencement,  au  milieu  et  à  la  (in  de 
sa  course.  Comme  on  connaît  la  longueur  constante  AM, 
Il  est  facile,  en  prenant  successivement  les  trois  points  A,  A»,  A, 
pour  centres,  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  cette  lon- 
gueur, ou  à  la  demi-longueur  du  lien,  de  marquer  sur  la  ver- 
ticale TT'  trois  points  M,  M,,  M,  de  la  courbe  à  longue  in- 
flexion. Si  l'on  prolonge  les  lignes  AM,  Ai  Hi,  AaMs,  de  longueurs 
égales  au  deuxième  segment  du  lien  (ce  que  nous  n'avons 
pas  indiqué  sur  la  figure  pour  ne  pas  introduire  de  confusion). 
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oa  obtient  trois  positions  de  l'extrémité  B  de  la  bride  :  en  fai- 
sant passer  une  circonférence  par  ces  trois  positions,  on  dé- 
termine le  point  fixe  £  de  celle-ci. 

D'après  les  proportions  adoptées,  il  est  évident  :  t«  que  h 
longueur  de  la  bride  est  égale  à  celle  du  balancier;  2®  que 
Tare  décrit  par  Textrémilé  de  cette  bride  est  en  tout  symé- 
trique de  Tare  A,  As,  par  rapport  à  la  ligne  TT^ 

On  établit  tout  aussi  facilement  les  conséquences  suivantes: 

I**  La  corde  A.  As  est  égale  à  la  course  du  piston,  et  le  mi- 
lieu  de  cette  course  répond  au  milieu  de  l'oscillation  du 
balancier; 

a*  Les  angles  du  lien  avec  la  tige  ont  leurs  valeurs  maxima 
égales  dans  les  deux  sens,  ce  qui  réduit  autant  que  possible 
la  grandeur  absolue  de  ces  maxima  ; 

3**  La  position  moyenne  M  est  un  des  trois  points  d'in» 
flexion  de  la  courbe,  et  la  tangente  en  ce  point  coïncide  avec 
la  direction  normale  du  mouvement. 

Soient  R  le  rayon  du  balancier,  C  la  course  du  piston  (  égale  à 
la  corde  AiAa),/la  flèche,  et  6  la  demi-amplitude  de  Toscil- 
lation  circulaire;  on  a 

OP  =  -R(i4-cose). 

En  prenant,  toujours  avec  Watt,  la  longueur  OP  triple  de  la 
demi-course,  ou  du  sinus  de  l'arc  AA,,  on  a 

-î-R(i4-cos9)=3Rsin0, 
d'où 

tangi0  =  g.     e  =  i8'»55'28^ 

Avec  ces  données,  les  quantités  R,  C,  /  sont  entre  elles 
comme  les  nombres  entiers 

37,  24,  2. 

Quant  h  la  longueur  du  lien,  on  la  prend  égale  au  plus  à  It 
corde  C,  et  au  moins  à  -  C» 

n 
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ParaUélogramme  articulé.  —  Le  parallélogramme  articulé 
[PL  XlVyfig.  143}  est  une  modification  du  parallélogramme 
simple,  imaginée  dans  le  but  de  diminuer  la  place  occupée 
par  le  contre-balancier.  Les  propriétés  géométriques  des  deux 
organes  sont  d'ailleurs  exactement  les  mêmes. 

H  élaot  toujours  le  point  d'articulation  de  la  tige  du  piston, 
au  lieu  de  prolonger  le  lien  AM,  on  construit  sur  la  portion  AA' 
du  balancier  (  portion  généralement  égale  à  la  moitié  de  la  lon- 
gueur totale  OA)  un  parallélogramme  articulé,  dont  le  som- 
met B'  est  rattaché  par  une  bride  à  un  point  fixe  £. 

Pour  comprendre  le  jeu  de  ce  mécanisme,  tirons  la  ligne 
OM,  et  remarquons  que  cette  droite  coupe  toujours  au  même 
point  M'  le  côté  A'B'  du  parallélogramme.  Celte  propriété  ré- 
sulte immédiatement  du  parallélisme  des  lignes  AM  et  A'B'. 
Les  triangles  semblables  qui  démontrent  ce  lemme  donnent 
également  la  proportion 

OM'  _  oa; 

OH"  ^  OA  ' 

c'est-à-dire  que  M'  décrit  une  courbe  semblable  ay  lieu  du 
point  M.  Or,  les  trois  trges  OA'B'E  constituent  un  parallélo- 
gramme simple;  donc  la  trajectoire  du  point  M',  et  par  suite 
rolle  du  point  M,  est  précisément  la  courbe  à  longue  inflexion, 
que  nous  venons  d'étudier  (*).  Seulement,  par  l'introduc- 
lion  du  parallélogramme  proprement  dit,  le  point  E  se  trouve 
beaucoup  rapproché  dei  l'ensemble  de  la  machine  {**). 


(  *  )  Dans  les  machines  à  vapeur  ordinaires,  on  utilise  la  propriété  du  point  M^ 
qoi  décrit,  comme  nous  venons  de  le  voir,  une  trajectoire  semblable  à  celle  du 
poiot  M,  en  fixant  en  ce  point  la  ti^  de  la  pompe  à  air.  Enfin,  dans  les  machines 
t  deux,  cylindres  de  Woolf,  le  point  M'  sert  à  articuler  la  tige  d'un  deuxième 
pi^kton  à  vapeur  ;  dans  ce  cas,  pour  placer  la  tige  de  la  pompe  à  air,  on  con- 
«Iruit  uo  second  parallélo(rramme  sur  A 'M',  et  l'on  obtient  un  point  M'  qui 
•Ictrit  ane  courbe  à  longue  inHexion  semblable  aux  deux  précédentes. 

[••)  Parallélogramme  de$  bateaiur,  —  Pour  appliquer  le  parallélogramme 
de  Watt  aux  machines  de  batoaux,  il  est  nécessaire  de  restreindre  encore 
^e^paco  occupé  par  toutes  les  pièces  encombrantes.  Aussi  le  balancier  est-il 
placé  au-dessous  de  la  lige  {/ig.  'i]o)  :  le  point  d'nppui  est  pris  sur  le  cy- 
lindre lui-même.  On  ramène  facilement  ce  système,  comme  théorie  géomé- 
trique, nu  parallelogramm<'  simple. 
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Parallélogramme  de  Tchébychef,  —  Nous  nous  abstiendrons 
de  meniionner  diverses  modifications  du  parallélogninime  de 
Wall,  conçues  en  vue  de  rendre  la  déviation  rigoureusemem 
nulle.  Il  n'est  cerles  pas  difficile  d'obliger  un  point  à  suine 
une  irajecloire  recliligne;  mais  ce  qui  caractérise  la  belle 
invention  de  Watt,  c'est  que  le  parallélogramme  articulé  pe^ 
met,  sans  notables  inconvénients  pratiques,  de  sacrifier  h  ri^ 
gueur  absolue  du  guidage  à  la  suppression  du  glissement. 

Seulement,  ce  principe  étant  admis  et  la  disposition  géné^ 
râla  de  Watt  adoptée,  si  Ton  discute  les  règles  an  moyen  des- 
quelles nous  avons  déterminé  les  nombreux  éléments  géonif^ 
triques  du  parallélogramme,  on  reconnaît  bien  vite  qae 
ces  règles  ont  été  établies  en  vue  d'avantages  purement  seooa- 
(laires  (quelques-uns  même  tout  à  Tait  hypothétiques),  tanâi 
que  l'objet  principal  aurait  dû  être  de  diminuer  le  plus  pai- 
sible la  déviation. 

Il  est  juste  de  dire  que  la  question  ainsi  posée  est  excessi- 
vement difficile'  à  aborder,  ce  qui  explique  comment  elle 
est  restée  tout  à  fait  intacte  jusqu'aux  travaux  récents  de 
M.  Tchébychef  (*).  Indiquons  brièvement  les  principaux  ré- 
sultats des  savantes  recherches  de  ce.  géomètre. 

Et  d'abqrd,  il  n'y  a  aucun  avantage  particulier  à  donnera 
la  tige  guidée  la  direction  tout  à  fait  exacte  au  commencement, 
au  milieu  et  à  la  fin  de  la  course;  il  est  même  facile  de  voir 
que  cette  disposition  n'est  pas  la  plus  favorable,  pour  la  pré- 
cision du  jeu  de  l'organe  dans  les  autres  points  de  ^excu^ 
sion  du  piston. 

En  effet,  soit  A,  A:  la  droite  de  Watt  (fg.  241),  il  est  évi- 
dent qu'il  existe  une  droiio  plus  rapprochée  que  celle-là  d6 
l'arc  décrit  par  le  point  M;  et  en  général,  quand  on  veut  atté- 
nuer les  irrégularités  d'une  fonction  quelconque,  il  convieM 
toujours  de  faire  en  sorte  que  l'écart  soit  lin  maximum  aux 
deux  extrémités  de  l'intervalle  considéré. 

En  deuxième  lieu,  nous  n'avons  lait  appel  à  auoune  raison  de 
quelque  valeur,  pour  déterminer  la  position  la  plus  avantageuse 
de  la  tige  du  piston  par  rapport  au  balancier.  Cette  position, 

{*)  Actitl^mie  ée  Saint'Péttrsbottri;  :  Méinoîrei  éet  Sutmntt  rfrrawjggrf , t. VB; 
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d'après  M.  Tchébychef,  dépend  essenliellemeni  des  dimen- 
sions du  parallélogramme. 

Si  Ton  suppose  celui-ci  construit  sur  la  demi-longueur  du 
balancier  (comme  Walt  Ta  fait  lui-même,  et  comme  on  doit  le 
biresi  Ton  est  maître  de  disposer  des  dimensions  du  parallé- 
logninme},  on  diminue  notablement  la  limite  de  Ta  déviation 
ie  la  tige  de  sa  direction  normale  en  l'approchant  du  centre  du 
Alancier,  plus  qu'on  ne  devrait  le  faire  d'après  la  règle  que 
dus  avons  donnée  un  peu  plus  haut. 

Quand  on  tient  à  rendre  la  tige  tout  à  fait  verticale,  au  çom- 
lencement,  au  milieu  et  à  la  fln  de  la  course,  on  doit  prendre 
MIT  sa  direction  la  ligne  qui  divise  le  sinus  verse  de  Tare  dé- 
il  par  l'extrémité  du  balancier,  dans  le  rapport  de  a  à  i;  et 
,  obéissant  à  des  idées  plus  rationnelles,  on  ne  cherche  pas 
nftctilude  absolue  dans  les  deux  positions  extrêmes  de  la 
ge,  il  faut  prendre  pour  cette  direction  la  ligne  qui  divise  le 
■os  verse  dans  le  rapport  de  5  à  3. 

Dans  ce  dernier  cas,-  la  lige  guide  ne  sera  plus  déterminée 
irles  positions  limites  du  balancier,  mais  par  des  positions 
li  précèdent  celles-ci,  d'un  quarantième  à  peu  près  de  Tam- 
itude  de  Toscillation. 

«  On  s'assure  par  Tanalyse,  dit  M.  Tchébychef,  qu'avec  ces 
lOdiGcations  la  limite  de  déviation  de  la  tige  par  rapport  à 
I ligne  verticale  diminue  de  plus  de  moitié,  d 

Cette  limite  a  été  plus  tard  singulièrement  reculée  par  le 
lème  savant,  qui,  rompant  de  plus  en  plus  avec  la  tradition  de 
Fatt,  tout  en  restant  fidèle  à  ses  principes,  propose  (,*)  de 
Knplacer  le  parallélogramme  ordinaire  par  un  dis[)Ositif  fort 
Driogtle  ijig'  24^),  dans  lequel  on  remarquera  Texistence  d'un 
Ombre  précisément  égal  de  tiges  et  d'articulations. 

0  et  E  sont  les  deux  centres  fixes,  M  est  le  point  d'articula- 
ion  de  la  tige  du  piston  (dans  la  position  moyenne,  représen- 
écpar  layî/f.  24^,  les  points  M  et  E  sont  confondus).  Enfin, 
Ul  et  A'P  sont  deux  liens,  qui  ne  restent  pas  parallèles  dans  le 


(•)T.  IV  du    JinUctin    de   V Académie   dt^   Sciences   de  Saint -Pétersbourgy 
y  <33  iiSôi). 
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mouvement»  de  sorte  que  l'appareil  ne  mérite  plus,  à  prop 
ment  parler,  le  nom  de  parallélogramme. 
Les  dimensions  des  diverses  tiges  sont  les  suivantes  : 

OA  =  I, 

4 
PQ  =  iOA', 

AM  =  A'  P  <  -  course. 

2 

M.  de  Prony  a  calculé  qu*en  suivant  les  indications 

Watt,  supposant  TampUtude  de  Toscillalion  du  balancier  é|; 

à  35°ii\  et  prenant 

0A  =  2",5i5, 

AM  =  o",762, 

on  avait  2  millimètres  de  déviation.  En  appliquant  tous 
perfectionnements  ci-dessus  indiqués;  on  trouve  seuleni' 
o"''?*,o5,  c'est-à-dire  quarante  fois  moins. 

a  On  est  donc  certain,  conclut  M.  Tchébychef,  qu'il  n' 
aucune  raison,  pour  les  cas  ordinaires  de  la  pratique,  de 
chercher  un  mécanisme  capable  de  donner  le  mouveiki 
rectiligne  avec  une  précision  supérieure.  » 
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CHAPITRE  VI. 

QBG.LNES  SERVANT  A  ÉTiVBUR ,  INTERROMPRE  OU  MODIFIER 
UNE  LIAISON  DE  MOUVEMENT. 


fuelle  que  soit  la  nature  du  moteur  chargé  de  donner  le 
ivement  à  une  usine  un  peu  considérable»  on  s'arrange 
nairement  de  manière  à  transmettre  tout  d'abord  Faction 
«  moteur  à  un  arbre  tournant;  de  plus,  par  une  série  de 
losîtions  dont  nous  verrons  plus  tard  la  théorie,  on  rend  le 
irement  de  l'arbre  de  couche  à  peu  près  uniforme  :  c'est- 
re  qu'on  maintient  les  variations  de  la  vitesse  entre  des 
tes  qui  n'empêchent  pas  les  différents  outils  commandés 
ret  arbre  de  fonctionner  constamment  dans  les  conditions 
)Iqs  avantageuses. 

ï  premier  point  une  fois  réalisé,  comme  on  connaît,  par 
chapitres  précédents,  les  moyens  à  employer  pour  passer 
I  mouvement  circulaire  uniforme  à  un  mouvement  quel- 
|ue,  il  n'y  a  rien  de  plus  facile  que  de  déterminer  les  élé- 
tts  de  la  liaison  à  établir  entre  l'arbre  de  couche,  et  chacun 
outils  de  l'atelier. 

but  avoir  en  outre,  en  un  certain  point  de  la  transmis- 
I,  un  système  d'embrayage  qui  permette  d'ouvrir  ou  de 
lier  la  communication  entre  le  moteur  et  l'outil,  soit  auto- 
Iquement,  soit  à  volonté;  quelquefois  même  on  veut  se 
nager  la  facilité  de  modifier  la  liaison  des  deux  organes 
idant  le  cours  du  mouvement.  11  nous  reste  à  étudier  les 
fins  qui  répondent  à  cette  double  fonction. 

S  XIV.  —  Orgapces  de  mise  en  mouvement  ET  d'arrêt- 

Embrayage  des  courroies.  —  Nous  avons  dit  que,  dans  les 
insmlssions  par  courroies  sans  fin,  on  produit  l'embrayage 
I  faisant  passer  la  courroie,  de  la  poulie  folle  sur  la  poulie 
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motrice.  Pour  arrêler  la  machine,  on  ramène  la  courroie  sur 
la  poulie  folle  ;  et  ensuite,  selon  les  cas,  on  laisse  la  machine 
s'arrêter  d'elle-même,  ou  bien  on  emploie  un  frein  (*)  pour 
éteindre  plus  vile  son  mouvement. 

On  arrive  aux  mêmes  résultats  en  agissant  sur  la  tension  le 
la  courroie  :  ce  qui  peut  se  faire,  soit  en  manœuvrant  conve- 
nablement une  poulie  de  tension,  soit  en  déplaçant  d'une  pe- 
tite quantité  un  palier  de  Tun  des  arbres  [Jig,  246). 

Cylindres  et  cônes  de  friction.  —  Cest  également  en  éli- 
blissant  ou  supprimant  la  pression  qu'on  opère  Tembrayagi 
ou  le  débrayage  d'une  paire  de  cylindres  de  friction.  Noos 
avons  indiqué  l'application  de  ce  principe  aux  monte-sacs. 

On  emploie  quelquefois  un  procédé  analogue  pour  élefCi^ 
et  laisser  retomber  périodiquement  un  marteau  vertical.  It' 
roue  motrice  et  la  tige  du  marteau  (  PL  XX/X,^g.  246  bis)  m 
trouvent  à  une  très-faible  distance  Tune  de  Tautre:  etilsadl^ 
pour  faire  soulever  la  tige,  de  l'appuyer  contre  la  poulie  it; 
moyen  d'un  galet  fîxé  à  un  levier  coudé.  Quand  on  lâche  le  la> 
vier,  le  marteau  retombe.  En  faisant  varier  la  hauteur  de  chute» 
on  règle  à  volonté  la  force  des  coups  de  marteau. 

Accouplement  de  deux  arbres  situés  dans  le  prolongh^ 
nient  l'un  de  l'autre.  —  Quand  un  arbre  d'une  certaine  loiK* 
gueur  doit  être  composé  de  deux  pièces  rapportées  bout  i 
bout,  il  faut,  pour  établir  une  solidarité  parfaite  entre  les  deox 
parties  :  1°  centrer  bien  exactement  les  deux  arbres;  2«  les 
empêcher  de  tourner  indépendamment  l'un  de  l'autre;  3*enBii»' 
s'opposer  à  tout  déplacement  longitudinal.  On  atteint  ce  triple 
résultat  en  enveloppant  les  deux  arbres  d'un  manchon  caM 
sur  chacun  d'eux,  au  point  où  a  lieu  la  solution  de  continuité. 
Ce  manchon  est  maintenu  dans  une  position  fixe  au  moyei 
d'une  vis  qui  le  traverse,  et  qui  s'engage  dans  le  vide  exlstanl 
entre  les  abouts  des  deux  pièces  :  une  languette  à  ergots^  oa 
tout  autre  système  équivalent,  empêche  de  son  côté  ^éc«^ 
tement  des  deux  tronçons.  Telle  est  la  disposition  en  usage 
quand  on  veut  constituer  un  assemblage  invariable. 


(*)  Nous  ne  faisons  pas  figurf^r  les  freins  parmi  les  organes  d 'arrêt,  ptrct 
<{uc  nous  étudions  seulement  ici  les  appareils  qui  opposent  une  impossibilité 
géométrique  à  la  continuation  d'un  mouvement. 
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Ikns  la  plupart  des  cas,  on  tient  à  se  réserver  la  faculté  de 
opprimer  à  volonté  la  solidarité  entre  les  deu^  portions  de 
irbre;  alors,  au  lieu  d'un  manchon  unique  établissant  une 
isofi  invariable,  on  emploie  un  manchon  d'embrayage,  com- 
lé  de  deux  parties,  Tune  flxe,  Tauire  mobile  (fig.  249), 
on  approche  ou  qu'on  éloigne  au  moyen  d'une  four- 
tte  (*).  La  partie  ûxe  du  manchon  est  calée  sur  Tarbre 

reçoit  directement  l'action  du  moteur,  Tautre  est  munie 
le  languette  ou  prisonnier  qui  l'oblige  à  tourner  avec 
ire  conduit,  en  lui  laissant  la  faculté  de  se  mouvoir  dans 
lins  de  l'axe.  La  solidarité  entre  les  deux  moitiés  est 
SBue  par  le  moyen  de  dents  ou  griffes  (**),  qui  s'engagent 
mes  dans  les  autres  quand  on  agit  sur  la  fourchette  d'em- 

^ÊÊbnMjrage  à  cônes  de  friction.  —  On  supprime  quel- 
rfUs  les  dents,  et  l'on  donne  aux  deux  parties  du  man* 
■  la  forme  de  surfaces  coniques  égales,  l'une  concave, 
itre  convexe  {Jig.  247)-  ï^"  appuyant  légèrement  ces  cônes 
i  coDtre  l'autre  au  moyen  de  la  fourchette,  on  détermine 
ipottement  très-dur,  qui  empêche  les  deux  arbres  de  tour- 
Tun  sans  l'autre.  Ce  mode  d'assemblage  n'a  pas  la  rigidité 
assemblages  ordinaires  C**);  aussi,  lorsqu'il  survient  une 


}  Si  les  manchons  sont  trop  lourds  pour  être  niaiia*UTr<>s  direcltiinenl  à 
■ÎB,  on  fiie  k  la  fourchette  une  Mello  (Jîg.  2jo),  dont  re\trt>initc  s*arti- 
k  «n  lerier  rappelé  par  une  vis.  Ix^s  collets  de  la  vis  sont  montés  sur 
C  ttoffîUons,  et  lai  permettent  de  prendre  nne  lé(rére  obliquité. 
**)  Gaadenta  aont  généralement  dissymétriques  {fig.  349)  •  ^^^^^  ^°^  limi- 
,  d*do  cdté  par  des  plans  conduits  par  Taxe,  de  Tautre  par  dos  surfaces 
çMdales  à  plan  directeur.  11  est  alors  indispensable  que  la  rotation  aitcon- 
HKBttieu  dans  le  sent  delà  flèche/*:  autrement,  les  deux  parties  du  man- 
tgllfi  nient  l'une  sar  l'autre,  et  lo  dehrayago  se  produirait  de  lui-même, 
te  fait  aussi  des  manchons  à  dents  droites  (/fg.  3.'}o),  qui  permettent  la 
ion  dans  les  deux  sens.  Avec  cette  disposition,  il  y  a  forcément  choc 
înt  de  l'embrayage  et  du  désembrayu^^e,  tandis  que,  dans  le  cas  pré- 
imt,  avant  l'instant  où  la  liaison  des  deux  manchons  est  parfaite,  il  se  pro- 
it  «■  glissement  préparatoire  des  dents  les  unes  sur  les  autres,  ce  qui  mê- 
le la  tranaiUon  du  repos  au  mouvement. 

[***]  La  disposition  représentée  (Jtg^  ^/fS),  qui  se  rapporte  à  la  liaison  de 
■^  arluras  parallèles,  offre  de  l'analo^^ie  avec  celle  qui  nous  occupe..  Elle 
"Bcate  plus  de  sécurité  que  les  {galets  de  friction,  tout  en  conservant  comme 
■crve  extrême  la  possibilité  du  glissement  en  cas  d'accident. 
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résistance  exceptionnelle,  les  cônes  ont-ils  la  ressource  di 
frotter  sans  se  communiquer  le  mouvement,  ce  qui  évite  les 
chocs  et  les  ruptures. 

Désembrayage  brusque  d'une  machine  puissante.  —  Lors- 
qu'on a  besoin  de  désembrayer  brusquement  une  machjjN 
d'une  grande  puissance»  il  serait  peu  commode  et  peu  sûr,  ea 
agissant  sur  une  fourchette  d'embrayage,  d'exercer  une  piei- 
sion  qui  suffit  ù  dégager  promptement  le  manchon  mobib> 
Dans  ce  cas  on  ménage,  entre  les  deux  parties  du  mandM 
(yîg-.  25i],  une  fente  dont  la  largeur  diminue  progressivemetf 
jusqu'à  devenir  nulle  en  un  point  de  la  circonférence.  Qi 
chasse  dans  cette  fente,  à.  l'instant  où  l'on  veut  désembrqfd^ 
une  forte  tige  de  fer,  espèce  de  verrou  maintenu  solidemol 
par  des  guides  dans  une  position  perpendiculaire  à  l'axe  è 
rotation  des  arbres.  Cette  pièce  une  fois  engagée  (ait  eflhi 
contre  les  parois  de  la  fente,  par  suite  du  mouvement  mW 
de  l'arbre,  et  la  rupture  de  la  liaison  des  deux  pièces  se  troan 
produite  automatiquement. 

Embrayage  d'un  engrenage  {Jig.  ^52  et  253  ).  —  Les  mat 
chons  d'embrayage  servent  aussi  à  caler  à  volonté  une  roai 
folle  k  (fig.  252).  Les  griffes  sont  disposées  de  manière  i 
pénétrer  dans  les  intervalles  des  bras  de  la  roue,  lorsque  1 
manchon  est  sufGsamment  rapproché.  La  roue  A  se  troum 
ainsi  calée  sur  son  arbre,  celui-ci  devient  solidaire  avec  l'aiiv 
de  U  roue  B  (*). 

On  peut  encore  établir  ou  supprimer  k  dépendance  é 
deux  arbres  reliés  par  un  engrenage,  en  donnant  à  l'un  Sm. 
la  faculté  de  glisser  longitudinalement,  d'une  qvantité  sufll 
santé  pour  que  les  dentures  cessent  d'être  en  regard. 

L'arbre  mobile  porte  deux  gorges  [Jig.  253)  :  un  levk 
d'arrêt  T  le  maintient  dans  la  position  que  l'on  veut.  Se 
la  ligure,  on  voit  les  deux  roues  désembrayées;  pour  enl 
brayer,  on  soulèverait  le  levier  d'arrêt,  on  pousserait  vers  I 


(*)  On  peut  appliquer  ce  principe  de  deux  manières  différentes.  Si  le 
teur  agit  sur  l'arbre  à  manchon,  cet  arbre  tourne  continoellement  : 
deux  roues  dentées,  ainsi  que  l'arbre  de  la  roue  R,  restant  imnobilM 
le  manchon  n'est  pas  embrayé.  Si  au  contraire  l'action  do  moleur  f'( 
le  deuxième  arbre,  l'arbre  de  la  roue  A  ne  tourne  que  lorsque  1« 
est  embraye. 
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fàuche  l'arbre  rendu  à  la  liberté,  et  Ton  ferait  retomber  le 
ierier  d'arrêt  dans  la  seconde  gorge. 
Les  deux  axes  peuvent  n'être  pas  parallèles. 

Déclics. 

Les  déclics  servent  à  produire  un  mouvement  ou  un  arrêt 
msque.On  les  applique  surtout  aux  machines  peu  puissantes, 
I  aux  organes  accessoires  des  machines  plus  importantes. 
La  manœuvre  de  ces  appareils  est  quelquefois  automatique 
confiée  à  la  raachiAe  elle-même,  comme  dans  Texemple 
e  voici. 

La  poulie  K  (^^.^54)  est  folle  sur  larbre  0,  animé  d'un 
nnrement  de  rotation  continu  dans  le  sens  de  la  flèche/:  un 
Igi  calé  sur  l'arbre,  qui  bute  contre  un  taquet  fixé  à  la  pou- 
)b  oblige  celle-ci  à  tourner  solidairement  avec  l'arbre.  Mais 
laquet  n'est  pas  lié  à  la  poulie  d'une  manière  invariable  : 
ionne  Tune. des  extrémités  d^un  levier  dont  le  point  fixe 
len  F;  et,  dans  l'état  ordinaire  des  choses,  un  ressort  pèse 
r  le  petit  bras  de  ce  levier,  de  manière  à  maintenir  lo 
[oet  en  prise.. 

k  UD  certain  instant  du  mouvement»  la  queue  du  levier 
icontre  un  arrêt  qui,  en  la  faisant  basculer,  produit  le  dé- 
inchement  du  taquet  :  alors  la  poulie,  abandonnée  à  elle- 
5me,  tourne  en  sens  contraire  sousTaction  du  contrc- 
ids  P.  Mais  bientôt  le  doigt  dégagé  revient  saisir  le  taquet, 
h  rotation  recommence  dans  le  sens  (/). 
Sonnette,  à  déclic.  —  Pour  enfoncer  les  pilotis,  on  emploie 
I  mouton^  c'est-à-dire  une  masse  pesante  qu'on  soulève 
r  divers  procédés  à  une  certaine  hauteur,  et  qu'on  laisse 
isuite  retomber  sur  la  tête  du  pieu  {Jig.  257).  L'appareil 
d  sert  à  cette  manœuvre,  depuis  un  temps  immémorial, 
t  la  sonnette  à  tiraude.  Le  mouton  est  maintenu  par  deux 
«illes  entre  deux  pièces  de  bois  verticales  :  il  est  suspendu 
ODe  corde  qui  passe  sur  une  poulie  de  renvoi,  pour  se 
viser  ensuite  en  plusieurs  cordelles  dont  chacune  est  tirée 
r  un  homme.  Ce  système  permet  de  graduer. à  volonté  l'ef- 
t  exercé  :  il  est  excellent  pour  commencer  le  battage.  Mais, 
pesure  que  l'opération  avance,  on  rencontre  une  résistance 
I.  ?o 
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plus  grande,  et  il  faut  de  toute  nécessité  augmenter  la  cour» 
du  mouton  ou  son  poids.  Or,  quel  que  soit  le  parti  auquel  (m 
s'arrête,  on  arrive  rapidement  à  une  limite  d'élévation  et  de 
poids  qu'on  ne  saurait  dépasser,  vu  la  nature  du  moteur  em- 
ployé. 

'En  effet,  il  est  évident  qu'on  ne  peut  pas  augmenter  beau- 
coup la  course.  D'autre  part,  si  l'on  donne  au  mouton  m 
poids  considérable,  il  faudra  avoir  un  grand  nombre  de  n^ 
nœuvres  agissant  sur  des  cordes  très-écartées  :  ces  hommesill 
gêneront  mutuellement,  et  ne  pourront  exercer  efBcacemefll 
leur  action.  Il  convient,  dans  ces  conditions,  de  remplacerh 
sonnette  à  tiraude  par  un  treuil  à  engrenages,  donnant  le  rnoo^ 
vement  à  un  arbre  sur  lequel  s'enroule  la  corde  du  moatoa, 
après  avoir  passé  sur  une  poulie  de  renvoi.  Un  déclic  faitre^ 
tomber  le  mouton,  parvenu  à  la  hauteur  voulue. 

Voici  à  cet  égard  le  procédé  le  plus  simple  :  la  corde,  apià 
avoir  fait  une  ou  deux  fois  le  tour  de  l'arbre  du  treuil,  vîett 
aboutir  dans  la  main  d*un  homme,  qui  la  maintient  suffistnf* 
ment  tendue.  Pour  supprimer  la  transmission  et  Aire  tomBtt 
le  mouton,  l'homme  n'a  qu*à  lâcher  la  corde'. 

D'autres  fois,  entre  le  mouton  el  la  corde  qui  sert  à  Této^ 
ver,  on  dispose  une  pièce  intermédiaire,  a  laquelle  le  moilloo 
proprement  dit  est  accroché  par  un  anneau  engagé  dans  une 
pince  articulée  [Jig.  258).  Cette  sorte  de  tenaille  vient  buter 
à  une  certaine  hauteur  contre  un  obstacle  fixe,  qui  la  force  i 
s'ouvrir  en  lâchant  le  mouton. 

La  pince  est  conformée  de  manière  à  ressaisir  Tanneta 
d'elle-même,  quand  on  la  laisse  tomber  à  son  tour* 

Trépan  à  chute  libre.  —  M.  Kînd  a  employé  un  systèiM 
analogue  pour  le  forage  .des  trous  dé  sonde.  L'outil  de  perçu» 
sion,  ou  trépan,  est  fixé  à  une  série  de  tiges  dont  la  longueoi 
totale  est  égale  à  la  profondeur  dû  trou.  Or,  dès  que  cette 
profondeur  devient  un  peu  considérable,  non-seulement  k 
poids  des  tiges  tend  à  briser  les  parties  inférieures,  mais  d( 
plus,  lQrsqu''on  vient  à  battre,  c'est-à-dire  à  soulever  la  sondC 
et  à  la  laisser  retomber  pour  défoncer  le  ^ol,  les  tiges  dé- 
gradent latéralement  le  forage  par  leur  fouettement;  et  leUR 
vibrations  provoquent  des  éboulements,  par  suite  desquels  h 
trépan  peut  se  trouver  engagé. 
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double  inconvénient  esl  évité  par  remploi  du  trépan  à 
libre  de  M.  Kind  {PL  XXX,  fig.  270). 
moment  où  la  sonde  est  abandonnée  à  elle-même,  Teau 
î  Irou  esl  toujours  rempU  soulève  le  disque  qu'on  voit 
rtie  supérieure  de  la  figure  :  les  branches  inférieures  de 
c  P9  P»  s'écartent,  et  lâchent  la  tige  T,  à  l'extrémité  de 
e  se  trouve  le  trépan.  Celui-ci  continue  son  mouvement 
'é,  tandis  que  les  tiges  descendent  lentement,  par  suite 
ésistance  que  Feau  oppose  au  mouven(ient  du  disque- 
iite.  Le  choc  qui  se  produit  sur  la  tête  du  trépan  permet 
ichets  de  ressaisir  Toutil,  pour  le  soulever  de  nouveau. 
'jracte  des  machines  de  Cornouailles.  —  Dans  les  ma- 
d'épuisement  dites  de  Comouailles,  l'admission  de 
*ur  dans  le  cylindre  a  lieu  en  vertu  d'un  déclic  manœu- 
r  un  appareil  spécial  appelé  ca(amc/e. 
ippareil  communique  à  une  tige  AB  {Jlg.  2S6)  un  mou* 
t  ascensionnel  très-lent,  en  vertu  duquel  celle-ci  vient 
ment  convenable  soulever  le  levier  T,  et  rendre  la  li- 
lu  secteur  S.  L'arbre  0,  ne  se  trouvant  plus  retenu  par 
I  du  cran  sur  ie  secteur,  bascule  sous  l'influence  d'un 
•poids  qui  l'entratne  dans  le  sens  de  la  flèche;  et  ce 
ment  ouvre  la  souj^ape  d'admission  de  la  vapeur. 

Échappements. 

mécanismes  employés  dans  l'horlogerie  sous  le  nom 
ppemenis  se  composent  en  général  d'une  roue  à  ro- 
ntre  les  dents  de  laquelle  viennent  s'interposer  pério- 
aent  deux  arrêts  fixés  à  une  pièce  oscillante. 
aoteartend  à  imprimer  un  mouvement  de  rotation  con- 
Tarbre  d'e  la  roue  à  rochet;  l'interruption  périodique 
but  de  régulariser  ce  mouvement,  en  faisant  intervenir 
idule  ou  un  balancier  à  vibrations  isochrones. 
profite  en  même  temp$  du  temps  très-court  pendant 
le  régulateur  est  en  relation  avec  le  moteur,  pour  faire 
r  au  pendule  ou  au  balancier  une  légère  «impulsion, 
nte  pour  entretenir  leur  mouvement. 
.ude  dés  échappements  n'entre  pas -dans  le  programme 

Cours. 

20. 
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§  XV.  —  Moyens  de  modifier  une  liaison  de  houtehent. 

On  a  souvent  à  changer,  pendant  la  marche  d'une  machiae, 
la  liaison  géométrique  existant  entre  deux  parties  de  celte 
machine.  La  modification  est,  selon  les  cas,  brusque  ou  grah 
duelle  :  elle  peut  porter,  soit  sur  le  sens  du  mouvement 
transmis  à  la  pièce  conduite,  soit  sur  le  rapport  des  vitesse^ 
soit  même  sur  ces  deux  éléments  à  la  fois. 

Dans  les  machines  à  raboter,  par  exemple,  rx>util  reçoitdi 
Tarbre  moteur  un  mouvement  de  translation  uniforme,  pir 
l'intermédiaire  d'une  crémaillère  et  d'un  pignon. 

Mais  une  fois  que  le  rabot  a  parcouru  toute  la  longueur  de 
la  crémaillère,  la  continuation  du  mouvement  suivant  les 
mêmes  lois  devient  impossible:  il  faut  modifier  la  liaison  du 
moteur  pvec  l'outil,  et  s'arranger  de  façon  à  mettre  celui-^iii 
même  de  poursuivre  son  travail,  en  le  ramenant  dans  sa  posi- 
tion primitive,  avec  un  léger  déplacement  latéral. 

D'autres  fois  l'outil,  arrivé  au  bout  de  sa  course,  jie  retourne 
de  manière  à  raboter  alternativement  dans  les  deux  sens. 
ËnOn,  dans  un  autre  genre  de  machines,  c'est  l'outil  qui  est 
fixe,  et  l'objet  qui  reçoit  un  mouvement  convenable.  À  cet 
égard,  une  simple  visite  dans  les  ateliers  en  apprend  plus  que 
toutes  les  descriptions. 

Changement  brusque  de  la  vitesse. 

Pour  pouvoir  à  volonté  faire  varier  la  vitesse  d'un  arbre  lou^ 
nant  (ou  plutôt  le  rapport  de  la  vitesse  de  cet  arbre  à  itih 
de  Tarbre  moteur),  on  dispose  sur  les  deux  arbres  deux  ou 
plusieurs  couples  de  roues  dentées  ou  de  poulies,  qu'on  em- 
braye suivant  les  besoins.  Souvent  ces  divers  trains  ne  sont 
pas  fixés  à  demeure  sur  les  arbres  :  on  a  un  certain  nombre 
de  roues  de  rechange,  et  Ton  substitue  une  paire  à  une  autre, 
ce  qui  ne  peut  se  faire  sans  arrêter  la  machine.  Qaandoa 
ne  s  astreint  pas  à  ce  que  les  rayons  de  ces  roues  forment 
une  sompie  égale  à  la  distance  des  axes,  on  emploie  comme 
intermédiaire  une  roue  parasite  (Jig.  a55),  dont  on  fixe  le 
centre  dans  une  position  convenable. 

Il  n'est  d'ailleurs  jamais  indispensable  d'arrêter  complète' 
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mm  Torgane  dont  on  veut  modifier  la  vitesse;  et  la  substitu- 

U'oo  d'un  engrenage  à  un  autre  peut  s'effectuer  aisément, 

j^eodant  la  marche  de  la  machine,  à  l'aide  des  systèmes,  d'em- 

teQfiaige  que  nous  avons  décrits  dans  le  paragraphe  précédent. 

Considérons  deux  arbres  tels  que  P  et  Q  {Jig.  2.59  et.260), 
iont  les  axes  de  rotation  sont  dans  un  même  plan;  et  soient 

1,  L  I  les  rouages  correspondant  à  deux  valeurs- différentes 

ta  rapport  des  vitesses.  Les  deux  roues  qui  appartiennent  à 
on  des  arbres  sont  folles,  et  dans  l'intervalle  de  ces  roues 
Mie  un  manchon  d'embrayage  double,  c'est-à-dire  armé  de 
rats  ou  saillies  sur  ses  deux  bases  opposées.  Suivant  que  ce 
KiDchon  est  engagé  à  droite  ou  à  gauche,  l'un  ou  l'autre  des 
Inx  engrenages  fonctionne  comme  s'il  existait  seul. 

Oins  la  disposition  représentée  Jig.  259,  le  déplacement 
h  manchon  change  seulement  le  rapport  des  vitesses  angiih* 
lires,  sans  altérer  le  sens  de  la  transmission;  avec  la  combi- 
aison  de  la  Jig.  260,  on  change  à  la  fois  la  grandeur  et  le 
Ipie  du  rapport  des  vitesses.  Enfin  le  système  de  la^^.  261 
ertà  renverser  simplement  le  sens  du  mouvement  de  l'arbre 
oodult,  sans  altérer  la  grandeur  absolue  de  sa  vitesse. 
S'agit-il  d'une  transmission  par  courroies,  on  dispose  sur 
eux  arbres  parallèles  plusieurs  paires  de  poulies  ijig'  267), 
ont  les  diamètres  sont  calculés  de  manière  que  la  longueur 
DUle  de  la  courroie  reste  constante.  Au  moyen  d'une  four- 
heite,  on  transporte  la  courroie  d'une  paire  sur  l'autre. 
Al  peut  encore  avoir  une  série  de  poulies  égales  et  voisines 
vîmes  des  autres  {Jig.  268),  montées  sur  des  arbres  creux 
«  eanons,  qui  s'emboîtent  à  frottement  doux.  Outre  la  poulie 
|ri  lui  donne  le  mouvement,  chacun  des  canons  porte  une 
oae  dentée,  de  sorte  qu'on  aperçoit  les  unes  à  la  suite  des 
nUrçs,  sur  le  mêjme  axe  géométrique  : 

1*  Une  poulie  folle  ; 

2*  Une  deuxième  poulie,  calée  immédiatement  sur  l'arbre 
noteur; 

3*  Une  troisième  poulie,  calée  sur  le  premier  canon; 

4*  Une  quatrième  poulie,  calée  sur  le  deuxième  canon; 
Puis  : 

5*  La  roue  dentée  du  deuxième  canon; 
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6"*  Une  roue  dentée  plus  peiite,  calée  sur  le  premier  ca- 
non; 

7**  EnGn  une  troisième  roue  dentée  plus  petite  que  la  se- 
conde, et  calée  sur  Tarbre  central. 

Sur  un  second  arbre  parallèle  au  premier  sont  fixées  à  de- 
meure trois  nouvelles  roues  qui  engrènent  avec  les  trois  pré» 
cédentes,  et  dont  les  diamètres  varient  par  conséquent  et 
sens  inverse  :  une  courroie,  mise  en  mouvement  par  un  tus* 
bour  non  représenté  dans  la  figure,  est  susceptible  d'être  eàr 
brayée  tour  à  tour  sur  les  quatre  poulies.  11  est  facile  de  voir 
comment,  en  transportant  la  courroie  d'une  poulie  à  Tautrei 
on  fait  varier  la  vitesse  de  Tarbre  conduit  :  la  vitesse  du  tam- 
bour moteur  et  celle  de  la  poulie  directement  embrayée  restanl 
constantes. 

Dans  layîg'.  269,  le  déplacement  de  la  courroie  change  à  h 
fois  la  grandeur  et  le  sens  de  la  vitesse  de  l'arbre  AB. 

On  rencontre  dans  les  machines  un  grand  nombre  de  dis- 
positions spéciales,  dont  l'objet  est  de  faire  varier  brusque- 
ment le  sens  ou  la  grandeur  de  la  vitesse  transmise  à  un  engin 
déterminé.  Nous  allons  en  donner  encore  deux  exemples. 

Premier  exemple.  —  Une  corde  sans  fin  s'enroule  sur  deux 
poulies  dont  les  axes  sont  parallèles  et  horizontaux  {Jig.  262): 
on  veut  pouvoir  changer  à  volonté  le  sens  du  mouvement 
de  cette  corde.  A  cet  effet,  entre  les  arbres  des  poulies,  oa 
installe  une  vis  sans  fin  verticale.  Chacun  des  arbres  porté 
une  roue  disposée  de  manière  à  pouvoir  engrener  avec  la  yki 
seulement  l'intervalle  des  deux  roues  est  un  peu  trop  grand 
pour  que  celle-ci  engrène  à  la  fois  avec  Tune  et  avec  l'autre. 

Cela  posé,  il  est  évident  que,  selon  que  l'engrenage  ann 
lieu  avec  là  roue  de  droite  ou  avec  celle  de  gauche  (la  vis  tou^ 
nant  toujours  dans  le  même  sens),  le  mouvement  de  la  corde 
sans  fin  se  produira  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

On  obtient  l'engrenage  alternatif  en- faisant  reposer  le  pivot 
de  l'arbre  de  la  vis  sur  un  chariot,  capable  de  prendre  un  petit 
mouvement  latéral. 

Deuxième  exemple.  —  Machine  à  forer  (Jig.  263).  —  Le  forel 
est  fixé  à  l'extrémidé  infiérieure  d'un  arbre  vertical,  auquel 
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reoage  I  communique  ud  mouvement  rapide  de  rota- 
La  roue  tf  povte  une  languette  qui  fait  saillie  dans  l'œil 
lalre  dont  elle  est  percée  ;  et  cette  languette  est  engagée 
me  rainure  creusée  sur  toute  la  longueur  de  Tarbre.  La 
maintenue  par  un  support  fixe,  reste  toujours  à  la  même 
iir  et  ne  cesse  pas  d'entraîner  le  foret  dans  son  mouve- 
mais  on  voit  que  celui-ci,  tout  en  tournant  avec  une 
3  rapidité,  peut  descendre  graduellement  au  fur  çt  à 
e  de  la  pénétration.  Enfin,  Tarbre  vertical  est  fileté  a  sa 
inférieure,  et  de  part  et  d'autre  du  filet  de  vis  se  trouvent 
roues  folles,  qui  tournent  librement  sur  leurs  coussinets 
dt  que  l'outil  travaille. 

Dd  le  forage  est  terminé,  on  cale  les  deux  roues,  qui 
lors  fonction  d'écrou  immobile.  L'arbre  continuant  à 
T  sur  son  axe,  la  vis  remonte  avec  l'outil,  dont  le  mou- 
lt ascensionnel  ne  s'arrête  que  quand  la  vis  est  entière- 
tiors  de  Técrou. 

Changement  graduel  de  la  vitesse. 

tes  alternes.  —  Au  lieu  de  deux  rangées  de  poulies 
liant  d'établir  entre  deux  arbres  parallèles  un  certain 
«  de  rapports  de  vitesses  formant  une  série  disconti- 
îoncevons  deux  troncs  de  cônes  [fig^  264),  poses  de  la 
manière  que  les  poulies.  Une  courroie  dont  la  longueur 
nslanle  peut  les  embrasser  et  rester  également  tendue, 
ue  soit  le  plan  perpendiculaire  aux  axes  dans  lequel  on 
le.  Le  rapport  des  vitesses  varie  avec  cette  disposition 
igrés  insensibles. 

Bxe  la  courroie  dans  la  position  gue  l'on  veut,  au  mojen 
nneau  traversé  par  la  courroie,  et  conduit  par  une  tige 

autre  système  consiste  à  donner  à  Tun  des  cônes  la 
i  de  glisser  le  long  dé  son  arbre.  L'autre  cône  peut  alors 
(mplacé  par  un  cylindre;  et  il  est  toujours  indispensable 
'  quelque  part  une  poulie  de  tension,  l'un  des  diamètres 
ulement  étant  seul  variable. 
as  comme  exemple  le  mécanisme  employé  dans  les 
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anciens  bancs  à  broches,  pour  accélérer  progressiveme 
mouvement  de  rotation  des  bobines ,  avant  riiiTentioi 
rouage  épicycloYdal  dont  nous  avons  parlé  p.  264* 

Le  tambour  coniqvie  A  (fig.  ^65)  est  monté  à  frotte 
doux  sur  un  arbre  carré,  ou  sur  un  arbre  rond  à  langi 
Dans  la  gorge  s'engage  une  fourche  d*embrayage  au  m 
'4^6  laquelle  on  pousse  le  tambour  à  gauche  ou  à  droite, 
qu^on  veut  augmenter  ou  diminuer  la  vitesse  de  la  coui 
et  par  conséquent  celle  du  tambour  cylindrique  B  (*). 

Changement  de  vitesse  par  rouleau  de  friction  {fig*  26 
L'arbre  moteur  est  terminé  par  un  plateau,  contre  lequel 
puie  une  roulette  fîxée  sur  un  arbre  vertical.  La  transmi 
s'eflèctue  en  vertu  de  l'adhérence  de  la  roulette  sur  k 
teiftL' Le  pivot  de  Tarbre  vertical  repose  sur  une  crapai 
qu'on  peut  élever  ou  abaisser  au  moyen  d'un  levier  c 
Selon  que  la  roulette  s'approche  ou  s'éloigne  du  cent 
rotation  du  plateau,  le  rapport  de  sa  vitesse  angulaire  à 
de  celui-ci  diminue  ou  augmente. 

Les  applications  de  ce  mécanisme  sont  nombreuses.  ( 
recours  toutes  les  fois  qu'on  veut  imprimer  progressive 
à  un  arbre  tournant  une  vitesse  considérable. 


(  *)  Dant  la  disposition  indiquée  par  la  fif^ure,  les  axes  des  deux  tamb 
sont  pas  parallèles;  aussi  a-t-on  employé  deux  poulies  de  renvoi,  proj< 
C,  dont  les  arbrts  glissent  dans  des  coulisses  verticales  :  ces  poulies 
même  temps  fonction  de  poulies  de  tension. 
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CHAPITRE  Vn. 

WmSS  D'OBSERVATION  ET  APPAREILS  PROPRES  A  DÉCOUVRIR 
EXPÉRIMENTALEMENT  LA  LOI  D'UN  MOUVEMENT. 


Nous  avons  dit  qu'on  détermine  expérimentalement  la  loi 
du  mouvement  d'an  point  en  fixant  au  moyen  d'un  système 
quelconque  de  coordonnées,  un  certain  nombre  de  positions 
ie  ce  point,  et  notant  les  temps  écoulés  entre  deux  observa- 
Vms  consécutives. 

On  obtient  ainsi  directement  la  loi  des  espaces  parcourus, 
Ms  la  forme  d'une  table  numérique  ou  d'un  tableau  graphi- 
foe;  cty  cela  fait,  les  règles  que  nous  avons  données  font  con- 
tt^  toutes  les  quantités  qu'on  a  besoin  de  considérer  dans 
rétude  d'un  mouvement. 

Ce  procédé,  qui  n'offre  aucune  difficulté  quand  le  mouve- 
sent  est  suffisamment  lent,  a  été  employé  par  Coulomb  pour 
l^nniner  les  lois  du  mouvement  d'un  traîneau,  glissant  sur 
m  plan  horizontal.  En  un  point  de  ce  traîneau  était  fixé  un 
index,  mobile  le  long  d'une  règle  divisée  en  pouces  :  un  aide 
comptait  les  vibrations  d'un  pendule  battant  la  demi-seconde, 
m  autre  annonçait  par  un  cri  le  passage  du  traîneau  à  chaque 
fivision,  tandis  que  Coulomb  écrivait  la  correspondance  des 
fcux  mesures. 

Mesure  de  la  vitesse. 

Quand  il  s'agit  d'un  mouvement  rapide,  mais  qui  se  pro- 
longe à  peu  près  uniformément,  pendant  un  temps  sufTisam- 
■nent  long,  il  est  facile  d'en  avoir  la  vitesse  moyenne. 

Cest  ainsi  qu'on  calcule  la  vitesse  d'un  navire  en  jetant  le 
locb,  celle  d'un  train  en  mesurant  le  temps  employé  à  par- 
courir un  espace  donné,  la  vitesse  angulaire  d'une  roue  en 
comptant  le  nombre  de  tours  effectués  pendant  une  demi- 
Dioute. 
Enfin,  pour  constater  la  vitesse  moyenne,  pendant  une  longue 
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durée,  d*un  mouvement  de  rotation  ou  d'un  mouvement  oscil- 
latoire, on  emploie  les  compteurs  à  chiffres,  dont  la  disposi- 
tion générale  est  la  suivante. 

L'arbre  dont  il  s'agit  d'enregistrer  d'une  manière  continue 
les  nombres  de  tours  est  armé  d'une  pièce  saillante  ou  doigt 
qui,  à  chaque  révolution,  fait  avancer  d'une  seule  dent  une 
roue  Gxée  sur  un  second  arbre.  Celui-ci  porte  également  un 
doigt  qui,  à  chaque  révolution  de  ce  deuxième  arbre,  Cait 
avancer  d'une  dent  une  roue  fixée  sur  un  troisième  arbre,  ei 
ainsi  de  suite.  En  supposant  le  nombre  des  dents  de  toutes 
ces  roues  égal  à  lo,  on  véit  qu'elles  marqueront  respective- 
ment, par  le  passage  d'une  dent,  les  unités  simples,  les  di- 
zaines, les  centaines,...,  du  nombre  de  tours  effectué  ptt 
l'arbre  donné.  Une  disposition  facile  à  imaginer  fiiit  apparaltn 
CCS  divers  chiffres  sur  une  série  de  cadrans»  de  manière  i 
permettre  de  lire  immédiatement  le  résultat  cherché. 

Appareil  de  Mattei  et  Grosbert.  —  Cet  appareil,  destiné  i 
mesurer  la  vitesse  initiale  d'une  balle  de  fusil,  n'est  autr( 
chose  qu'un  tambour  à  fonds  de  papier,  qui  tourne  uniforme 
ment  autour  de  son  axe  de  figure,  parallèle  à  celui  du  canoo 
La  balle  perce  rapidement  les  deux  fonds  ;  et  l'angle  que  for 
ment  les  rayons  menés  par  les  deux  trous  à  l'axe  de  rotatioi 
mesure  le  temps  employé  à  parcourir  la  profondeur  du  tam 
bour.  Connaissant  la  vitesse  angulaire  de  celui-ci,  on  a  Ii 
vitesse  de  la  balle. 

Chronagraphe  électrique.  —  Dans  le  cbronographe  du  com 
mandant  Martin  de  Brettcs  {*),  fondé  sur  le  même  principt 
que  l'appareil  prccédcni,  la  mesure  du  temps  s'effectue  ave< 
une  grande  exactitude,  grâce  à  l'idée  d'utiliser  les  propriété 
de  l'électricité  d'induction. 

Le  projectile  traverse  deux  cibles  séparées  par  une  distanci 
de  deux  mètres,  et  formées  d'un  réseau  de  fils  très-fins  de  fe 
ou  de  cuivre,  dont  la  rupture  détermine  l'interruption  d'ui 
courant.  Le  courant  induit  correspondant  est  transmis  à  ui 
pendule  portant  une  pointe  :  rétincelle  jaillit  entre  cett< 
pointe  et  une  plaque  métallique  parallèle  au  plao  d'oscilli 


C^)  Académie  dM  Sciencet,  s5  juin  t86o. 
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lion  du  pendule,  en  traversant  une  feuille  de  papier  sur 
bqueUe  elle  laisse  un  petit  point  rond  très-net  et  très-visible. 
EkiGa,  un  courant  mis  en  jeu  par  la  détente  même  du  fusil 
indique  par  un  premier  point  la  position  initiale  de  la  tige  du 
pendule. 

On  connaît,  par  la  loi  du  mouvement  de  celui-ci,  le  temps 
balé  entre  les  deux  étincelles. 

Observation  de  la  loi  des  mouvements  rapides. 

Quand  11  s'agit,  non  plus  seulement  de  mesurer  une  vitesse 
lOenne,  mais  bien  de  déterminer  toutes  les  circonstances 
Fa  mouvement  rapide,  on  emploie  un  procédé  automatique  : 
'Mi-dire  qu'on  s'arrange  de  manière  à  faire  tracer  une  ligne 
■rie  mobile,  sur  une  surface  animée  d'un  mouvement  connu. 

S  cette  surface  était  immobile,  on  obtiendrait  seulement  la 
sfeetoire  du  mobile.  En  supposant  cette  même  surface  en 
Mavement,  la  courbe  tracée  par  le  mobile  nous  fera  con- 
litre  la  loi  des  espaces  parcourus,  comme  nous  allons  le  mon- 
erpar  quelques  exemples. 

Appareil  dEftelwein.  —  Pour  étudier  le  mouvement  oscil- 
loire  vertical  d'une  soupope,  £^teiwein  fixait  à  un  point  de 

tige  de  cette  soupape  un  crayon  mobile,  devant  lequel  une 
mde  de  papier  se  déroulait  horizontalement  [fig^  27^),  avec 
le  vitesse  uniforme  (  *  ).  Les  abscisses  de  la  courbe  tracée 
ir  le  crayon  sont  proportionnelles  aux  temps,  tandis  que  les 
rdonnées  sont  égales  aux  espaces  parcourus  par  le  mobile, 
ette courbe  est  donc  précisément  celle  que  nous  connaissons 
)us  le  nom  de  courbe  des  espaces. 

Lois  de  la  chute  des  corps,  —  Les  procédés  indiqués  dans 
^  cours  de  Physique  pour  vériUer  expérimentalement  les 


(*]  Le  mouvement  de  la  bande  est  produit  par  uii  mécanisme  d'horlogerie, 
I  BOTtn  de  deux  bobines  disposées  do  manière  que  le  papier  qui  se  déroula 
'  Fone  s'enroule  sur  l'autre,  en  oflrant  dans  l'intervulle  une  portion  tendue 
r  laquelle  le  crayon  trace  sa  courbe.  ^Pour  que  le  mouvement  du  papier  soit 
iforme,  il  ne  faut  pas  que  celui  des  hobiiies  le  soit,  car  le  diamètre  de  celles-ci 
ie  d'une  manière  sensible  avec  la  quantité  de  papier  enroulée.  On  réjula- 
le  noBTenent  par  l'emploi  d'une  futée,  dont  les  diamètres  extrêmes  sont 
mêmes  que  ceux  du  cylindre,  vide  et  couvert  de  papier. 
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lois  de  la  chute  des  corps  :  à  savoir,  le  plan  incliné  de  Galiléi 
et  kî  machine  d'Atwood,  se  rapportent  en  réalité  à  des  phéod 
mènes  plus  complexes.  Avec  l'appareil  à  cylindre  tournant  di 
général  Poncelet  {voir  p.  27),  on  étudie  au  contraire  le  mou 
vement  non  modifié  par  une  machine;  et  la  méthode  estcon 
binée  de  manière  à  triompher  de  la  difficulté  qui  résulte  d 
la  rapidité  de  ce  mouvement. 

On  emploie  la  disposition  analogue  que  voici,  pour  déter 
miner  les  lois  d'un  mouvement  rotatoire. 

Plateau  tournant  de  M.  Poncelet, {*).  —  Un  plateau  drco- 
laire  est  fixé  par  son  centre  à  l'extrémité  de  Tarbre  dont  (K 
veut  étudier  la  rotation.  Un  pinceau  animé  d'un  mouvemitf 
circulaire  et  uniforme  autour  du  point  0'  (/ig.  278)  s'apiNA 
constamment  sur  le  plateau,  et  trace  sur  celui-ci  une  lign 
qui,  s*i]  était  immobile,  serait  une  circonférence  ayant  (Y  poa 
centre.  Par  suite  du  mouvement  du  plateau,  cette  circonlé 
rencc  se  transforme  en  une  courbe  épicycloïdale,  sur  laquél 
on  peut  mesurer  les  déplacements  angulaires  de  l'arbre  peu 
dant  des  temps  connus. 

En  effet,  soit  AB  la  courbe  relevée  sur  le  plateau  (c'esl^ 
dire  la  trajectoire  relative  du  pinceau),  AB'C,  la  trajectoire  al 
solue  de  ce  même  pinceau,  lequel  occupe  actuellement  la  p 
sition  A. 

A  l'instant  où  le  pinceau  a  marqué  le  point  B  de  la  courh 
il  était  sur  la  circonférence  (O'A),  en  un  point  dont  la  distant 
au  centre  0  est  égale  à  OB,  donc  il  était  .en  B',  intersectic 
de  ladite  circonférence  avec  l'arc  de  cercle  BB'.  AO'B'  estdoi 
l'angle  décrit  par  le  pinceau  autour  de  son  axe,  pendant  qi 
l'arbre  0  tournait  de  l'angle  AOB. 

Usage  du  diapason  pour  apprécier  avec  justesse 
les  très-petites  fractions  du  temps. 

Toute  la  précision  des  expériences  de  ce  genre  repose  esse 
ticUement  sur  l'uniformité  du  mouvement  produit  par  le  m 
canisme  d'horlogerie. 


(  *  )  Cet  appareil  a  été  applique  par  le  {général  Morin  à  l'étude  dei  lob 
ffrottemcfil. 
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tour  se  mettre  à  l'abri  de  la  cause  d'erreur  qui  résulte  de 
l'imperfection  de  ces  mécanismes,  on  compare  la  courbe  tracée 
pirle  corps  mobile  avec  celle  que  trace  en  même  temps  sur 
le  plateau  une  pointe  fixée  à  un  diapason  mis  en  vibration. 
Llsocbronisme  parfait  de  ce  dernier  mouvement  dénonce  les 
pin»  petites  irrégularités  de  l'appareil  d'horlogerie. 
Ce  procédé  a  été  employé  par  M.  Wcrlheim,  puis  par  le 
opiuioe  Schultz. 

Chronographe  du  capitaine  Schultz,  construit  par  M.  Fro- 
maU»  —  Cet  appareil,  le  plus  précis  qu'on  ait  encore  construit, 
ioDoe  sans  difficulté  la  cinq-cent-millième  partie  d'une  se- 
conde. 11  se  compose  d'un  tambour  d'un  mètre  de  circon- 
■encet  argenté  et  recouvert  de  noir  de  fumée  à  sa  surface 
edérieure  :  ce  tambour  tourne  uniformément  sur  son  axe  à 
niion  de  trois  tours  par  seconde.  Mais,  pour  l'extrême  préci- 
te qu'on  veut  atteindre,  on  ne  peut  compter  sur  l'unifor- 
«lide  la  rotation  du  tambour  :  car  les  mouvements  les  plus 
Ji^liers  ne  sont  en  réalité  que  périodiquement  uniformes. 
On  a  donc  installé  devant  le  tambour  un  diapason  bien 
léglé,  qui  fait  5oo  vibrations  à  la  seconde,  et  qui  dessine,  au 
aoyen  d'une  pointe,  chaque  vibration  sur  1^  noir  de  fumée  [*); 
ni  appareil  électrique  à  étincelle  d'induction  imprime  aussi  sur 
le  noir  de  fumée  deux  points,  qui  correspondent  au  commen- 
cement et  à  la  fm  du  phénomène  qu'on  étudie.  Pour  mesurer 
le  temps  écoulé  entre  les  deux  étincelles,  on  compte  d'abord 
autant  de  cinq-centièmes  de  seconde  que  rintervalle  des  deux 
points  renferme  de  vibrations  complètes;  puis,  on  estime  les 
fcictions,  en  admettant  que  le  mouvement  du  tambour  est 
UDiforme  pendant  le  temps  d*une  vibration. 

Au  moyen  d'un  microscope  et  d'un  micromètre,  on  divise 
lacilement  en  mille  parties  l'intervalle  occupé  sur  le  tambour 
par  une  vibration,  c'est-à-dire  qu'on  apprécie  un  cînq-cent- 
niliième  de  seconde. 

On  a  pu  mesurer  avec  cet  appareil  le  temps  que  met  une 
kille  à  parcourir  quelques  centimètres,  et  déterminer  ainsi 


{*)  Par  la  combinaison  du  mouvcnjont  oscillatoire  du  diapason  avec  le  mou- 
w gat  uniforme  dn  tambour,  la  courl)c  décrite  par  la  pointe  sur  le  c)1indre 
dtreloppé  est  une  sinusoïde  (fig»  37/1  ;. 
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la  loi  du  mouvement  d'un  boulet  dans  Tâme  d'une  bouch 
à  feu. 

Étude  des  vibrations  sonores  par  M.  Liuajous  (*).  - 
Tout  le  monde  connaît  le  phénomène  optique  connu  soQsli 
nom  de  persistance  des  impressions  lumineuses  sur  la  rétine 
M.  Lissajous  a  fondé  sur  cette  propriété,  un  moyen  simpl< 
de  rendre  sensible  aux  yeux  le  mouvement  Tibratoire  d'oi 
diapason.  Il  suffit  pour  cela  de  fixer  à  Tune  des  branches  ta 
celui-ci  un  miroir  métallique  (en  ayant  soin  d'ajouter  à  l'aufp 
branche  un  contre-poids  égal),  et  de  regarder  dans  le  mirol 
rimage  réfléchie  d'un  corps  lumineux.  Lorsque  le  diapaso 
vibre,  l'image  semble  s'allonger  dans  le  sens  de  la  longueard 
la  branche  :  l'œil  perçoit  une  ligne  lumineuse. 

Pour  trouver  la  loi  du  mouvement  du  diapason,  il  faut,apr( 
la  première  réflexion,  faire  tomber  le  pinceau  lumineux  si 
un  deuxième  miroir,  mobile  autour  d'un  axe  vertical,  et  reci 
voir  la  nouvelle  image  sur  un  écran,  en  interposant  une  kl 
tille  convergente  de  foyer  convenable. 

Par  reffet  de  la  rotation  du  second  miroir,  la  pointe  i 
faisceau  réfléchi  parcourt  l'écran  dans  le  sens  horizontal; 
la  combinaison  de  ce  mouvement  connu  avec  l'oscillatit 
verticale  produite  par  la  vibration  du  diapason  fait  connaît 
les  lois  du  mouvement  de  celui-ci. 

Comparaison  de  deux  diapasons.  —  Cette  première  eip 
ricnce  fait  comprendre  le  moyen,  imaginé  également  \ 
M.  Lissajous,  pour  comparer  deux  sons  à  l'aide  de  l'œil,  c 
gane  beaucoup  plus  sensible  que  l'oreille,  et  en  même  tem 
moins  sujet  a  la  fatigue. 

L'un  des  diapasons  qu'il  s'agit  de  comparer  est  vertic 
Tautre  horizontal  ;  chacun  d*eux  porte  un  miroir  dispc 
comme  dans  l'expérience  précédente  :  les  deux  miroirs  sont 
regard.  Le  faisceau  lumineux  se  réfléchit  d'abord  sur  le  pi 
mier  miroir,  puis  sur  le  second,  et  enfin  sur  an  miroir  fixe  ( 
projette  l'image  sur  un  écran.  Dès  qu'on  ébranle  le  diapas 
vertical,  on  voit  l'image  s'allonger  et  se  transformer  en  u 
ligne  verticale.  Si  l'on  ébranle  au  contraire  le  diapason  h( 
zontal,  l'image  est  une  droite  horizontale.  Enfin,  quand  on  i 

(*)  Voir  les  Icçont  professées  à  la  Société  Chimique,  en  i86r. 
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la  fois  les  deux  diapasons,  l*image  est  animée  d'un 
Œt  composé  de  deux  mouvements  oscillatoires  rec- 
es  :  elle  décrit  sur  Técran  une  ligne  sinueuse  plus  ou 
impliquée,  dont  la  forme  dépend  de  la  relation  qui 
itre  la  durée  de  Toscillation  dans  chacun  des  deux 
înis  [Jig.  275).  Cette  courbe  est  d'ailleurs  toujours 
à  riniérieur  d'un  rectangle,  dont  les  côtés  sont  pré- 
égaux aux  amplitudes  des  mouvements  vibratoires 
diapasons. 

\  cas  de  l'unisson,  l'image  reçue  sur  le  plan  est  une 
îrniée,  qui  n'a  que  deux  tangentes  parallèles  à  une 
quelconque  (A)  :  elle  affecte  la  forme  d'une  ligne 
un  cercle  ou  d'une  ellipse,  suivant  la  différence  de 
i  deux  vibrations. 

ive,  l'un  des  diapasons  faisant  deux  vibrations  pendant 
re  n'en  fait  qu'une,  on  a  pour  la  courbe  l'une  des 
B).  Le  rapport  de  quinte  est  représenté  par  les 
I).  Enfin,  si  les  nombres  des  vibrations  ne  sont  pas 
rapport  simple,  la  courbe  est  plus  ou  moins  irrégu- 
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MÉCANIQUE  ET  MACHINES. 


I/Anteur  et  TÉditeur  de  cet  Ouvrage  «e  réservent  le  droit  de  le  iradaire 
ou  de  le  faire  traduire  en  toutes  les  langues.  Ils  poursuivront,  en  vertu  des 
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AVERTISSEMENT. 


Ce  fascicule  est  le  deuxième  du  Cours  de  Mécanique  et 
'achi'nes  professé  à  l'École  Polytechnique  par  M.  Edm. 
our,  pendant  la  trop  courte  durée  de  son  enseignement 
lans  cette  École. 

Lorsque  la  mort  vint  prématurément  interrompre  ki 
irriëre  scientifique  si  brillamment  parcourue  par  le 
eune  Professeur,  le  premier  fascicule  de  son  Cours  (Cinc- 
natique)  avait  seul  été  publié,  et  on  pouvait  craindre  que 
b  suite  ne  fût  perdue  pour  la  science;  mais  il  avait  laissé 
entre  les  mains  de  son  ami,  M.  Mannheim,  Professeur  \\ 
rÊcole  Polytechnique,  le  manuscrit  de  la  fin  de  son  Ou- 
TOge.  M.  Mannheim,  voulant  s'entourer  de  toutes  les 
pranties  possibles  pour  la  publication  de  ce  manuscrit, 
^obtenu  le  concours  dévoué  de  MM.  Phillips,  Collignon 
it  Kretz. 

M.  Phillips,  qui  a  été  appelé  à  succéder  à  M.  Bour 
ins  la  chaire  de  Mécanique,  était  mieux  que  personne 
1  position  de  revoir  la  rédaction,  d'en  combler  les  la- 
mes, en  un  mot  de  mener  k  bonne  fin  une  si  délicate 
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entreprise.  M.  Collignon,  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaus- 
sées, avait  été  le  répétiteur  du  Cours  de  M.  Bour  à  TÉcole 
Polytechnique.  Enfin  M.  Kretz»  Professeur  de  Mécanique 
à  rÉcole  d'Application  des  Ingénieurs  des  Manufactures 
de  rÉtat,  ami  intime  de  M.  Bour,  avait  une  connaissaoee 
complète  des  idées  de  l'Auteur  sur  la  Mécanique  et  ayait 
spécialement  discuté  avec  lui  toutes  les  questions  rela-  \ 
tives  aux  applications  de  la  théorie  aux  machines.         J 


G.-V. 


COURS 


DE 


MCANIQUË  ET  MACHINES 


PROFESSÉ 


A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 


STATIQUE 


ET 

TRAVAIL  DES  FORCES  DANS  LES  MACHINES 

A  l'État  de  mouvement  uniforme. 


Ce  Yolume  est  divisé  en  deux  Seciions. 

La  première  a  pour  objet  la  Statique  proprement  dite,  c'est- 
ire  l'étude  des  lois  de  l'équilibre  des  forces  appliquées  aux 
(mes  matériels. 

La  seconde  est  consacrée  aux  machines,  et  comprend  l'ex- 
ition  du  théorème  des  forces  vives,  l'application   de  ce 
trème  aux  machines  en  mouvement,  la  mesure  du  travail 
forces,  et  l'étude  particulière  des  résistances  passives, 
'•tre  autres  du  frottement  de  glissement. 


II.  ,. 


PREMIÈRE  SECTION. 

STATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PRINCIPES  FONDAMENTAUX  DE  LA  STATIQUE 
ET  DE  LA  DYNAMIQUE. 


Le  yériiable  objet  de  la  Mécanique  est  Tétude  du  mouve- 
it  dans  ses  rapports  avec  les  causes  qui  lui  ont  donné 

iDce  et  qui  en  déterminent  tes  diverses  affections. 

but  de  cette  étude  est  de  nous  mettre  à  même  de  ré- 
Ire  le  problème  suivant,  problème  qui  ne  présente  pas  la 
idre  analogie  avec  ceux  que  nous  avons  rencontrés  en 
imatique  : 

Vit  corps  étant  placé  dans  des  conditions  parfaitement  dé- 
\yquel  mouvement  va-t-il  prendre  ? 

Réciproquement  :  Pour  obliger  un  corps  à  prendre  un  mou- 
mt  donné,  comment  faut-il  faire  P 

Commençons  par  définir  avec  précision  les  expressions, 
l^inintées  pour  la  plupart  au  langage  ordinaire,  qui  sont  d'un 
%^e  continuel  dans  la  science  que-nous  abordons. 

Définitions. 

Un  corps,  en  Géométrie  pure»  est  simplement  une  portion 
len  délimitée  de  l'étendue.  Au  point  de  vue  physique,  un 

I. 
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corps  est  quelque  chose  de  matériel  (*),  réunissant  à  la  pro- 
priété de  y  étendue  celle  de  V  impénétrabilité  {AoïïXïïows  aurons 
plus  lard  à  préciser  le  véritable  caractère),  et  quelques  autres 
attributs  qui  se  rapportent  d'une  manière  toute  spéciale  à  la 
partie  de  la  Mécanique  à  laquelle  nous  sommes  naturellement 
arrivés. 

Du  point  matériel.  —  Nous  avons  distingué  soigneusement, 
en  Cinématique,  le  mouvement  simple  d'un  point  géométrique, 
des  pliénomènes  beaucoup  plus  compliqués  que  nous  offre  le 
mouvement  d'un  corps  de  dimensions  fînies,  même  quand  ce 
corps  peut  être  considéré  comme  solide,  c'est-à-dire  comme 
invariable  de  forme. 

De  même,  dans  le  nouvel  ordre  d'idées  que  nous  abordons, 
nous  simplifions  considérablement  les  choses  en  considénnt 
d'abord  un  corps  assez  petit  pour  que  nous  puissions  faire 
abstraction  de  ses  dimensions,  ne  pas  nous  préoccuper  des 
mouvements  relatifs  de  ses  diverses  parties,  et  voir  unique- 
ment le  mouvement  simple  de  l'un  quelconque  de  ses  points. 

Vêlement  9iuq\xe\  on  arrive  en  concevant  ainsi  un  corps  di- 
visé en  parties  de  plus  en  plus  petites,  élément  qui  conserve 
nécessairement  toutes  les  propriétés  du  corps  et  en  particulier 
la  qualité  d'être  matériel,  cet  élément,  dis  je,  est  connu  sous 
le  nom  de  point  matériel. 

Un  point  matériel  est  donc  un  corps  dont  les  dimensions 
dans  tous  les  sens  peuvent  être  considérées  comme  plus  pe- 
tites que  toute  grandeur  assignable,  sont  infiniment  petites, 
suivant  le  langage  mathématique.  Un  corps  de  dimensions 


(*)  Voici  une  définition  de  la  malièrc,  empruntée  à  un  eicellent  onvrafe^ 
M.  Cournot  : 

m  L'expérience  la  plus  familière  nous  apprend  que  les  objets  qui  aftctfil 
nos  sens  d'une  manière  si  varice,  et  auxquels  nous  donnons  le  nom  de  c«7* 
quand  nous  voulons  les  dési^jner  par  une  appellation  commune,  sont  MJ^ 
non -seulement  à  se  déplacer,  mais  encore  à  chan^r  de  dimensions,  de  fipnti 
d'aspect  et  d'état,  et  même  à  périr  dans  leur  individualité  par  la  désagrégalîM 
et  la  dispersion  de  leurs  parties. 

•  Ce  qui  persiste  après  le  changement  ou  la  dratructiou  dn  coif»,  en  m- 
tant  inaltérable  dans  la  collection  des  parties,  c'est  ce  que  nous  appelons  h 
matière.  »  (  Traité  de  Venchmncment  des  idées  Jottdamentaies  dans  tes  séewcn 
et  dans  l'histoire,  chap.  III,  Des  idées  de  matière,  de  masse  et  d'iifertie.) 
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finies  est  la  coUeciion  d'une  infinité  de  points  matériels,  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque  (*). 

Les  premiers  chapitres  de  la  Statique  et  de  la  Dynamique 
sont  naturellement  consacrés  à  l'élude  de  l'équilibre  et  du 
mouvement  d'un  point  matériel. 

§  I.  —  Équilibre  d'un  point  matériel. 

Des  principes  de  la  Mécanique  rationnelle,  —  Le  caractère 
de  ces  principes  a  été  difTéremment  apprécié  :  les  uns  y  ont 
TU  des  axiomes  évidents,  les  autres  des  faits  d'expérience» 
d'autres  encore  des  postulats,  des  hypothèses.  La  difficulté  est 
des  plus  sérieuses. 

D'une  part,  en  effet,  on  ne  peut  guère  nier  la  certitude  ra- 
tionnelle de  la  Mécanique,  dont  les  théorèmes  présentent  le 
même  caractère  que  les  vérités  les  mieux  démontrées  de  la 
Géométrie. 

D'autre  part,  la  valeur  d'une  conséquence  ne  saurait  être 
supérieure  à  celle  des  prémisses,  et  l'on  ne  peut  dire  que  les 
principes  de  la  Mécanique  soient  d'une  évidence  absolue,  qu'ils 
s'imposent  nécessairement  à  la  raison  comme  les  axiomes  fon- 
damentaux de  la  Géométrie. 

Les  principes  de  la  Mécanique  présenteraient  plutôt  le  ca- 
ractère de  postulats,  plus  ou  moins  analogues  à  la  proposition 
célèbre  qui  sert  de  base  à  la  théorie  de  parallèles.  L'exactitude 
de  ces  principes  ou  postulats  est  rendue  âpo^/enori  incontes- 
table par  la  vérification  expérimentale  des  résultats  que  la  Mé- 
canique rationnelle  en  déduit  par  des  raisonnements  rigou- 
reux; et  la  plus  grande  preuve  de  ce  genre  se  trouve  dans  la 
concordance  remarquable  des  mouvements  des  corps  célestes 
avec  les  lois  théoriques  de  ces  mouvements. 


(*)  Nous  Terrons  que,  dans  certains  cas,  un  corps,  solide  ou  non  solide,  voire 
Béme  la  réunion  de  plusieurs  corps  indépendants,  se  comporte  comme  si  toute 
la  matière  correspondante  était  condensée  autour  d'un  certain  point  dans  un 
volume  aussi  exigu  qu'on  voudra  le  supposer. 

L'étude  de  l'équilibre  et  du  mouvement  d'un  point  matériel  n'est  donc  pas 
uue  pure  abstraction,  un  simple  point  de  départ  de  ce  qui  se  rapporte  à  un 
corps  proprement  dit  :  c'est  un  chapitre  de  la  Mécanique  qui  comporte  des 
applications  spéciales. 


6  PREMIERS   SECTION.  —  STATIQUE. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  principes  dont  nous  (prons  usage,  en 
demandant  au  lecteur  de  les  accepter  sans  démonstration,  sont 
au  nombre  de  trois  seulement  (*)  :  les  deux  premiers  se  ^appo^ 
tent  au  mouvement  d'un  point  matériel. 

Premier  principe.  —  Loi  de  l'inertie  de  la  matière,  —  Celle 
loi  doit  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Un  point  matériel  en  repos  ne  peut  jamais  prendre  de  mow- 
vement  sans  la  présence  d'une  cause  externe. 

Il  faut  bien  remarquer  que  la  propriété  de  l'inertie  appartient 
exclusivement  à  cet  être  de  raison  qu'on  nomme  point  maté' 
riel.  Notre  premier  principe  nous  apprend  que  la  cause  qui 
fait  passer  un  pareil  corps  de  l'état  de  repos  à  l'état  de  mouT^ 
ment  esi  ex  terne  f  et  voilà  tout. 

Cette  cause,  quelle  qu'elle  soit,  reçoit  en  Mécanique  le  nom 
générique  de  force  (**). 

Ainsi,  un  corps  abandonné  à  lui-même  se  met  en  mouve- 
ment, il  tombe,  donc  il  est  soumis  à  une  force;  cette  force i 
reçu  le  nom  de  pesanteur. 

Un  grand  nombre  de  forces  sont  ainsi  désignées  pardesnootf 
spéciaux,  tels  que  Y  attraction  magnétique^  la  tension  desvor, 
peurs,  V élasticité  des  solides,  etc.  Mais,  sans  entrer  pour  le 
moment  dans  la  discussion  des  propriétés  particulières  de  cha- 
que espèce  de  force,  nous  pouvons  dire  d'une  manière  géné- 
rale : 

Toutes  les  fois  qu'un  point  matériel  en  repos  se  met  en  mour 
vement  y  ce  point  est  sollicité  par  une  foi*ce. 


(*)  Toutes  les  autres  propositions  pour  lesquelles  Tusage  a  consacré  le  nos 
de  principes  sont  de  véritables  théorèmes,  comme  nous  le  verrons. 

(**)  «  L'idée  àc  force ^  dit  M.  Cournot,  provient  originairement  de  11  con- 
science du  pouvoir  que  nous  avons  d'imprimer  du  mouvemcut  à  notre  propre 
corps  et  aux  corps  qni  nous  entourent,  jointe  au  sentiment  intime  de  reffori 
ou  de  la  tension  musculaire,  qui  est  la  condition  organique  du  déploiement dl 
notre  puissance  motrice.  Si  nous  n'avions  pas  le  sentiment  de  l'effort  moini- 
culaire,  le  spectacle  du  monde  pourrait  bien  encore  nous  suggérer  la  notion  de 
l'étendue  des  figures  et   celle  de  leurs  mouvements,  mais  l'idée  fondamentak 
de  la  Mécanique  et  celle  de  bien  d'autres  théories  nous  échapperaient  toat  à 
fait.  »  {Traité  de  Venchcûnement  des  idées,  etc.,  p.  ia3.) 
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La  force  est  dite  appliquée  au  point;  celui-ci  est  te  point 
têpplication  de  la  force. 

La  direction  suivant  laquelle  le  point  d'application  dune 
bfve  commence  à  se  mouvoir  s* appelle  la  direction  de  la  force. 

Outre  la  direction  et  le  point  d'application  d'une  force,  un 
roisième  élément  est  encore  nécessaire  pour  que  cette  force 
oil  déGûie  d'une  manière  complète  :  c'est  la  grandeur,  ou, 
omme  on  dit,  Vintensité  de  la  force. 

Nous  comprenons  parfaitement  que  des  effets  identiques 
lOf  iennent  de  forces  égales  ;  nous  comprenons  également  qu'il 
Eisie  des  forces  inégales.  Par  suite,  la  force  nous  apparaît 
mme  susceptible  d'augmentation  et  de  diminution  :  c'est 
«c  une  quantité  qu'on  peut  comparer  à  une  grandeur  de 
eue  nature,  prise  pour  unité  et  dont  on  peut  avoir  une 
cpiession  numérique.  Nous  ne  tarderons  pas  à  voir  comment 
I  principes  de  la  Mécanique  permettent  de  réaliser  cette 
Dception. 

On  représente  en  Mécanique  une  force  par  une  ligne  droite 
g;  I  ).  A  étant  le  point  d'application,  on  prend  sur  la  11- 
e  qui  représente  la  direction  de  la  force  une  longueur  AF 
oportionnelle  au  nombre  qui  en  mesure  l'intensité;  et  l'on 
tient  une  ligne  AF,  qui  représente  la  force  en  grandeur  et 
•  direction. 

DiuxiftME  PRINCIPE. —  Loi  de  l'indépendance  et  de  la  composi- 
mdes  effets  des  forces.  —  De  la  manière  dont  nous  avons  dé- 
tii  ce  qu'on  doit  entendre  par  une  force  et  par  la  direction 
mèe force,  il  résulte  nécessairement  que  toute  force  agissant 
wfe,  sur  un  point  matériel  en  repos,  aura  pour  effet  de  faire 
fendre  au  point  un  certain  mouvement  dans  la  direction  de 
\  force.  Ceci  est  un  premier  point  parfaitement  acquis  à  la 
:ieoce. 

Si  nous  considérons  actuellement  une  force  F,  appliquée  à 
D  point  en  mouvement,  point  soumis  d'autre  part  à  l'action 
unnombrequelconque  d'autres  forces,  F',  F",. . .  et  que  nous 
ms  demandions  quel  sera  dans  ces  conditions  l'effet  de  la 
*ce  F,  il  est  clair  que  nous  nous  trouvons  en  face  d'un  pro- 
sme  d'un  ordre  tout  nouveau.  Ce  problème  ne  peut  être 
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résolu  qu*à  Taided'un  deuxième  principe,  axiome  ou  postulat, 
que  nous  énoncerons  de  la  manière  suivante  : 

Une  force  agit  sur  un  point  matériel  en  mouvement^  et  sol- 
licite  par  des  forces  quelconques,  absolument  comme  si  elle 
était  seule  et  comme  si  le  point  était  en  repos. 

Avec  cette  proposition,  dont  la  première  notion  e^t  dueà 
Galilée»  nous  avons  maintenant  tout  ce  qu'il  est  nécessaire  4e 
connaître  pour  établir  les  fondements  de  la  Statique  et  de  h 
Dynamique  du  point  matériel  ;  mais  l'énoncé  que  nous  venons 
de  donner  a  besoin  de  quelques  éclaircissements  pour  être 
bien  compris. 

Soit  MA  {fig.  3)  la  trajectoire  d'un  point  matériel  soumise 
l'action  de  forces  quelconques  F\  F'", ...  ;  par  une  position  quel- 
conque H  du  mobile,  faisons  passer  trois  axes  rectangulaires» 
et  supposons  que  ces  axes  se  transportent  parallèlement  à  eux- 
mêmes,  l'origine  décrivant  la  trajectoire  MA,  avec  les  mêmes 
accidents  de  mouvement  que  le  point  M. 

Les  choses  restant  ainsi  disposées,  le  point  M  ne  cessera 
pas  de  coïncider  avec  l'origine  des  axes  mobiles;  relativemeil 
à  ces  axes,  il  se  trouvera  en  repos.  Supposons  mainteniM 
qu'une  nouvelle  force  F  vienne  à  agir  sur  le  point  M,  cetM 
force  modifiera  évidemment  le  mouvement  primitif  ;  notre  mo- 
bile se  séparera  de  l'origine,  il  prendra  un  certain  mouvemeift 
par  rapport  aux  axes  que  nous  avons  définis.  Cela  posé,  notre 
principe  veut  dire  que  ce  mouvement  relatif  est  absolument 
indépendant  du  mouvement  des  axes,  et  le  même  que  si  h 
force  agissait  seule  sur  le  corps  en  repos. 

Il  suit  de  là  que  le  point  M,  relativement  aux  axes  mobiles, 
va  prendre  un  certain  mouvement  dans  la  direction  de  h 
force  F,  et  la  composition  de  ce  mouvement  relatif  avec  le 
mouvement  d'entraînement  fera  connaître  le  mouvement 
effectif. 

Développons  maintenant  les  principales  conséquences  de  ce 
principe  fondamental,  en  commençant  par  les  cas  les  plos 
simples. 

Mouvement  uniforme.  —  Considérons  d'abordibn  point  maté- 
riel en  mouvement  auquel  aucune  force  n'est  appliquée;  s'il  est 
animé  d'une  vitesse  V,  et  qu'on  le  considère  comme  l'origii^ 
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de  trois  a\es  rectangulaires  (ou  obliques)  animés  d'un  mou- 
temenlde  translation  avec  une  vitesse  égale  à  V,  son  mouve- 
ment par  rapport  à  ces  axes  sera  celui  que  tendraient  à  lui 
imprimer  les  forces  qui  agissent  sur  lui,  c'est-à-dire  sera  nul, 
puisque  ces  forces  n'existent  pas. 

Doncy  le  mouvement  absolu  du  point  se  réduit,  dans  ce  cas, 
lomouvemenl  d'entraînement,  c'est-à-dire  qu'il  est  rectiligne, 
uiforme,  et  que  sa  vitesse  est  égale  à  V.  Donc,  tout  point  ma- 
tériel en  mouvement  qui  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force 
enérieure  conserve  sa  vitesse  en  intensité  et  en  direction. 
Cb  résultai  est  tout  à  fait  évident,  et  on  l'admet  générale- 
■eot  comme  une  conséquence  de  la  loi  de  l'inertie. 

Mouvement  uniformément  varié.  —  Supposons  en  second 
fini  un  point  matériel  animé  d'une  vitesse  t^,  et  soumis  à  l'ac- 
tioa  d'une  force  F,  dont  l'intensité  est  constante,  et  dont  la 
irection  coïncide  avec  celle  de  la  vitesse  v. 

Considérons  toujours  trois  axes  passant  par  la  position  qu'oc- 
cupe le  mobile  à  l'époque  /,  et  se  transportant  parallèlement 
i  eux-mêmes  avec  une  vitesse  égale  à  v  {Jig.  4).  En  même 
temps  que  Torlgine  de  ces  axes  parcourt  l'espace  AA%  égal  à 
itfMe  mobile  s'écarte  de  cette  origine,  et  le  déplacement  relatif 
■e  diffère  pas  de  celui  qu'aurait  déterminé  la  force  F  agissant 
nr  le  corps  en  repos.  Soit  donc  \'  M  l'espace  que  la  force  ferait 
diisi  parcourir  dans  sa  direction,  laquelle  est  aussi  celle  de  la 
vitesse  v;  le  déplacement  réel  est  la  somme  algébrique  des 
déplacements  AA'  et  A'  M.  On  voit  que  le  mouvement  ne  cesse 
pas  d'être  rectiligne;  seulement  l'espace  parcouru  par  le  mo- 
bile pendant  le  temps  dt  est  plus  grand  (algébriquemeni)  que 
vit,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  certaine  accélération. 

On  obtient  la  moitié  de  cette  accélération  en  divisant  par  dl^ 
le  chemio  A'M  dû  à  la  force  F,  et  il  est  facile  de  reconnaître  que 
l'accélération  ainsi  déterminée  sera  constante.  En  effet,  trans- 
portons-nous à  un  autre  instant  du  mouvement,  l'origine  aura 
«ne  autre  vitesse  /,  et  dans  le  temps  dt  elle  parcourra  un 
espace  i/dt;  mais  ta  force  qui  accélère  le  mouvement  ayant 
on  effet  indépendani^du  mouvement  déjà  acquis  fera  parcourir 
au  point  matérie!»  dans  le  même  temps  dt,  le  même  espace 
dans  son.  mouvelifnent  relatif;  donc  on  aura  toujours  la  même 
accélération;  le  mouvement  sera  uniformément  varié.  Cette 
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deuxième  conséquence  se  présente  encore  comme  à  peu  près 
évidepte. 

Mouvement  parabolique.  —  Le  corps  animé  d'une  certaine 
vitesse  v  est  soumis  à  l'action  d'une  force  F  constante  en  in- 
tensité et  en  direction  (au  moins  pendant  un  temps  très-court); 
mais  la  direction  de  la  force  diffère  de  celle  de  la  vitesse  ifig^S\, 

Nous  aurons  toujours  à  considérer  troi»  axes  animés  d*ai 
mouvement  de  translation  dont  la  vitesse  sera  v  en  intenstlé 
et  en  direction. 

Pendant. le  temps  dt,  l'origine,  qui,  à  l'instant  initial,  cote- 
cidait  avec  le  point  mobile,  parcourra  dans  la  direction  de  il 
vitesse  un  espace  k\'=vdi;  quant  au  mobile  lui-même,  I 
aura  un  mouvement  relatif,  lequel  ne  différera  pas  du  mouve- 
ment absolu  que  lui  aurait  imprimé  la  force  F,  s'il  avait  étén 
repos;  c'est-à-dire  qu'il  parcourra,  pendant  le  temps  dt,  dans  il 
direction  de  la  force  et  avec  une  certaine  accélération  J  in 

espace  A'M  =  -  Jdt\  Le  déplacement  réel  du  point  s'obtient 

en  composant  les  deux  déplacements  AA'  et  A'M. 

Prenons  deux  axes  fixes  ayant  pour  origine  le  point  A,  posir 
tion  du  mobile  à  l'Instant  initial  (Jig.  5).  Si  ces  axes  ont  pour 
directions,  l'un  Ax  la  direction  de  la  vitesse  v,  l'autre  Aj  celk 
de  la  force  F,  les  coordonnées  du  point  mobile,  au  boutda 
temps  infîniment  petit  que  nous  considérons,  seront  précisé- 
ment les  déplacements  composants  AA'  et  A'M;  elles  auront 
donc  les  valeurs  respectives 

X  =  vdt»    >-  =  -  J  dp. 

De  ces  équations,  et  des  théories  développées  en  Cinémt- 
tique,  on  tire  immédiatement  les  conclusions  suivantes: 

Quand  la  force  qui  sollicite  un  point  matériel  en  mouvement 
a  une  direction  qui  diffère  de  celle  de  la  vitesse  du  points 
I**  Le  mouvement  est  cunnligne  (  *  ); 

, • 

(*)  La  trajectoire  se  confond,  aux  infiniment  petits  du  troisième  ordre prèti 
avec  la  parabole  représentée  par  l'équation  I 


2       V 


qu'on  obtient  en^iminant  dt  entre  les  équations  qui  donnent  x  et^'. 
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1^  le  plan  osculateur  de  la  trajectoire  est  celui  qui  contient 
\  h  fois  la  direction  de  la  force  et  celle  de  la  vitesse; 

3f  Cette  même  trajectoire  est  tangente  à  la  ligne  suit^ant 
Ëftelle  est  dirigée  la  vitesse  ; 

If  Enfin,  la  droite  qui  représente  la  force  fait  connaître  la 
ineiion  de  l'accélération  totale  du  mouvement  du  point,  et 
ttte  accélération  totale  ne  diffère  pas  de  l'accélération  qui 
uni  été  déterminée  par  l'action  de  la  force  sur  le  même 
wii  matériel  pris  au  repos. 

Ge  dernier  résultat  est  très-important  :  il  nous  donne  la  clef 
irOle  que  joue  dans  la  théorie  géométrique  du  mouvement 
lotion  de  V accélération  totale.  C'est  cet  le  grandeur,  en  ef- 
l>qui  représente  à  elle  seule  TefTet  total  de  la  force,  effet  qui 
Manifeste  à  la  fois  par  la  substitution  du  mouvement  curvi- 
IMau  mouvement  en  ligne  droite,  et  par  celle  du  mouve- 
M  varié  au  mouvement  uniforme. 

}und  on  a  déterminé  les  lois  du  mouvement  d*un  point, 
l  par  l'observation,  soit  par  Tétude  géométrique  des  liaisons 
ce  pointavec  d'autres  points  dont  le  mouvement  est  connu, 
iqoe  théorème  de  Géométrie  relatif  à  l'accélération  totale 
is  fournira  un  théorème  correspondant  de  Dynamique  sur 
brce  qui  sollicite  le  mobile.  Par  exemple,  on  déduit  de  la 
des  aires  de  Kepler,  et  du  raisonnement  que  nous  aVons  em- 
loté  à  Newton  (*),  que  la  force  qui  sollicite  une  planète  est 
Qstamment  dirigée  vers  le  centre  du  soleil.  Nous  complète- 
nsces  notions  quand  la  théorie  de  la  mesure  des  forces  nous 
ra  fait  connaître  la  relation  de  grandeur  existant  entre  l'ac- 
ilération  totale  et  la  force  dont  l'action  sur  un  point  matériel 
Miné  détermine  la  production  de  cette  accélération  totale. 

Mesure  des  forces. 

Vn point  matériel  M,  animé  d'une  certaine  vitesse  f,  est  sou- 
mis a  faction  dedeux  forces  F  et  F',  dont  les  directions  coYn- 
'ident.  En  raisonnant  comme  précédemment,  on  voit  que 
^pace  parcouru  par  le  point  M  dans  cette  direction  com- 


{*)  Tome  l*"*  de  cet  ooTrage,  p.  73. 
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mune»  pendant  le  temps  dt  (  indépendamment  de  l'espace  « 
dû  à  la  vitesse  v  pendant  le  même  temps),  est  égal  à 

Ijdn-^-ydt^, 

1*1 
si  -  jdt^  et  -7  'dt^  représentent  respectivement  les  espaces qv 

chacune  des  Sovces  F  et  F',  agissant  seule,  aurait  fait  parcoor 
au  point  dont  nous  nous  occupons. 

Ceci  veut  dire  que,  lorsque  deux  forces  agissentsur  un  mén 
point  dans  une  même  direction,  les  effets  de  ces  forces  s'ajo^ 
tent^  l'accélération  que  prend  le  corps  sous  leur  action  con 
binée  étant  la  somme  algébrique  y+y'  des  accélérations  q 
répondent  à  chacune  des  deux  forces  en  particulier. 

Or,  on  ne  peut  refuser  d'admettre  que,  parmi  toutes  lesfo 
ces  existant  dans  la  nature,  il  ne  s'en  trouve  une  qui,  appi 
quée  isolément  au  point  matériel  M,  lui  aurait  imprimé  au! 
l'accélération  y  -f-y '.  Cette  force  peut  être  substituée  auxdei 
premières,  en  tant  que  résultat  produit,  c'est-à-dire  qu'elle  c 
capable  de  produire  le  même  mouvement  que  les  forces  F  et 
réunies. 

On  dit  que  cette  force  est  la  somme  de  F  et  de  F',  et  on 
représente  par  la  notation 

F'. 

Deux  forces  agissant  dans  une  même  direction  peuvent  et 
remplacées  par  une  force  unique  égaie  à  leur  somme  (*). 

Proportionnalité  des  forces  aux  accélérations»  —  H  résul 
de  la  déOnition  précédente  que  :  une  force  F  produisant  Ta 
célérationy,  la  force  1  F  produira  Taccéléralion  aj;  par  suit 
la  force  nF  répondra  à  Taccéléraiion /ly^  et  réciproquemci 
Donc  : 

Deux  forces  sont  proportionnelles  aux  acc^é  rat  ions  quel 
impriment  à  un  même  point  matériel. 


(*)  Cette  phrase  exprime  identiquement  la  même  iiléc  que  nous  exprimi 
tout  à  l'heure,  en  disant  que  les  eflets  de  ces  deux  forces  s'ajoutent. 


CHAP.I.  —  PRINCIPES  FONDAMENTAUX  DE  LA  STATIQUE,  ETC.       l3 

Celte  propriété  est  indépendante  de  Tétat  de  repos  ou  de 
mouvement  du  point  considéré. 

Nous  nous  trouvons  maintenant  en  possession  d'un  moyen 
qui  nous  permet  de  mesurer  une  force,  de  la  comparer  à  une 
force  prise  pour  unité,  et  d'avoir  ainsi  l'expression  numérique 
de  ce  que  nous  avons  appelé  Y  intensité  d'une  force. 

L'unité  de  force  est  le  kilogramme  :  c'est  le  poids  d'un 
décimètre  cube  d'eau  distillée  à  la  température  de  4^i»  dans 
le  vide,  au  niveau  de  la  mer  et  à  la  latitude  de  Paris. 

Ifotion  de  l'équilibre.  —  En  général,  on  ne  mesure  pas  les 
ivces  par  les  accélérations  qu'elles  produisent  :  on  s'appuie, 
fOur  arriver  a  effectuer  celte  mesure  d'une  manière  pratique, 
surit  propriété  de  l'équilibre. 

Reprenons  nos  deux  forces  F  et  F',  dont  les  directions  sont 
lesmêmesy  et  supposons  qu'on  ait 

^est-à-dire 

cl  que  d'ailleurs  les  sens  dans  lesquels  ces  deux  forces  agis- 
sent soient  opposés  :  il  résultera  de  leur  action  simultanée 
une  accélération  nulle,  c'est-à-dire  que,  si  le  point  était  en  re- 
pos, il  y  persistera  malgré  la  présence  des  deux  forces  :  on  dit 
alors  que  ces  deux  forces  se  font  équilibre,  ou  que  le  point  est 
en  équilibre  sous  l'action  de  deux  forces  égales  et  contraires. 

Deux  forces  égales  et  contraires,  appliquées  à  un  point  ma- 
tériel en  mouvement,  n'altèrent  en  rien  ce  mouvement,  et  l'on 
peut  indifféremment,  pour  la  commodité  d'une  démonstration, 
pir  exemple,  introduire  ou  supprimer  de  pareils  groupes  de 
forces  parmi  celles  qui  agissent  sur  un  corps  en  repos  ou  en 
mouvement,  tout  comme  on  introduit  ou  supprime  deux  termes 
égaux  et  de  signes  contraires  dans  les  équations  algébriques. 

Toutes  les  fois  que  nous  voyons  un  point  matériel  rester  en 
repos,  nous  devons  affirmer  qu'il  n'est  soumis  à  aucune  force, 
ou  que  si  une  certaine  force  agit  sur  lui,  il  y  a  d'autres  forces 
qui  font  équilibre  à  celle-là. 

Un  corps  abandonné  à  lui-même  tombe  sous  l'action  d'une 
certaine  force  qu'on  appelle  \e  poids  de  ce  corps.  Suspendons 
ce  corps  à  un  fil  ou  déposons-lé  sur  un  appui,  il  reste  en  re- 
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pos.  Il  n'en  est  pas  moins  pesant,  et  la  force  qui  le  sollicitait 
tout  à  l'heure  agit  toujours  sur  lui;  seulement  elle  est  équili* 
brée  par  une  autre  force  égale  et  contraire,  qu'on  appelle,  sui- 
vant les  c^s,  la  tension  du  fit,  ou  la  réaction  de  l'appui. 

On  dit  quelquefois  que  deux  forces  qui  se  font  équilibre  se 
détruisent  :  c'est  une  expression  vicieuse  qui  donne  naissance 
à  un  grand  nombre  d'erreurs.  Ainsi,  quand  un  corps  repose 
sur  un  appui,  son  poids  ne  produit  pas  de  mouvement,  nuls 
il  produit  un  autre  effet.  Il  y  a  toujours  déformation  du  corps 
et  de  l'appui.  Cette  déformation,  qui  est  souvent  insensibles 
l'œil,  est  quelquefois  au  contraire  extrêmement  marquée, 
comme  dans  le  cas  où  le  corps  est  suspendu  à  l'extrémité  d'un 
ressort  flexible.  Dans  ce  cas,  l'effet  de  la  force  est  de  mainte- 
nir  le  ressort  courbé,  malgré  l'élasticité  de  la  matière  qui  tend 
à  le  ramener  à  sa  forme  et  à  sa  position  première  (Jig.  a). 

Les  propriétés  de  l'équilibre  fournissent  le  moyen  le  plus 
commode  pour  comparer  et  mesurer  les  forces.  Deux  forces, 
quels  que  soient  leur  nature  physique  et  le  nom  sous  lequel  on 
les  désigne,  sont  égales  quand  elles  font  équilibre  à  une  même 
force.  C'est  ainsi  que  pour  peser  un  corps,  par  exemple,  nous 
pouvons  le  suspendre  à  l'extrémité  du  ressort  de  la  fig.  i, 
et  constater  la  flexion  produite.  Si  nous  cherchons  ensuite 
combien  il  faut  de  décimètres  cubes  d'eau  distillée  pour  arri-' 
ver  au  même  résultat,  le  nombre  trouvé  donnera  l'expression 
du  poids  du  corps  en  kilogrammes,  puisque  ce  poids  et  le  poids 
formé  par  ce  nombre  de  kilogrammes  font  tous  deux  équilibre 
à  une  même  réaction  de  ressort  (*). 

Il  y  a  plus  :  tout  autre  effort  développé,  soit  par  la  puissance 
musculaire  d'un  homme  ou  d'un  animal,  soit  par  le  choc  d'une 
veine  liquide,  d'un  jet  de  gaz  ou  de  vapeur,  etc.,  qui  aura  encore 
pour  conséquence  une  flexion  égale,  sera  encore  représenté  par 
le  même  nombre  de  kilogrammes.  Il  existe  une  grande  variété 
d'appareils  servant  à  mesurer  les  forces,  mais  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire  suffit  pour  que  l'on  comprenne  comment  une 
force  quelconque  est  susceptible  d'être  exprimée  en  kilo- 
grammes. 


(  "  )  Tout  ceci  suppose,  bien  entendu,   que  réiasticitc  du  ressort  D'aura  pat 
subi  de  changement  dans  TinterraUe  des  deux  expériences. 
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CoiPOSiTioic  DIS  FORCES.  —  Loi  générale  de  l'équilibre 
"m  point,  »  Un  point  matériel  A  étant  soumis  à  l'action 
e  forces  en  nombre  quelconque,  considérons  deux  de  ces 
vces  ifig.  6). 

La  force  F,  si  elle  agissait  seule,  imprimerait  au  corps, 
ns  sa  direction,  une  certaine  accélération  AB=j\ 
De  même  la  force  F'  imprimerait  au  point  une  accélération 
B'=j';  et,  d'après  notre  deuxième  principe,  cette  accéléra- 
mf  est  celle  du  mouvement  du  point  A  par  rapport  à  trois 
esanlmésd*un  mouvement  de  translation  avec  une  accéléra- 
inégale  àj.  D'ailleurs,  d'après  la  règle  du  parallélogramme  des 
célérations,  l'accélération  J  de  ce  mouvement  résultant  sera 
présentée  par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
ir  les  accélérations  AD,  AD'  des  mouvements  composants.  Si 
I  lieu  des  deux  forces  F  et  F'  on  avait  une  force  unique 
irigée  suivant  la  diagonale  AC,  et  capable  de  produire  l'ac- 
ïération  J,  le  mouvement  du  point  serait  le  même.  On  peut 
me  remplacer  deux  forces  appliquées  à  un  même  point  par 
le  troisième  qui  sera  la  résultante  de  deux  autres;  on  ob- 
uidralt  cette  résultante  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
igle  du  parallélogramme,  puisque  les  forces  sont  proportion- 
dlesaux  accélérations  des  mouvements  qu'elles  produisent. 
D  peut  donc,  au  lieu  de  composer  les  mouvements  produits 
ur  chaque  force  prise  isolément,  composer  ces  forces  elles- 
émes,  et  déterminer  directement  ensuite  le  mouvement 
isultant. 

Ces  deux  manières  de  procéder  paraissent  au  premier  abord 
>ut  à  fait  équivalentes;  mais  si  elles  conduisent  au  même  ré- 
dtat  6nal,  il  y  a  pour  ainsi  dire  tout  un  abîme  entre  la  règle 
iométrique  évidente  de  la  composition  des  mouvements  et 
théorème  fondamental  que  nous  venons  de  démontrer,  et 
li  nous  permet  de  trouver  la  résultante  de  deux  forces  ap- 
iquées  à  un  même  point  matériel. 

Equilibre  d'un  point  matériel. 

Observons  que  ce  théorème,  en  nous  indiquant  quelle  est 
force  qui  peut  remplacer  deux  forces  quelconques  appli- 
ées  à  un  même  point,  nous  fait  connaître  par  cela  même  la 
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force  unique  capable  de  faire  équilibre  à  ces  deux  foi 
Nous  voyons  qu'on  peut  arriver  à  ce,  résultat  sans  empl 
deux  forces  respectivement  égales  et  contraires  aux  h 
données;  il  sufQt  d'appliquer  au  point  une  force  égale  et 
traire  à  la  résultante  de  ces  deux  forces. 

Et  de  même,  si  Ton  a  un  nombre  quelconque  de  force 
pliquées  à  un  même  point»  on  peut  les  remplacer  par  la  i 
représentée  par  la  ligne  qui  ferme  le  polygone  des  forces 
nées  ;  et  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équi 
de  ces  forces  est  que  le  polygone  soit  fermé. 

Telle  est  la  loi  générale  de  l'équilibre  d'un  point  mat^ 
et  toute  la  Statique  découle  aisément  de  cette  proposi 
fondamentale,  proposition  dont  l'ianportance  est  égale  au  f 
de  vue  de  la  théorie  du  mouvement,  comme  au  point  de 
de  la  théorie  de  l'équilibre  {*). 

On  détermine  analytiquement  la  grandeur  et  la  directio 


(  *  )  Si  Ton  se  place  exclusivement  à  ce  dernier  point  de  Tue,  un  peat  r 
cher  k  la  démonstration  que  nous  venons  de  donner,  et  qui  est  due  à  Ne 
de  faire  intervenir  la  considération  étrangère  du  mouvement  dans  la  ti 
de  l'équilibre.  Aussi  cette  démonstration  a-t-elle  été  fort  critiquée,  et  rei 
cée  par  plusieurs  autres  fondées  sur  les  constructions  géométriques  et  Ici 
fices  analytiques  les  plus  variés. 

Jean    Bernoulli  dit  dans  le  quatrième  volume  de  ses  Opuscules^    p. 
«  Peccantj  qui  compositionem  'virium  cum  compositione  motuum  confuiuL 
Je  suis  tout  à  fait  de  l'avis  de  Jean  Bernoulli,  et  il  y  a,  comme  je  l'ai  d 
abime  entre  ces  deux  choses.  C'est  même  un  fait  digne  do  toute  notre 
tion  que  la  manière  dont  cet  abtme  se  trouve  lestement  franchi,  sans 
s'en  aperçoive,  pour  ainsi  dire,  si  l'on  n'y  prend  pas  garde.  C'est  l'exem; 
plus  curieux  que  je  connaisse  du  passage  d'un  ordre  d'idées  à  un  autre 
fait  différent,  d'une  vérité  géométrique  évidente  à  un  théorème  de  St 
fort  difficile  à  démontrer  directement,  théorème  qu'il  est  peut-être  imp€ 
de  démontrer  sans  introduire  d'une  manière  plus  ou  moins  déguisée  des 
thèses  qui  rentrent  au  fond  dans  notre  grande  loi  fondamentale  de  l'ind 
dance  et  de  la  composition  des  effets  des  forces. 

La  démonstration  de  Newton  nous  semble  à  la  fois  la  plus  simple  et  1 
naturelle.  N'est-il  pas  évident  que  l'esprit  ne  peut  se  contenter  d'une  déi 
tration  artificielle,  quand  il  s'agit  de  propositions  qui  ont  cette  impo 
fondamentale  ?  «  11  faut  que  les  principes  sur  lesquels  une  science  tout  c 
repove  se  démontrent  simplement  ou  qu'ils  ne  se  démontrent  pas  du  te 
l'esprit  ne  se  flatte  pas  d'avoir  saisi  l'ordre  naturel  suivant  lequel  les 
s'enchaînent,  tant  qu'une  vérité  bien  générale  n'est  établie  qu'à  la  ttcn 
constructions  et  d'artifices  très-particuliers.  •  (Codanot,  t^.,  p.  i45.} 
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iltiote  R  d'un  groupe  de  forces  représentées  d'une  ma- 
géoérale  par  F,  au  moyen  des  équations 


R  cosR,  X  =  ^¥  cosF,  x, 

R  cosR,  X  =^  2^  ^^^  ^^' 
RcosHTs  =^  ^FcosF,  z. 


irque.  —  Il  suit  de  ce  qu'on  vient  de  dire  que  si  a  un 
^quelconque  de  forces  nous  en  ajoutons  une  autre  égale 
séeà  leur  résultante,  nous  produirons  l'équilibre. 
Tet,  on  a  un  polygone  OABCD  {/Ig.  7  ),  formé  par  les 
nises  bout  à  bout  ;  la  résultante  est  représentée  en  gran- 
en  direction  par  OD;  si  nous  ajoutions  une  force  égale, 
rîgée  de  D  vers  O.  le  polygone  des  forces  serait  fermé,  la 
lie  serait  nulle;  les  forces  se  feraient  donc  équilibre, 
exprimer  qu'un  point  est  en  équilibre  sous  l'action  d'un 
î quelconque  de  forces,  il  faut  donc  exprimer  que  le  po- 
des  forces  est  fermé;  ainsi  ces  conditions  d'équilibre 
idemment 

V  FcosF,  X  —  o. 


^FcosF,  x  —  Of 
V  F  cosF,  z  =  o, 


§  II.  —  Définition  de  la  masse. 

TU  que  les  forces  sont  proportionnelles  aux  accéléra- 
(l'elles  impriment  à  un  môme  point  matériel  ;  donc,  pour 
itmalérlel  quelconque,  nous  aurons  une  équation  de  la 

F  =  mj\ 

t  an  coe(Dcienl  constant.  Ce  coefficient  varie  d'ailleurs 
Dn  passe  d'un  point  matériel  à  un  autre;  sa  valeur  nu- 

[.  a 
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mérique  dépend  à  la  fois  de  l'unité  de  force  et  de  l'unité  d 
longueur;  mais  ces  unités  une  fois  choisies,  F  et  j  sont  repri 
sentées  par  des  nombres,  et  alors  la  valeur  numérique  de  i 
est  déterminée. 

Les  corps,  même  supposés  réduits  à  de  simples  points  im 
térielsy  ne  doivent  pas  être  regardés  comme  identiques  les  un 
aux  autres,  au  point  de  vue  des  effets  qu'ils  éprouvent  de  k 
part  des  forces  qui  leur  sontappliquées.  11  existe  dans  les  rorpi 
une  qualité  en  vertu  de  laquelle  ils  diffèrent  les  uns  des  au- 
tres au  point  de  vue  mécanique,  et  dont  on  reconnaît  l'eus- 
tence  par  les  accélérations  plus  ou  moins  grandes  qu'ils  éproo* 
vent  de  la  part  d'une  même  force,  c'est-à-dire  par  les  diiïéreft- 
tes  valeurs  que  prend,  pour  différents  corps,  le  coefOcientJi 
de  réquation  F  =  m/. 

Cette  qualité  est  ce  qu'on  nomme  la  niasse;  et  Ton  ditqw 
deux  corps,  quelle  que  soit  leur  nature  chimique,  ont  la  méim 
masse,  lorsque,  soumis  à  l'influence  d'une  même  force,  ils  M 
qtiièrent  des  vitesses  égales  dans  des  temps  égaux. 

Il  est  naturel  de  dire  que  deux  corps  ont  des  masses  don 
blés,  triples,  etc..  Tune  de  l'autre,  s'ils  exigent  des  forces doo 
blés,  triples,  etc.,  pour  prendre  une  accélération  déterminée 
Or,  ceci  revient  à  considérer  les  masses  des  corps  comme  pn^ 

F 

portionnelles  aux  quotients  -  d'une   force  par  l'accélératioi 

qu'elle  leur  imprime.  Enfin,  on  est  convenu  de  prendre  a 
quotient,  c'est-à-dire  le  nombre  m,  pour  la  valeur  même  et 
la  masse  ;  c'est-à-dire  qu'on  appelle  masse  le  coefDcieot  JUt 
constant  pour  un  même  corps  défini  par  l'équation 

F  =  mj. 

La  masse  ne  constitue  pas  une  résistance  au  mouvemeol 
Théoriquement,  la  plus  petite  force  appliquée  a  un  point  mi* 
tériel  libre  le  mettra  toujours  en  mouvement;  seulement, h 
mouvement  sera  toujours  plus  ou  moins  lent,  selon  que  h 
masse  sera  plus  ou  moins  grande.  On  se  fait  une  idée  de  o 
que  c'est  que  la  masse  en  se  reportant  à  la  théorie  de  la  ch 
leur  :  un  corps  quelconque^e  repousse  pas  complétemei 
la  chaleur;  seulement,  il  s'échauffe  plus  ou  moins,  selon  s 
nature,  tout  comme  un  corps  soumis  à  l'action  d'une  fore 
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vend  une  accélération  plus  ou  moins  grande^  en  raison  de  la 
nndeur  de  sa  masse. 

En  Statique»  où   l*on  considère  seulement  des  corps  en 
qailibre  sous  l'action  des  forces  qui  leur  sont  appliquées,  la 
DDSidératlon  de  la  masse  ne  s'introduit  pas. 
fl  n'y  a  pas  d'unité  de  masse,  pas  plus  qu'il  n'y  a  d'unité  de 
tesse.  Dans  l'équation 

F  =  m/, 

faleur  numérique  du  coefficient  m  est  déterminée  quand  on 
les  valeurs  de  F  et  de  j  ;  elle  dépend  donc  à  la  fois  de  l'unité 
s  force  et  de  l'unité  de  longueur,  le  rapport  de  deux  masses 
int  toutefois  Indépendant  de  ces  deux  uniiés. 
En  Astronomie,  on  a  l'habitude  de  rapporter  toutes  les 
uses  à  la  masse  du  soleil  prise  pour  unité,  ce  qui  semble 
I  contradiction  avec  ce  que  nous  venons  de  dire.  Mais  alors 
fcot  remarquer  que  les  forces  ne  sont  plus  exprimées  en  ki- 
ipammes  :  elles  ne  peuvent  même  pas  être  rapportées  à  au- 
me  unité  particulière;  ce  sont  de  simples  coefficients  numé- 
qaes  dont  la  valeur  est  donnée  par  l'équation 

F  =  m/. 

Désignons  par  P  le  poids  d'un  corps;  l'expérience  a  montré 
n'avec  certaines  restrictions  physiques,  ce  poids  communique 
u  corps  une  accélération  gy  constante  dans  un  même  lieu 
our  tous  les  corps.  L'équation  générale  devient  alors 

P  =  mg, 

étant  une  constante  dont  la  valeur  à  la  latitude  de  Paris  et 

1  niveau  de  la  mer  a  été  trouvée  égale  à  9,8088. 

Donc  la  masse  d'un  corps  est  proportionnelle  à  son  poids  (*). 


I*}  Ced  va  noas  permettre  de  compreDdre  la  raison  pour  laquelle  on  défi- 
t  ^Miqoefoia  U  maite  la  quantité  de  matière  qui  se  trouve  dans  un  corps. 
»en»m  de  voir  que  le  poids  est  proporUonnel  à  la  masse;  nous  ayons 
Ift  ■atUre  :  oe  qui  persiste  d'un  corps  quand  il  a  perdu  toutes  les  pro- 
qai  le  eonstituaient  comme  corps.  Or,  Teipéricnce  montre  que,  quelles 
ifaiant  les  tranaformations,  soit  physiques,  soit  chimiques,  que  Ton  peut  faire 
ir  k  iiB  corps,  ton  poida  reste  constant;  il  est  donc  naturel  de  regarder  le 

a. 
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Toutefois,  il  faut  bien  se  garder  de  confondre  le  poii 
avec  la  masse.  En   effet,  le  poids  varie  avec  une  foule  i 

circonstances  physiques;  mais  la  valeur  de  g  varie  dans  1< 

P 

mêmes  circonstances,  de  sorte  que  le  quotient  -reste  cor 

stant. 

Il  nous  est  facile  actuellement  de  calculer  l'accélération  qo 
prend,  sous  l'influence  d'une  force  donnée,  un  corps  asse 
petit  pour  qu'on  puisse  l'assimiler  à  un  point  matériel.  En  effe 
le  poids  de  ce  corps,  divisé  par  g,  fera  connaître  sa  masse  a 
et  l'on  obtiendra  ensuite  l'accélération  cherchée  en  divisai 
par  m  le  nombre  de  kilogrammes  qui  mesure  la  force. 

'§111.   —    Du    TBAVAIL   DES   FORCES. 

Considérons  une  force  F,  appliquée  à  un  point  matériel 
{Jig.  8),  et  supposons  que,  sous  l'action  de  cette  force  (*),  I 
point  A  ait  parcouru  dans  le  temps  dt  un  arc  infiniment  pc 
tit  AA%  que  nous  représenterons  par  ds. 

Définition.  —  On  appelle  travail  élémentaire  de  la  force 
correspondant  au  déplacement  A  A'  de  son  point  d'applicatio 
le  produit  de  la  force  par  le  chemin  parcouru,  projeté  su 
la  direction  de  cette  force. 

Cette  définition  se  traduit  analytiquement  par  l'équation 


(i)  d.TF=z¥dscos¥,ds. 


poids  comme  proportionnel  à  la  quantité  de  matière  qui  eiitte  dams  le  eoip 
Kn  y  regardant  d'un  peu  plus  près,jon  voit  que  la  masse,  plutôt  que  le  poU 
doit  être  regardée  comme  proportionnelle  à  la  quantité  de  matière;  en  cft 
le  poids  est  une  quantité  tout  à  fait  contingente,  qui  varie  suivant  le  lieo  ( 
Ton  se  trouve  ;  la  masse ,  au  contraire,  reste  rigoureusement  et  absolooMi 
constante  dans  toutes  les  circonstances. 

(*  ;  il  serait  souverainemeiit  inexact  de  dire  que  le  déplacement  du  poi 
d'application  a  lieu  fn  vertu  de  faction  de  la  force,  L'espaoo  parcoum  ptr  \ 
point  mobile  pendant  le  temps  dt  a  pour  expression  vdt  :  il  est  uniqneMi 
dû  à  la  vitesse  acquise  en  vert»  des  causes  qui  ont  agi  antérieurement  à  ré| 
que  que  Ton  considère.  Quand  plusieurs  forces  agissent  simultanément  sar 
même  point  matériel,  les  travaux  de  ces  forces  sont  des  quantités  abaolun 
indépendantes  Tune  de  l'autre. 
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Le  travail  d'une  force  est  positif  ou  négatif,  suivant  le  signe 
Al  cosinus  qui  Ggure  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i). 
L'osage  a  consacré  les  dénominations  de  travail  moteur^  pour 
désigner  un  travail  positif,  c'est-à-dire  le  travail  d'une  force 
(pi  foit  un  angle  aigu  avec  la  direction  de  la  vitesse  de  son 
point  d'application  ;  et  de  travail  résistant,  pour  désigner  le 
Umil  négatif  qui  fait  un  angle  obtus  avec  la  direction  de  cette 
fflème  vitesse. 

Nous  aurons  à  justiHer  plus  tard  l'introduction  dans  le  lan- 
pge  mathématique  de  toutes  ces  expressions  empruntées  au 
Dictionnaire  des  Économistes.  La  notion  du  travail  est  une 
donnée  tout  à  fait  fondamentale  dans  la  Mécanique  appliquée; 
comme  elle  implique  nécessairement  Tidée  de  mouvement, 
elle  peut  sembler  étrangère  à  la  Statique.  Nous  verrons  pour- 
int  que  la  considération  du  travail  est  la  base  d'un  principe 
M  théorème  célèbre,  dont  l'introduction  dans  la  science  de 
féquilibre  date  de  l'époque  de  Galilée,  et  sur  lequel  Lagrange 
I établi  le  fondement  de  toute  la  Statique. 

Cest  pourquoi  nous  avons  dû  définir  dès  à  présent  le  tra- 
nil  comme  une  quantité  purement  géométrique,  comme  le 
froduit  d'une  force  par  une  longueur.  Les  théorèmes  suivants 
lésultent  immédiatement  de  la  définition  du  travail. 

TatoiÈMB  L  —  Le  travail  de  la  résultante  d'un  nombre 
V^konque  de  forces  agissant  sur  un  point  matériel  en  mou- 
vement est  égal  à  la  somme  ^es  travaux  des  composantes, 

(PONCKLET.) 

En  effet,  la  projection  de  la  résultante  sur  une  direction 
(joelconque  est  égale  à  la  somme  des  projections  des  compo- 
sintes  sur  la  même  direction.  Projetons  sur  la  direction  du 
diemin  parcouru,  nous  aurons 

R  cos  R,  c/5  —  V  F  cosF,  ds. 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  le  dé- 
phcemeot  d!f,  il  vient,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i), 

a)        •  d.lVi=^dT¥. 

Datis  les  applications  du  calcul  à  la  Mécanique,  les  forces 
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sont  toujours  déflnies  par  leurs  projections  sur  trois  axes  rec 
tangulaires,  ainsi  que  par  les  coordonnées  x^  jr^  z  de  lem 
points  d'application. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  d'une  force  F  sur  trois  aie 
rectangulaires,  la  somme  des  travaux  de  ces  trois  composanlA 
sera  évidemment 


\ds cosx,  ds  -h  Yrfjcosj,  ds  -¥-  Zdêcosz^  ds. 
Or, 

ds  cosx,  ds  =  dx,    ds  cos  y  fds=zd}rf    dscosz^ds^^ds, 

donc 

(3)  dT¥=:\dx-hYdx-^Zdz. 

Considérons  maintenant  le  déplacement  ds  comme  résultai! 
de  plusieurs  déplacements  r/o-»  da^  ;  cette  décomposition  doaii 
lieu  au  théorème  suivant  : 

Théorème  IL  —  Le  travail  d'une  force  quelconque  F,  pou 
le  déplacement  ds,  est  égal  à  la  somme  des  travaux  de  ceti 
force  correspondants  aux  déplacements  composants  i9 
a(f  y  •  •  ■  • 

Projetons  en  effet  les  déplacements  composants  et  le  dépt 
cément  résultant  sur  la  direction  de  la  force,  nous  aurons 

rf*  cosF,  ^5  =  2^  rfo- cosFjrfo"; 

en  multipliant  par  F,  on  démontre  le  théorème  énoncé. 

Théorie  géométrique  des  moments. 

Travail  des  forces  dans  le  mouvement  de  rotation.  —  Coi 
sidérons  en  particulier  une  force  dont  le  point  d'application 
tourne  autour  d'un  axe  fixe  0  [Jig.  g).  Soit  P  la  projection  < 
la  force  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  0,  et  choisi  de  n 
nière  que  le  mouvement  du  point  M  s'effectue  dans  le  mèi 
sens  que  la  rotation  des  aiguilles  d'une  montre  ;  l'espace  p 
couru  dans  le  temps  dt  est  un  arc  MM'  dirigé  à  peu  iv'ès  si 
vant  la  perpendiculaire  à  OM.  On  a 

MM'  =  rda,  * 
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I  désignant  OM  par  r  et  MOM'  par  da.  Pour  avoir  le  travail 
lia  force*  il  faut  projeter  celle-ci  dans  la  direction  MA  :  cette 
cjertion  est  le  produit  de  P  par  le  cosinus  de  l'angle  f  » 
«■pris  entre  les  directions  MP  et  MM'  ou  MP  et  MA,  et 

iBi 

rf.TF  =  rrfaPcos9. 

Abaissons  du  point  0  une  perpendiculaire  OB  sur  la  direc- 
•n  de  P,  et  appelons  p  cette  perpendiculaire,  dont  Tangle 
5C  OM  est  précisément  égal  à  9,  on  a 

rcos(p=:/i; 

ac,  le  travail  de  la  force  a  également  pour  expression 

)  d,T¥z=zVp.d(x. 

Le  produit  Vp  s'appelle  le  moment  de  la  force  par  rapport 
'ne  de  rotalii|||^*et  Téquation  précédente  s'énonce  : 

rnomÈSE  UI.  —  Le  travail  d'une  force  dont  le  point  d'ap- 
ioa/fon  tourne  autour  d*un  axejixe  est  le  produit  du  dépla- 
memi  angulaire  par  le  moment  de  la  force  par  rapport  à  Vaxe 
rotation. 

On  appelle  moment  d'une  force  par  rapport  à  un  axe,  le 
Mluit  de' la  projection  de  celte  force  sur  un  plan  perpendi- 
hire  à  l'axe,  par  la  plus  courte  distance  de  la  force  et  de 
le;  on  représente  le  moment  d'une  force  F,  par  rapport  à 
laxe  0,  par  la  notation  M» F;  on  a  alors 

MoFr^P/?. 

Si  9  est  l'angle  de  la  force  avec  l'axe,  on  a 

P==Fsin0, 

MoF=:::FpSÏnO. 

Le  moment  est  nul  quand  p  on  0  sont  nuls,  c'est-à-dire 
ind  la  force  rencontre  Taxe  ou  qu'elle  lui  est  parallèle;  en 
mot,  quand  la  force  et  l'axe  sont  dans  un  même  plan. 
}qut  que  l'équation 

d.TF  =  MoF  dcc 

:  générale,  il  faut  donner  un  signe  au  moment;  or,  da  est 
itif;  le  signe  de  Ma  F  doit  donc  toujours  être  le  même  que 
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celui  de  d.T¥.  Or,  si  l'angle  9  est  aigu,  d.TF  est  positif, 
force,  si  elle  agissait  seule,  tendrait  à  faire  tourner  le  p 
dans  le  sens  positif;  si  9  est  obtus,  d.TF  est  négatif,  et  la  H 
tend  à  faire  tourner  le  point  M  dans  le  sens  négatif;  donc,  ei 
le  moment  de  la  force  sera  positif  ou  négatif,  selon  qu 
force  tendra  à  faire  tourner  le  point  dans  le  sens  positif  ou  < 
le  sens  négatif. 

Jxe  représentatif  d'un  moment.  —  Le  moment  d'une  f( 
peut  être  représenté  par  une  longueur  portée  sur  l'axe,  c 
un  sens  ou  dans  l'autre,  selon  que  le  moment  est  positil 
négatif,  mais  toujours  de  manière  qu'en  se  plaçant  sur  cet 
à  la  manière  de  Poinsot  ou  d'Ampère,  on  voie  la  force  lei 
à  faire  tourner  son  point  d'application  dans  le  sens  de  la  r 
tion  des  aiguilles  d'une  montre,  sens  qui  est  notre  sens  pos 

THÉoatMB  DE  Varignon.  —  De  l'équation  ^ÉÊF 

rf.TF  =  MoFrfa, 

on  déduit  un  théorème  célèbre  dû  i  Varignon.  Nous  avons 
montré  que  le  travail  d'une  résultante  est  égal  à  la  somme 
travaux  des  composantes;  or,  les  travaux  de  diverses  foi 
appliquées  à  un  même  point  sont  proportionnels  à  leurs  ; 
ments;donc: 

TuÉotfexB  IV  (théorème  de  Varignon).  —  Le  moment  d 
résultante  par  rapport  à  un  axe  est  égala  la  somme  des 
ments  des  composantes  par  rapport  au  même  axe. 

Cherchons  les  expressions  afgébriques  des  moments  resi 
tifs  d'une  force  par  fapport  à  trois  axes  rectangulaires.     ^ 

Soient  F  une  force  quelconque  ijig.  10),  X,  Y,  Z  ses  c 
posantes  sur  les  trois  axes,  et  x,  7,  z  les  coordonnées  de 
point  d'application.  Cherchons  d'abord  le  moment  de  c 
force  par  rapport  à  l'axe  des  x.  Si  je  désigne  ce  moment  ,pa 
nous  aurons  évidemment 

Nous  aurons  de  même,  en  désignant  par  M  et  N  les  mom' 
respectifs  de  F  par  rapport  à  l'axe  des  y  et  à  l'axe  des  ^, 

M  =  Xa— Z:r 

N  =  Yx-Xr.* 
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Trouvons  enOn  le  moment  G  de  la  force  par  rapport  à  une 
èoite  quelconque  OU  déterminée  parles  angles  X,  ii,  v,  qu'elle 
ftilavec  les  trois  axes  coordonnés.  Soit  da  le  déplacement  an- 
golilre  autour  de  cette  droite  :  on  peut  regarder  ce  déplace- 
ment comme  résultant  des  déplacements  simultanés 

dacoslf     dacosuL,     dxcosv, 

firailèles  respectivement  aux  trois  axes  coordonnés. 

exprimons  que  le  travail  de  la  résultante  pour  un  mouve- 
Hent' résultant  est  égal  à  la  somme  des  travaux  Vie  cette  force 
pour  dvlbnn  des  mouvements  composants,  nous  aurons 

Grfa  i=Lrfacos>.  H-Mrfacosa  -hNrfacosv, 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  da, 

(5)  G  =  LcosX-hMcosfx-»-  Ncosv. 

Projections  dti  moments.  —  Considérons  les  axes  représen- 
IMits  des  moments  L,  M,  N,  G,  c'est-à-dire  portons  sur  les  droi- 
les  Ox,  OXf  Oz,  OU  des  Tongueurs  respectivement  égales  aux 
Boments  correspondants,  et  cherchons  le  lieu  des  points  ainsi 
déterminés.  11  faut  faire  dans  l'équation  (5),  jt.,^.,  «i  étant  les 
coordonnées  courantes  d'un  point  du  lieu, 
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La  substitution  de  ces  valeurs  donne 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  sphère  qui  passe  par  l'origine, 
«ouille  est  taagenle  au  plan  conduit  par  cette  origine  et  par 
It  direction,  de  la  force  F.  En  effet,  l'équation  du  plan  tangent 
lu  point  (x,  =  o, }',  nro,  5i=:=o)  est  ' 

Lx,  -h  Mj,  -h  N^,  =  o, 
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et  ce  plan  contient  à  la /ois  le  rayon  vecteur  OH  et  la  parallèle 
à  la  force  F  menée  par  Torigine.  Le  moment  est  nul  par  np» 
port  à  une  droite  quelconque  contenue  dans  ce  plan. 

Le  même  moment  atteint  au  contraire  son  maximum,  repré- 
senté par  le  diamètre  de  la  sphère,  autour  d'une  perpendico* 
lairc  au  plan  dont  nous  venons  de  parler.  Ce  maximum,  égd 
au  produit  de  la  force  par  sa  dislance  à  l'origine,  s'appelle  le 
moment  de  ia  force  par  rapport  au  point  O.  Le  moment  relatif 
à  un  axe  quelconque  est  la  projection  sur  cet  axe  du  diamèlM 
de  la  sphère,  c'est4  dire  du  moment  maximum  ou  du  mOmeal  i 
relatif  à  l'origine.  * 

§  IV.  —  Notions  sue  là  constitctioii  dbs  goeps  natubbu. 

Pour  terminer  ce  chapitre,  consacré  aux  notions  préliminai- 
res, et  avant  d'entrer  dans  le  détail  de  la  recherche  des  condi- 
tions  d'équilibre  d'un  point  matériel,  ou  d'un  corps  quelcon- 
que placé  dans  des  conditions  déterminées,  exposons  avec 
précision  la  manière  dont  nous  comprenons  la  constitutioa 
intime  des  corps  de  la  nature. 

Si  l'on  se  reporte  à  notre  définition  du  point  matériel^  m 
aura  le  droit  de  dire  en  toute  rigueur,  eif  renversant  cette  dé- 
finition, qu'un  corps  quelconque  est  composé  d'une  infinité 
de  points  matériels  infiniment  petits.  Qu'ils  soient  isolés,  qu'ib 
soient  en  contact,  peu  nous  importe;  mais  puisqu'ils  forment 
Ufi  corps,  ces  points  ne  sont  pas  libres,  indépendants  les  uns 
des  autres;  il  se  développe  entre  eux  des  actions  mutueUes 
qui  suivent  des  lois  que  nous  ne  connaissons  pas  et  que  nmis 
ne  pouvons  pas  connaître.  Nous  introduirons  ces  actions  dans 
nos  raisonnements,  ei  nous  considérons  que  les  points  ma- 
tériels sont  en  équilibre  sous  l'effet  combiné  des  forces  don- 
nées et  de  ces  actions  inconnues. 

On  peut  être  tenté  de  confondre  nos  points  matériels  avec  • 
les  molécules  des  physiciens  ;  c'est  là  une  erreur  contre  laquelle 
il  faut  se  mettre  en  garde.  Si  les  corps  sont  composés  de  mo- 
lécules, nous  sommes  obligés  d*admettre  que  fesdimensftnSy 
la  forme  et  la  disposition  de  celles-ci  doivent  influer  sur  les 
propriétés  des  corps  :  le  seul  phénomène  de  la  cristallli»itioil^ 
rend  ce  fait  indubitable.  11  n'y  a  donc  aucun  rapport  possible 
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Ire  les  molécules^  telles  que  Ips  physiciens  les  conçoivent,  et 
^points  maiériels,  qui  n'ont,  eux,  ni  dimensions,  ni  formes 
6eiales«  Les  molécules,  si  elles  existent,  sont  des  assembla- 
8  de  points  matériels. 

Bifin,  ce  qui  est  un  point  assez  important,  l'existence  des 
ilécules  est  encore  une  chose  tout  à  fait  hypothétique,  qui 
Dt  être  commode  pour  relier  entre  elles  diverses  théories 
jsiques^  tandis  que  nous  énonçons  une  vérité  tout  à  fait  in- 
nlestable  quand,  aprè^avoir  défini  point  matériel  ce  qu'on 
lient  en'divisant  iin  corps,  nous  disons  qu*on  reconstitue  le 
rps  en  en  réunissant  à  posteriori  toutes  tes  parties. 
Or,  toutes  les  fois  que  nous  sommes  obligés  de  recourir  à 
le  hypothèse,  nous  avons  soin  de  la  mettre  nettement  en  évi- 
nce; et  il  est  jtiate  aussi  de  montrer,  d'un  autre  côté,  ce  qui 
kouie  rigoureusement  de  nosdôHnitions. 
Fai  dit  que  nous  ne  savions  absolument  rien  sur  le  mode 
elbison,  d'assemblage,  pour  ainsi  dire,  qui  constitue  un  corps 
Iqfsique  au  moyen  des  éléments  que  nous  nommons /iom/5 
mUrieU,  Il  ne  nous  est  pourtant  pas  possible  d'aborder  la 
lécanique  proprement  dite  sans  avpir  quelque  idée  à  ce  su- 
ei,  c'est-à-dire  sans  faire  quelques  hypothèses,  sans  poser 
joelque  principe  analogue  à  ceux  qui  nous  ont  servi  à  ré- 
oodre  les  problèmes  qui  se  rapportent  au  point  matériel. 

One  seule  de  ces  hypothèses  se  rencontre  dans  la  Mécani- 
|oe  rationnelle  :  elle  constitue  le  troisième  priocjpe  fonda- 
Motal  dont  nous  avons  parlé,  principe  qui  a  été  introduit  dans 
Il  science  par  Newton. 

TioisiÈXE  ptiNCiPE.  —  Égalité  de  Vaction  et  de  la  réaction, 
-  Ce  principe  suppose  d'abord  que  toute  force  réellement, 
physiquement  existante  (par  opposition  avec  les  forces  fictives 
lelles  que  les  résultantes,  les  projections,  et  autres  forces  du 
liêoie  genre  que  nous  avons  introduites  uniquement  pour  la 
Ximniodité  du  raisonnement),  toute  force  donc,  réellement 
(tîstante,  non-seulement  est  subie  par  un  point  matériel, 
mis  encore  est  nécessairement  due  à  l'existence  d'un  autre 
^tevatérlel,  qui  peut  être  considéré  comme  exerç.nnt  sur 
^premier  la  force  dont  il  est  question.  Or,  le  principe  dont 
s'agit  consiste  en  ce  que  : 
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Si  un  point  matériel  M  reçoit  d'un  autre  point  matériellt 
une  certaine  action/;  réciproquement,  le  point  M' reçoit d$1l 

une  action  égale  et  contraire  f,  qu'on  appelle  la  réaction  ii 
point  M'. 

Distinction  des  forces  extérieures  et  des  forces  intérleëtÈA 
—  Il  suit  de  là  que  dans  chaque  système  de  points  malériell 
que  nous  étudierons,  il  faudra  considérer  deux  genres  if 
forces  :  celles  que  nous  appellerons /orce«  intérieures,  elkl 
forces  extérieures. 

Soit  A  un  point  du  système  que  nous. étudions,  B  M 
point  qui  agit  sur  lui;  si  B  appartient  également  à  notre  ^ 
tème  matériel,  la  force  qu*il  exerce  sur  le  point  A  est  mi 
force  intérieure;  nous  la  désignerons  par  une  petite  lettre. I 
le  point  B  ne  fait  pas  partie  du  système  dont  nous  nous  oca^ 
pons,  cette  force  qui  émane  du  point  B  est  une  force  èxtériém 
au  système,  et  nous  la  représenterons  par  une  grande  lettre.  ' 
Les  forces  extérieures  et  les  forces  Intérieures  ne  dïttèntt 
évidemment  pas  dans  leur  essence;  elles  ne  diffèrent  que  pa 
la  manière  dont  elles  figqrent  tians  nos  raisonnements  etiMi 
calculs. 

Une  même  force  peut  Jouer,  tantôt  le  rôle  de  force  iolé* 
rieure,  tantôt  le  rôle  de  force  extérieure,  suivant  les  CÊi,B 
Ton  considère,  par  exemple*  le  njouvement  d'un  corps  qrf 
tombe  a^ la  surface  de  la  terre,  l'attraction  qu'une  des  niolé« 
cules  de  ce  corps  éprouve  de  la  part  d'une  molécule  quel- 
conque de  la  terre  est  une  force  extérieure;  si,  au  contraire,oi 
considère  le  mouvement  d'un  système  matériel  formé  deb 
terre  tout  entière  et  des  corps  qui  se  trouvent  à  sa  surface  el 
dans  son  voisinage,  la  même  attraction  devient  une  force iiK 
térieure. 

Il  est  clair,  d'après  le  principe  de  l'égalité  de  Faction  et  de 
la  réaction,  que  si  l'on  prend,  parmi  les  forces  qui  agisse^ 
sur  les  divers  points  d'un  système  matériel,  toutes  celles qu 
sont  des  forces  intérieures,  ces  forces  sont  égales  deux  à  deui 
et  opposées.  11  existe  bien  une  force  égale  et  opposée  à  chi 
cune  des  forces  extérieures,  mais  nous  n'avons  pas  à  n^uMC 
cuper  de  cette  force,  puisqu'elle  n'est  pas  appliquée  iwk 
des  points  dont  nous  étudions  le  mouvement  ou  l'équilibre. 
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Il  arrive  que  dans  certaines  équations,  où  Ton  considère 
ressemble  de  toutes  les  forces  agissant  sur  un  système  maté- 
riel, les  forces  intérieures  disparaissent,  parce  que  les  deux 
htces  jumelles,  qui  ne  vont  pus  Tune  sans  l'autre,  d'après 
DOire  définition  des  forces  intérieures,  introduisent  dans  ces 
éfualions  des  termes  égaux  en  valeur  absolue  et  de  signes 
coDlralres. 

hr  exemple,  on  reconnaît  aisément  que  : 

!•  La  somme  des  projections  sur  un  axe  quelconque  de  deux 
fsfces  intérieures  conjuguées  est  identiquement  nulle, 

af  La  somme  des  moments  de  deux  pareilles  forces  autour 
tane  droite  quelconque  est  identiquement  nulle. 

Eo  effet,  la  projection  ou  le  moment  d'une  force  est  une 
fuuilîlé  qui  change  de  signe  avec  le  sens  de  la  force,  et  qui 
K dépend  nullement  de  la  position  du  point  d'application  de 
hforce,  sur  la  droite  qui  en  représente  la  direction. 

Travaux  des  forces  intérieures,  —  Au  contraire,  la  somme 
fa  travaux  des  forces  intérieures  est  susceptible  d'une  ex- 
pession  remarquable,  dont  nous  ferons  fréquemment  usage. 

Soient  M  et  M'  [Jig.  n)  deux  points  matériels  agissant  l'un 
Ht  l'autre,  je  suppose,  pdr  répulsion;  soit /l'action,  égale  à  la 
ritction.  Supposons  que  les  points  M  et  M'  se  soient  déplacés 
fune  manière  quelconque  et  soient  venus,  le  premier  en  M,, 
le  second  en  IT,.  La  somme  des  travaux  des  deux  forces  sera 

/(M'F-MP), 

P'ct  P  étant  les  projections  des  points  M,  et  M',  sur  la  direc- 
tion MM';  cette  somme  sera  encore  représentée  par 

/(FF -MM';. 

OrMiM',  et  FF  ne  diffèrent  que  d'un  infiniment  petit  de 
deaxième  ordre;  nous  pouvons  donc,  dans  l'expression  précé- 
glente,  remplacer  FF'  par  M,  M', ,  et  alors  le  coefficient  de  /  dé- 
fient 

M.M'.-MM'r^rfr, 

en  désignant  par  r  la  longueur  MM'.  On  aura  donc  pour  la 

soiline  des  travaux 

fdr. 

La  même  expression  représentera  aussi  bien  le  travail,  dans 
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le  cas  d'une  foi  ce  aitrartive,  en  convenant  de  regarder 
les  attractions  comme  négatives,  les  répulsions  étant  posi- 
tives. 

Des  solides  invariables,  —  Si  nos  deux  points  M,  M' se  sont 
déplacés  sans  que  leur  distance  ait  changé  (comme  cela  aunit 
Heu  si  ces  points  faisaient  partie  d'un  système  absolument lo-  < 
variable  de  forme,  tel  que  ceux  dont  nous  avons  étudié  k  ' 
mouvement  géométrique  dans  la  première  Section  de  cet  oi-  j 
vrage),  on  a  '• 

dr=o; 

par  conséquent  la  somme  fdr  d^s  travaux  des  actions  nra- 
tuelles  de  ces  deux  points  est  nulle. 

Il  suit  de  là  que,  dans  tout  déplacement  commun  qui  n*ûr 
tère  pas  les  distances  mutuelles  des  points  d'un  système  quel- 
conque, les  forces  intérieures  ne  figurent  pas  dans  la  somp 
des  travaux  des  forces  agissant  sur  tous  les  points  du  système: 
ce  qui  tient  à  ce  que  ces  forces  introduisent  dans  cette  somne 
des  termes  qui  sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  coa-  ' 
traires,  et  qui  se  détruisent  algébriquement. 

Il  s'attache  un  très-grand  intérêt  aux  équations  qui  sont  la- 
dépendantes  des  actions  intérieures,  vu  notre  ignorance  M 
sujet  de  ces  forces  :  aussi  a-t-on  l'habitude  en  Mécanique  de 
distinguer  soigneusement  les  systèmes  qu'on  suppose  absola- 
ment  invariables  de  formes,  c'est-à-dire  composés  de  poiab 
matériels  qui  ne  peuvent  en  aucune  façon  s'approcher  ou  8*6* 
loigner  les  uns  des  autres;  c'est  à  un  pareil  système  quenov 
donnons  le  nom  de  solide  invariable. 

Cette  invariabilité  absolue  de  forme  d'un  système  matériel 
ne  se  rencontre  pas  dans  la  nature.  Il  existe,  il  est  vrai,  ua 
grand  nombre  de  corps  solides  qui  semblent  ne  pas  éprouver 
de  changement  de  forme,  de  quelque  manière  qu'on  cherche 
à  agir  sur  eux,  pourvu  toutefois  que  les  forces  qu'on  leurap-* 
pliquc  ne  dépassent  pas  de  certaines  limites;  mais  si  ces  corps 
paraissent. conserver  la  figure  qu'ils  avaient  d'abord,  c'est  que 
les  déformations  qu'ils  ont  subies  sont  trop  petites  pour  que 
nous  puissions  les  apercevoir;  elles  n'en  existent  pas  m^ins 
et  se  manifestent  dans  les  machines  par  des  perles  de  travail 
et  des  usures  de  matériaux.    * 


GIAP.  I.  —  FftIHGIPBS  PONDAHBlfTAUl  DE  LA  8TATIQUB,  ETC.       3l 

Pour  distinguer  ces  corps  des  premiers,  nous  leur  donnerons 
nom  de  solides  naturels. 

Un  mode  de  raisonnement  que  nous  emploierons  souvent 
I  Statique  est  celui-ci  :  Pour  trouver  les  conditions  d*équi- 
ired'un  corps  naturel  quelconque,  solide,  liquide,  d'un  cor- 
««  d'un  système  articulé,  nous  supposerons  l'équilibre  établi, 
dès  lors  nous  pourrons,  sans  troubler  cet  équilibre,  con- 
^roir  que  le  corps  devienne  rigoureusement  invariable.  Donc, 
l'on  cherche  les  conditions  pour  que  l'équilibre  ait  lieu  en 
ipposantce  corps  rigide,  ces  conditions  devront  être  néces- 
irement  remplies  pour  l'équilibre  du  corps,  après  que  nous 
i  aurons  rendu  la  possibilité  de  subir  certaines  déformations. 
lulement,  en  général,  ces  conditions  ne  seront  plus  alors 
kIBsantes. 

De  l'élasticité.  --  Il  faudra  donc,  après  avoir  établi  les  con- 
tions qui  seraient  suffisantes  pour  l'équilibre  si  le  corps  était 
|oureusement  invariable,  faire  une  deuxième  étude  plus 
lignée,  et  voir  comment  les  corps  naturels  peuvent  se  dé- 
ffmer  sous  l'influence  des  efforts  auxquels  ils  doivent  se 
ouver  soumis  dans  nos  machines  ou  nos  constructions.  Ce 
DQvel  ordre  de  questions  est  du  domaine  de  l'expérience. 
Cest  rexpérience  qui  nous  apprend  que  les  solides  naturels 
résentent,  pour  la  plupart,  la  propriété  connue  sous  le  nom 
'élasticité^  en  vertu  de  laquelle  ils  reprennent  leur  forme  pri- 
dtive,  quand,  par  un  certain  effort,  on  les  a  déformés.  Nous 
irons  donc  une  seconde  approximation  en  tenant  compte  de 
ette  propriété;  d'ailleurs,  pour  avoir  des  hypothèses  nettes  et 
récises,  nous  considérerons  deux  cas  limites,  celui  d'un  corps 
oaé d'une  élasticité  parfaite,  et  celui  d'un  corps  complètement 
éoué  d'élasticité. 

Cest  encore  à  l'expérience  qu'il  faudra  faire  appel  pour  sa- 
oir  dans  quels  cas  nous  pourrons  appliquer  aux  corps  natu- 
ds  les  résultats  de  ces  nouvelles  recherches  qui  reposent 
Bcore  sur  de  pures  abstractions.  Ainsi,  pour  un  corps  solide 
filerminé,  nous  reconnaîtrons  que  sous  l'influence  d'efforts 
ni  06  dépassent  pas  une  certaine  limite,  l'élasticité  peut  être, 
iDS  erreur  appréciable,  considérée  comme  parfaite;  au  delà, 
1  ne  peut  plus  compter  que  le  corps  revienne  à  son  état  pri- 
itif»  c'est  i  un  autre  corps  qu'on  aura  affaire.  Les  forces  con- 


à 
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tinuani  à  augmenter  à  partir  de  cette  limite ,  le  corps  finit 
par  se  briser.  Nous  déterminerons  avec  soin  cette  limite,  qu'o 
appelle  limite  d'élasticité»  et  nous  saurons  ainsi  que  tant  qi 
nous  ne  la  dépasserons  pas,  nous  pourrons  appliquer  sai 
crainte  les  résultats  que  la  théorie  nous  a  donnés  pour  ce  c 
idéal. 

Si  certaines  pièces  de  machines,  certaines  parties  de  m 
constructions  se  trouvent  soumises  à  des  efforts  dépassant 
limite  d'élasticité  de  la  matière,  il  sera  sage  de  changer  lesdi 
positions  employées,  afin  de  rentrer  dans  le  cas  normal. 


»•••< 
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CHAPITRE  IL 

ÉQUILIBRE  D'UN  PQINT  MATÉRIEL. 


-  Équilibre  d'un  point  matériel  libre.  —  Équilibre  d'un 

POINT    qui   N*EST    pas    ABSOLUMENT   LIBRE. 

Uatique  est  la  science  de  l'équilibre  des  forces, 
s  allons  d'abord  considérer  le  cas  où  un  corps  réduit 
impie  point  matériel  esl  sollicité  par  des  forces  quel- 
es;  et  nous  chercherons  quelles  sont  les  conditions 
livent  être  satisfaites  pour  que  ces  forces  se  fassent 
)re.  Ces  conditions  étant  supposées  remplies,  le  corps 
I  en  repos»  s'il  est  en  repos;  ou,  s'il  est  en  mouvement 
action  d'autres  forces,  le  mouvement  continuera  comme 
es  qui  se  font  équilibre  n'existaient  pas. 
e  première  partie  de  la  Statique  est  extrêmement  simple  ; 
l'y  a  absolument  rien  à  ajouter  aux  notions  qui  précè- 
pour  avoir  la  théorie  complète  de  l'équilibre  d'un  point 
iel.En  effet,  tant  de  forces  que  Ton  voudra,  agissant  sur 
int  matériel,  ont  une  résultante,  c'est-à-dire  qu'il  existe 
>rce  unique  capable  de  les  remplacer  toutes.  Pour  l'è- 
re, il  faut  que  celle  résultante,  qui  est  représentée  par 
mgueur,  soit  nulle  ;  or,  pour  qu'une  longueur  soit  nulle, 
et  il  suffit  que  ses  projections  sur  trois  axes  reclangu- 
soient  nulles  séparément  :  nous  traduirons  donc  les 
ions  de  l'équilibre  en  écrivant 


CCS 


F,  j:  =  o,     VFcosF,r=o,     VFcosF,  2  =  0, 


iprès  nos  notations 

X  =  o,    Y=o,    Z  =  o. 

les  sont  les  équations  nécessaires  et  suffisantes  pour 

point  matériel  libre  soit  en  équilibre. 

[I.  3 
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11  peut  se  faire  que  le  point  dont  on  cherche  les  condition 
d'équilibre  ne  soit  pas  libre  de  se  mouvoir  d'une  manière  quel 
conque  dans  l'espace,  c'est-à-dire  que  ses  coordonnées  ii 
puissent  pas  prendre  toutes  les  valeurs  possibles.  Les  dépb 
céments  de  ce  point  étant  soumis  à  certaines  conditions,  si  1 
résultante  des  forces  qui  agirent  sur  lui  tend  à  lui  faire  prendr 
un  mouvement  incompatible  avec  ces  conditions,  le  poiii 
restera  en  repos,  absolument  comme  si  cette  résultante  étii 
nulle. 

L'effet  de  la  force  sera  alors  simplemeifit,  comme  on  dit,  A 
tendre  les  liens  du  système,  expression  déduite  des  cas  an 
logues  à  ceux  où  l'on  a,  par  exemple,  un  corps  suspendvi 
un  fil  et  soumis  à  une  force  agissant  dans  le  prolongemea 
duGl. 

En  général,  quand  un  corps  est  gêné  dans  ses  mouvemeM 
par  d'autres  corps,  et  qu'il  reste  en  équilibre  malgré  l'actioi 
d'une  force,  l'effet  de  cette  force  se  reporte  sur  les  corps  qs 
s'opposent  à  certains  mouvements  :  elle  produit  ce  qu'on  q 
pelle  la  charge  des  appuis  ou  la  tension  des  liens. 

Dans  la  Mécanique  rationnelle,  on  ne  tient  pas  compte  i 
la  nature  physique  des  liens,  appuis,  etc.  On  traduit  en  A) 
gèbre,  et  on  exprime  par  des  équations  (dites  équations  i 
liaison)  les  conditions  qui  résultent  de  la  présence  de  M 
appuis  fixes  ou  mobiles  ;  et  l'on  suppose  ainsi  que  ces  appii 
sont  doués  de  toute  l'inflexibilité  d'une  équation  algébri<|iM 
Pratiquement,  il  est  indispensable  de  calculer  les  charges  de 
appuis  et  de  s'assurer,  en  ayant  égard  à  leur  nature  rédk 
qu'ils  peuvent  résister  aux  efforts  qu'ils  ont  à  supporter. 

§  VL  —  Équilibre  d'un  poikt  assujetti  a  rester  sur  uki  soi 

FACE   FIXE. 

Un  point  qui  n'est  pas  libre  peut  être  plus  ou  moins  gè» 
Supposons  d'abord  que  ses  coordonnées  soient  liées  enti 
elles  par  une  relation  unique 

(a)  <^{x,y,z)  =  o. 

On  peut  matérialiser  la  condition  exprimée  par  celte  éqi 
tion,  quelles  que  soient  les  véritables  liaisons  physiques  d 
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quelles  on  Tait  déduite,  en  supposant  que  le  point  ne  puisse 
pis  quitter  la  surface  représentée  par  l'équation  (2),  en  ayant 
failleurs  la  liberté  de  se  mouvoir  sur  cette  surface  de  toutes 
les  manières  possibles.  Ainsi,  quand  un  point  doit  rester  à 
me  distance  constante  d'un  axe  fixe,  on  peut  supposer  qu'il 
le  meut  sur  un  cylindre  de  révolution  autour  de  cet  axe;  s'il 
lioit  rester  à  une  distance  constante  d'un  point  fixe,  co^ïme 
ians  le  cas  du  pendule  simple,  on  pourra  supposer  qu'il  se 
Deut  sur  une  sphère,  etc. 

Il  est  évident  que  l'équilibre  aura  lieu  si  la  résultante  des 
Ofces  qui  agissent  sur  le  point  matériel  est  dirigée  suivant  la 
lonnale  à  la  surface  directrice  ;  car  alors,  tout  l'effort  de  cette 
ésultante  consistant  à  écarter  le  point  matériel  de  la  surface, 
lins  un  sens  ou  dans  l'autre,  chose  que  nous  supposons  Im- 
NMsible,  cet  effort  sera  complètement  sans  effet  et  le  point 
otera  en  repos. 

n  arrive  souvent  que  le  corps  est  simplement  posé  sur  une 
larbce  matérielle;  il  faut  alors,  si  l'on  veut  que  le  corps  reste 
m  équilibre,  que  la  résultante  des  forces  tende  à  le  faire  pé- 
léirer  dans  l'intérieur  de  la  surface,  et  non  à  l'en  détacher. 
ITesi  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  la  direction  de  la  résul- 
kBle  doit  être  celle  de  la  normale  intérieure. 

L'analyse  nous  apprend  que  si  nous  appelons  a,  (3,  y  les 
H^es  formés  avec  les  axes  coordonnés  par  la  direction  de  la 
■onnale  extérieure  à  la  surface  (2},  on  a 

d(f  dcp  c/(p 

dx  ^       dr  dz 

cosa  =  T— »     cosp:=-r^9     cosy=r-— , 

A9  Û9  '       Acp 


a  posant 


?=-\/( 


d(^ 
dx 


flfiiatdonc,  pour  l'équilibre,  que  les  projections  de  la  résul- 
lifite  X,  Y,Z  soient  respectivement  proportionnelles  à  —  cosa, 
-cosp,  —  cosy,  ou  à 

1/9  d^  d(f  ^ 

dx  dy^  dz  ' 

3. 
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donc  on  écrira»  en  appelant  X  un  certain  facteur  positif» 
X  =  — Xcosa,    ¥  =  — Xcos(3,    Z=— Xcosy, 
ou  bien 

X  :=  —  /i  -j—  »     Y  =  —  A|  -j—  »     Z  =  —  /.|  -T^  1 
ax  dy  dz 

en  représentant^  par  ).,. 
On  peut  écrire  ces  équations  de  la  manière  suivante  : 

IX-i-Xcosa=:o, 
Y  -4-Xcosp  =  o, 
Z  -h  Xcosy:=o. 

Les  trois  cosinus  qui  figurent  dans  ces  équations  sont 
fonctions  connues  des  coordonnées  du  point  que  nous  < 
dions,  X  est  un  coefficient  indéterminé.  En  éliminant  ce  c 
flcient  entre  les  équations  (3),  on  obtiendra  les  deux  relati 
auxquelles  doivent  satisfaire  les  composantes  X,  Y,  Z,  { 
l'équilibre  de  leur  point  d'application.  Ces  relations  étant  i 
posées  vérifiées,  Tune  quelconque  des  équations  (3)  fera« 
naître  la  valeur  de  l'indéterminée  X. 

Mises  sous  la  forme  (3),  les  équations  de  Téquilibre  < 
point  matériel  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface  sont 
mêmes  que  celles  de  ce  point  matériel  libre  soumis 
mêmes  actions,  en  supposant  qu'on  joigne  aux  forces  don 
projections  sur  les  trois  axes  sont  représentées  par  X,  H 
une  nouvelle  force  X  dirigée  suivant  la  normale  extérie 
Cette  force  X,  qui  fait  que  le  point  matériel  peut  être  reg 
comme  libre,  est  ce  qu'on  appelle  la  réaction  de  la  surface 
direction  de  cetie  réaction  est  celle  de  la  normale  extérie 
sa  grandeur  n'est  pas  immédiatement  connue;  mais  il  s 
que  les  trois  équations  aieni  lieu  poui\  une  valeur  conven 
de  X;  les  conditions  d'équilibre,  dans  ce  cas,  se  réduisent( 
à  deux,  qu'on  tirerait  des  équations  (3)  en  éliminant  X. 
deux  conditions  étant  supposées  satisfaites,  Tune  des  À 
tions  fournira  la  valeur  de  la  réaction  inconnue  X. 

En  réalité,  dans  la  nature,  les  choses  ne  se  passent  pas  ai 

Nous  avons  admis  qu'un  corps  placé  sur  une  surface  | 
se  déplacer  comme  on  veut  sur  cette  surface,  sans  un  e 
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oelcooque»  mais  qu'il  ne  peut  y  pénétrer.  II  existe  une  force 
irticulière  appelée /ro/Zeme/i/y  qui  fait  qu'un  point  ne  peut 
déplacer  sur  la  surface  que  si  on  lui  applique,  dans  le  plan 
igeni  à  la  surface,  un  effort  déterminé  ou  un  effort  plus 
ind.  L'action  de  la  surface  n'est  donc  pas  normale  ;  on  n'a 
is,  a  proprement  parler,  d'équations  d'équilibre;  l'équilibre 
Indéterminé,  et  les  forces  indépendantes  de  la  surface 
ivent  varier  dans  une  certaine  mesure  sans  qu'il  y  ait  de 
uvement  produit.  Pour  nous,  qui  faisons  actuellement 
h  Mécanique  rationnelle,  nous  commencerons  par  négli- 
le  frottement,  et  nous  supposerons  toujours  que  l'action 
la  surface  soit  dirigée  suivant  la  normale  extérieure.  Nos 
altats  seront  ainsi  forcément  entachés  d'inexactitude,  et  ne 
ont  pas  directement  applicables  aux  corps  tels  qu'ils  existent 
s  la  nature. 

I  VII.  —  Équiubre  d'un  point  assujetti  a  rester 

SUR   UNE  COURBE   FIXE. 

.e  point  matériel  que  nous  considérons  peut  être  encore 
s  gêné  dans  ses  mouvements  que  nous  ne  venons  de  le  sup« 
er;  c'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  les  liaisons  sont 
es,  qu'il  résulte  de  leur  présence  deux  équations  distinctes 
re  les  coordonnées  de  ce  point  : 

a 

9(x,/,z)  =  o, 
^(x,x,  z)  =  o. 

deux  équations  représentent  une  courbe  dont  le  point  ne 
t  pas  s'éloigner  :  c'est  sa  trajectoire  (*)  qui  se  trouve  ainsi 
iMiatement  connue. 

onc,  11  faut,  pour  l'équilibre,  que  la  résultante  tende  à  faire 
ir  le  point  de  cette  ligne,  c'est-à-dire  qu'elle  soit  perpen- 

I  M'onblions  pas  que  nos  équations  d'équilibre  n'impliquent  pas  le  moins 
onde  l'idée  que  le  point  reste  en  repos.  Si  les  forces  que  nous  considérons 
i  satisfont  aux  conditions  d'équilibre  agissaient  seules  sur  le  corps  en 
,  U  7  resterait,  Yoilà  tout.  Mais  rien  n'cnip6che  que  le  point  n'ait  à  l'in- 
eoniidéré  an  certain  mouYement  dû  à  des  causes  quelconques.  Alors  ce 
smeot  se  continuera  absolument  comme  si  les  forces  qui  se  font  équilibre 
[aient  pas. 
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diculaire  à  rélément  ds  de  cette  courbe  ;  on  doit  donc  avoir 
(  5  )  X  rfa:  -+-  Y  rfj  -f-  Z  rf2  z=  o . 

En  vertu  des  équations  (4),  dx,  dy,  dz  sont  liés  par  les  re- 
lations 

dx  dy   -^       dz 

-:^dx -^ -^dy-h-^dzz=o. 
dx  dr  "^        dz 

Éliminons  £/^i  dy^  dz  entre  les  équations  (5)  et  (6);  pour 
cela,  ajoutons-les  membre  à  membre  après  avoir  multiplié  h 
deuxième  par  X  la  troisième  par  fx,  et  égalons  à  zéro  les  coef- 
ficients respectifs  de  dx,  dy,  dz  ;  nous  aurons 

dx      '    dx 

Au  lieu  d'une  seule  réaction,  comme  dans  le  cas  d'une  su^ 
face,  nous  en  aurons  deux  dirigées  suivant  les  normales  res- 
pectives aux  surfaces  représentées  par  les  équations  (4)- 

Les  conditions  de  l'équilibre  se  réduiront  à  une  en  élimî» 
nant  X  et  /x  entre  les  équations  (  7).  En  même  temps,  on  dé- 
terminera la  valeur  des  quantités  X  et  p  qui  sont  liées  aoi 
réactions  inconnues. 

On  aurait  pu»  dans  les  deux  cas  que  nous  venons  d'étudier» 
trouver  directement  l'équation  ou  les  équations  d'équilibre, 
sans  introduire  d'inconnues  auxiliaires. 

En  effet,  la  réaction  d'une  surface  étant  normale  à  cette  siu^ 
face ,  on  pourrait  prendre  pour  axes  cette  normale  et  deux 
autres  droites  rectangulaires.  Les  équations  obtenues  en  éga- 
lant à  zéro  les  projections  des  forces  sur  ces  deux  derniers 
axes  ne  contiendraient  pas  la  réaction  inconnue  ;  ce  seraient 
les  équations  d'équilibre. 

De  même  pour  le  cas  d'une  courbe  fixe. 


>•••' 
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CHAPITRE  III. 

900IUBRE  DES  SYSTÈMES  QUELCONQUES  DE  POINTS  MATÉRIELS. 


Après  avoir  étudié  tout  ce  qui  se  rapporte  à  l'équilibre  d'un 
)iDl  matériel,  il  faut  passer  au  cas  d'un  corps  proprement  dit, 
esi^^ire  d'un  système  de  points  matériels  liés  entre  eux 
mie  manière  quelconque. 

Ces  liaisons  des  divers  points  résultent  des  forces  inté- 
eures»  dont  nous  avons  parlé  en  définissant  d'une  manière 
ioénile  la  constitution  des  corps  matériels.  Le  caractère 
)écial  des  forces  intérieures  est  d'être  deux  à  deux  égales 
idirectement  opposées,  mais  non  appliquées  au  même  point, 
eur  nombre  est  infini  comme  celui  des  points  du  système. 
Iles  se  distinguent  par  là  des  forces  extérieures  qui  peuvent 
^quelconques,  et  qui  sont  appliquées  à  un  certain  nom- 
rede  points  bien  déterminés. 

Tout  étant  ainsi  disposé,  et  le  corps  étant  supposé  en  repos, 
arrivera  nécessairement  de  deux  choses  l'une  :  ou  bien  le 
)rps  restera  en  repos,  c'est  le  cas  de  l'équilibre,  ou  bien  il 
^dra  un  certain  mouvement.  Le  premier  cas»  dont  l'étude 
it  l'objet  de  la  Statique,  paraît  beaucoup  plus  simple  que  le 
icond;  de  plus,  il  arrive,  comme  nous  le  verrons  en  Dyna- 
iqoe,  que  le  cas  du  mouvement,  qui  semblait  d'un  ordre  de 
Mnpllcation  bien  supérieur,  se  ramène  immédiatement  au  cas 
s  l'équilibre. 

Il  est  donc  naturel  de  commencer  l'étude  de  la  Mécanique 
irla  Statique;  seulement,  je  ferai  remarquer  que  nous  n'a- 
vas  nullement  la  prétention  de  nous  débarrasser,  dans  cette 
"emière  Partie,  de  la  considération  du  mouvement.  Tout  au 
oiraire,  c'est  de  là  que  nous  avons  tiré  nos  principes  et  nos 
éorèmes  fondamentaux;  et  nous  avons  commencé  cette Sec- 
n  par  définir  l'effet  produit  par  une  ou  plusieurs  forces  ap- 
quées  à  un  point  matériel.. 
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11  est  d'ailleurs  évident  qu'au  point  de  vue  de  la  théorie 
proprement  dite,  quand  on  laisse  de  côté  la  résolution  des 
problèmes  particuliers,  il  n'y  a  pas  de  difTérence  entre  la  Sta- 
tique et  la  Dynamique,  tant  qu'on  se  borne  à  considérer  l'ei^ 
fet  des  forces  sur  un  point  matériel  unique.  Il  résulte  in 
notre  principe  fondamental  que  ces  forces,  quel  qu'en  soit  h 
nombre,  peuvent  toujours  être  remplacées  par  une  résultaole 
unique.  Cette  résultante  fait  connaître  à  la  fois»  d'une  part  la  di- 
rection et  l'accélération  du  mouvement  produit  par  les  forces 
données,  d'autre  part  la  direction  et  la  grandeur  de  la  force  qal  ' 
faudrait  employer  pour  leur  faire  équilibre.  Il  n'y  a  pas  li  deux 
problèmes,  mais  une  équation  entre  deux  quantités,  équatioi 
qui  fait  connaître  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  quantités,  suinat 
celle  que  l'on  suppose  donnée.  11  est  vrai  qu'une  fois  l'équilibre 
établi,  il  persiste  indéfiniment  tant  qu'on  ne  modifie  pasI'ordN 
de  choses  existant;  tandis  qu'en  Dynamique,  il  fautpousserki 
choses  plus  loin,  et  chercher  ce  que  sera  le  mouvement  dM 
toute  la  suite  du  temps.  Mais  ceci  est  une  pure  question  dl 
calcul  intégral  :  si  nous  connaissons,  comme  cela  doit  être,  ki 
forces  qui  agissent  à  chaque  instant  sur  le  mobile,  nous  ooik 
naissons  à  chaque  instant  l'accélération  totale  de  son  moof^ 
ment,  nous  pouvons  tracer  un  élément  de  la  trajectoire,  fH 
suivre  le  mobile  pendant  qu'il  parcourt  cet  élément;  voitt  tost 
ce  qu'on  peut  demander  à  la  Mécanique;  c'est  à  l'analyse  qui 
appartient  de  réunir  ces  éléments  pour  en  faire  une  courte 
continue,  et  de  trouver  la  loi  générale  qui  embrasse  toutes  lo 
lois  élémentaires. 

Si  nous  considérons  un  corps,  même  un  solide  invariable, 
il  n'est  pas  possible  de  commencer  par  définir  le  mouvemeit 
qu'il  doit  prendre  sous  l'influence  de  forces  données,  et  de 
conclure  de  là  les  conditions  de  son  équilibre. 

11  est  vrai  que  si  l'on  connaissait  les  forces  intérieures,  ri» 
n'empêcherait  de  regarder  chacun  des  points  matériels  qoi 
composent  le  corps  comme  parfaitement  libre,  sous  l'action 
des  forces  tant  intérieures  qu'extérieures  qui  le  sollicitent,  el 
de  déterminer  par  la  théorie  qui  précède  les  lois  de  son  équi- 
libre et  de  son  mouvement. 

Malheureusement,  nous  ne  savons  pour  ainsi  dire  absolu- 
ment rien  sur  les  forces  intérieures  ;  et  tous  nos  efforts  von 
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(eodreàles  éliminer  autant  que  possible»  c'est-à-dire  que  nous 

AMIS  proposons  surtout  de  chercher  ce  que  Ton  peut  dire  en 

Statique  sans  connattre  les  lois  de  l'action  de  ces  forces,  comme 

OD  étudie  la  capillarité  sans  avoir  besoin  de  connaître  au  juste 

il  nature  des  forces  moléculaires  qui  produisent  les  phéno- 

oèoes. 

Il  est  alors  indispensable  d'étudier  d'abord  ce  qui  se  passe 
quand  le  corps  reste  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui 
en  solliGltent  les  divers  points,  c'est-à-dire  de  commencer  la 
Mécanique  des  systèmes  matériels  par  la  Statique. 

I  VIII.  Des   DIFFÉRENTS   PRINCIPES   DE   LÀ   StaTIQUE  (  *  ). 

Les  trois  principes  fondamentaux  que  nous  avons  posés  au 
commencement  de  cette  Section  nous  sufflsent  pour  exposer 
à  la  fois  la  Statique  et  la  Dynamique.  Mais  nous  avons  dit  que 
h  naissance  de  la  première  science  avait  précédé  de  beaucoup 
cdie  de  la  seconde.  La  Statique  a  donc  ses  principes  spéciaux, 
plus  simples  que  ceux  de  la  Dynamique,  et  il  ne  sera  pas  sans 
iniérét,  dans  une  rapide  étude  historique,  de  rechercher  quels 
sont  les  principes  que  les  auteurs  ont  pris  à  diverses  époques 
pour  bases  de  la  Sutique. 

Ces  principes  peuvent  se  réduire  à  trois  :  nous  allons,  en 
les  discutant  succinctement,  justifier  le  choix  que  nous  avons 
Ut  et  l'ordre  que  nous  avons  suivi. 

[  PaixiBE  PRINCIPE  ou  PRINCIPE  DU  LEVIER.  —  Archimèdc,  le 
f  seul  parmi  les  anciens  qui  nous  ait  laissé  une  théorie  de  l'é- 
quilibre dans  ses  livres  De  œquiponderantibus  et  De  planorum 
aquilibriis,  est  l'auteur  du  principe  du  levier,  lequel  consiste, 
comme  le  savent  tous  les  mécaniciens,  en  ce  que,  si  un  levier 
est  chargé  de  deux  poids  quelconques  placés  de  part  et  d'autre 
da  point  d*appui,  à  des  distances  de  ce  point  réciproquement 
proportionnelles  aux  mêmes  poids,  ce  levier  sera  en  éciuilibre. 


(*)Ce  paragraphe  est  extrait,  pour  la  plus  grande  partie,  do  l'excellente 
ilotîee  historique  mise  par  Lagrange  en  tétc  de  la  Mécanique  analjrtiquc, 
firt.  I,  tect.  I. 

Conmlter  anssi  l'ourrage  cité  de  M.  Cournot,  liv.  Il,  chap.  ii,  Revue  des  pn'n- 
a'pet  de  ia  Statique,  t.  I,  p.  137. 
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et  son  appui  sera  chargé  de  la  somme  des  deux  poids.  ArcU- 
mède  prend  ce  principe,  dans  le  cas  des  poids  égaux  placés  ida 
distances  égales  du  point  d'appui,  pour  un  axiome  évident  de 
soi-même,  ou  du  moins  pour  un  principe  d'expérience;  etl 
ramène  à  ce  cas  simple  et  primitif  celui  des  poids  inégaux. 

L'équilibre  d'un  levier  droit  et  horizontal,  dont  les  extr^ 
mités  sont  chargées  de  poids  égaux,  et  dont  le  point  d'apfMl 
est  au  milieu  du  levier,  est  une  vérité  tout  à  fait  évidenfii 
car  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  l'un  des  poids  reropoilÉ 
sur  l'autre,  tout  étant  égal  de  part  et  d'autre  du  point  d'appri^ 
Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  supposition  que  la  charge  de 
l'appui  soit  égale  à  la  somme  des  deux  poids.  II  paraît  que  um 
les  mécaniciens  l'ont  prise  comme  un  résultat  de  l'expériencd 
journalière,  qui  apprend  que  le  poids  d'un  corps  dépend  setH 
lement  de  sa  masse  totale,  et  nullement  de  sa  figure. 

On  passe  aisément  du  levier  droit  au  cas  d'un  levier  Ai 
forme  quelconque;  et  ensuite,  par  des  démonstrations  ani^ 
logues  à  celles  de  la  Géométrie  pure,  on  déduit  du  principe 
d'Archimède  la  solution  de  toutes  les  questions  de  Statique.  ' 
Ce  principe  est  le  seul  qui  soit  fondé  sur  la  nature  de  M^ 
quilibre  considéré  en  lui-même,  et  comme  un  état  indépefl^ 
dant  du  mouvement.  Les  puissances  sont  des  poids,  ou  peo^ 
vent  être  regardées  comme  tels;  et  une  puissance  n'est  censée 
double  ou  triple  d'une  autre  qu'autant  qu'elle  est  réellemeM 
formée  par  la  réunion  de  deux  ou  trois  puissances  égalest 
la  clarté  de  l'énoncé  n'exige  ni  que  les  forces  soient  repi^ 
sentées  par  des  lignes,  ni  que  l'on  invoque  aucun  axiome 
tiré  de  la  nature  du  mouvement. 

Si  l'on  se  bornait  à  la  Statique  seule,  on  devrait  peut-4tit 
prendre  ce  principe  pour  base.  Mais  on  reléguerait  ainsi  ai 
second  plan  le  problème  le  plus  simple  de  la  Statique,  cela' 
de  l'équilibre  d'un  point  matériel,  pour  introduire  dès  le  dé 
but  la  notion  d'un  corps  rigide,  et  celle  des  forces  intérieures 
donile  rôle  ne  se  trouve  d'ailleurs  pas,  quand  on  emploie  cet! 
méthode,  suffisamment  mis  en  évidence,  circonstance  d'oui 
peut  résulter  des  embarras  pour  l'ensemble  de  la  Mécanique 

Deuxième  principe  ou  principe  de  la  composition  des  poia 
CONCOURANTES.  —  Le  sccoud  principe  fondamental  de  laStaliqa 
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est  celui  de  la  composition  des  forces  concourantes.  C'est  ce- 
M  qui  nous  a  servi  de  base  dans  notre  exposition,  ou  plutôt 
c'est  UD  cas  particulier  de  notre  deuxième  principe  général, 
!ditif  à  la  composition  des  effets  des  forces  qui  agissent  sur 
m  mênie  point  matériel. 

Si  nous  cherchons  l'origine  de  ce  principe,  il  est  nécessaire 
e  remonter  assez  haut  dans  l'histoire  des  sciences  ;  car  le 
fre  des  Questions  mécaniques,  attribué  à  Aristote,  présente 
BS  applications  nombreuses  de  la  notion  de  la  composition 
es  mouvements,  mais  confuses  et  obscurément  présentées, 
a  règle  du  parallélogramme  des  vitesses  s'y  trouve  cepen- 
mx  nettement  énoncée,  et  l'auteur  en  a  bien  senti  la  liaison 
rec  la  composition  et  la  décomposition  des  forces. 

Ko  général  d'ailleurs,  parmi  les  anciens,  la  considération  des 
■ouvements  composés  a  surtout  été  employée  par  les  géo- 
■èlresy  qui  l'ont  appliquée  à  la  description  des  courbes, 
9QBme  Archimède  pour  la  spirale,  Nicomède  pour  la  con- 
eholde,  etc.  ;  plus  récemment  Roberval  a  déduit  des  mêmes 
priacipes  une  méthode  ingénieuse  de  tirer  les  tangentes  aux 
eotrbes  dont  la  déflnition  est  présentée  d'une  manière  conve- 
lAIe.  Mais  Galilée  est  le  premier  qui  ait  fait  usage  de  la  con- 
Mération  des  mouvements  composés  dans  la  Mécanique, 
pour  déterminer  la  courbe  décrite  par  un  corps  pesant,  en 
ma  de  l'action  de  la  gravité  et  de  la  vitesse  communiquée 
pirla  force  de  projection;  il  paraît  d'ailleurs  que  Galilée  n'a 
pMConnu  toute  l'importance  de  ce  principe  dans  la  théorie  de 
réquilibre. 

On  trouve  encore  la  théorie  des  mouvements  composés 
luis  les  écrits  de  Descaries,  de  Roberval,  de  Mersenne,  de 
Villis,  etc.;  mais  jusqu'à  Tannée  1687,  dans  laquelle  ont  paru 
^Principes  mathématiques  de  Newton,  et  le  Projet  de  la 
^mvelle  Mécanique  de  Yarignon,  on  n'avait  point  pensé  à  sub- 
titaer,  dans  la  composition  des  mouvements,  les  forces  aux 
loovements  qu'elles  peuvent  produire,  et  à  déterminer  la 
Mce  composée  résultante  de  deux  forces  données,  comme 
I  détermine  le  mouvement  composé  de  deux  mouvements 
ciilignes  et  uniformes  donnés. 

Le  principe  de  la  composition  des  forces  donne  tout  de 
Ite  les  conditions  de  l'équilibre  entre  trois  puissances,  ou 
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même  entre  un  nombre  quelconque  de  puissances  tg 
sur  un  point,  condition  qu'on  n'avait  pu  déduire  de  Téqu 
du  levier  que  par  une  suite  de  raisonnements;  et  pouri 
problème  de  l'équilibre  d'un  point  est' bien  certainemi 
plus  simple  de  toute  la  Statique,  puisqu'il  est  le  seul  da 
quel  on  n'ait  pas  à  se  préoccuper  de  la  modification  que 
duisent  les  forces  que  l'on  considère,  sur  l'équilibre  Inti 
du  corps.  Quand  on  connaît  la  loi  de  l'équilibre  des  1 
concourantes,  on  en  déduit  la  règle  du  levier  par  le  théc 
des  moments,  dû  à  Yarignon.  Le  seul  inconvénient  de 
manière  de  procéder,  c'est  qu'on  est  obligé  d'introduire  h 
sidération  étrangère  du  mouvement  pour  l'étude  des  c 
il  n'y  a  pas  de  mouvement. 

On  a  cherché  depuis,  pour  rendre  à  la  Statique  son  Ind 
dance  et  en  quelque  sorte  son  autonomie,  à  affranchir  le 
clpe  de  la  composition  des  forces  de  la  considération  du 
vement,  et  à  l'établir  uniquement  sur  des  vérités  évidente 
elles-mêmes.  Au  commencement  du  xtiii*  siècle,  Daniel 
noulli  a  donné  le  premier,  dans  les  Commentaires  de  V 
demie  de  Pétersbourg^  t.  V*  y  une  démonstration  très- 
nieuse  du  parallélogramme  des  forces.  Cette  démonstn 
longue  et  compliquée,  a  été  ensuite  rendue  un  peu 
simple  par  d'Alembert,  dans  le  premier  volume  de 
Opuscules  y  et  aussi  par  M.  Aimé,  Journal  de  M.  Liou 
t.  P^  Mais  il  faut  avouer,  avec  Lagrange,  qu'en  sép 
ainsi  le  principe  de  la  composition  des  forces  de  celui, 
composition  des  mouvements,  on  lui  fait  perdre  ses  pi 
paux  avantages,  l'évidence  et  la  simplicité ,  et  on  le  r 
à  n'être  qu'un  résultat  de  constructions  géométrique 
d'analyse. 

En  parlant  du  principe  du  levier,  nous  avons  vu  que  ce 
cipe  se  composait  de  deux  parties  dont  l'une  est  éviden 
dont  l'autre  ne  l'est  nullement  à  priori  :  c'est  celle  qui 
sisté  à  déterminer  l'intensité  de  la  résultante  des  deux  fc 
ou  la  charge  du  point  d*appui.  ici,  au  contraire,  la  diffl 
consiste  à  prouver  l'existence  d'une  résultante.  Pour  arr 
cette  notion,  on  est  obligé  de  considérer  le  mouveinent  < 
corps  doit  prendre  sous  l'action  de  deux  forces  qui  ne  s 
pas  équilibre,  mouvement  qui,  étant  nécessairement  un 
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peut  être  attribué  à  une  force  unique  agissant  sur  le  corps 
dus  la  direction  de  son  mouvement  (*). 

Il  7  a  plus  :  on  est  encore  obligé  d'admettre  que  la  direc- 
tion de  la  résultante  de  deux  forces  passe  dans  l'intérieur  de 
Tangle  de  ces  deux  forces,  et  cette  seule  chose  suppose  impli- 
dtement  une  sorte  d'indépendance  entre  les  effets  des  deux 
farces.  En  effet,  cet  axiome  serait  aussi  peu  évident  que  pos- 
■ble  si  la  présence  de  la  deuxième  force  pouvait  modilier  le 
|nre  d'action  de  la  première,  de  même  qu'un  courant  élec- 
liqae  agit  par  influence  sur  un  courant  voisin. 
Il  me  semble  résulter  clairement  de  cotte  discussion  que  le 
lérilable  principe  de  la  Mécanique  est  celui  dont  nous  avons 
fait  usage,  après  Galilée  et  Newton.  Deux  forces  agissant  si- 
JMltanément  sur  un  point  matériel  produisent  chacune  son 
eflet,  lequel  est  en  outre  indépendant  de  l'état  de  repos  ou  de 
Bouvement  du  point.  Ce  principe  nous  a  permis  d'élucider 
tant  d'un  coup  les  fondements  de  la  Dynamique  et  ceux  de  la 
Statique,  sciences  jumelles,  que  nous  allons  maintenant  suivre 
1*006  après  l'autre  dans  leur  existence  distincte,  après  avoir 
•olant  que  possible  cherché  à  pénétrer  le  mystère  de  leur  ori- 
giae  commune. 

TaOlSltU  PRINCIPE  ou  PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES.  —  Au- 

imvant,  il  est  encore  nécessaire  de  parler  d'un  troisième  prin- 
tipe,  connu  sous  le  nom  de  principe  des  vitesses  virtuelles. 
Celui-ci  paraît  encore  plus  étranger  à  la  Statique  proprement 
dîle;  et  pourtant,  il  est  certainement  l'expression  la  plus  gêné- 
nie  des  lois  de  l'équilibre,  en  même  temps  qu'il  donne  la  vraie 
nison  de  ces  lois  dans  leurs  détails  comme  dans  leur  généralité. 
On  doit  entendre  par  vitesse  virtuelle^  dit  Lagrange,  celle 
qu'un  corps  en  équilibre  est  disposé  à  recevoir,  en  cas  que 
Féquilibre  vienne  à  être  rompu,  c'est-à-dire  la  vitesse  que  ce 
corps  prendrait  réellement  dans  le  premier  instant  de  son  mou- 


(^jAinii  l'on  peut  dire  quo  les  démonstrations  du  genre  de  <j'clle  de  Beruoulli 

MiOBtpaA  tout  à  fait  exemptes  de  la  considération  du  mouvement.  Il  serait 

Aiileurs  aaaes  extraordinaire  qu'on  pût  démontrer  la  propriété  fondamentale 

ém  force»  sans  s'appuyer  sur  leur  défiuiiion,  qui  les  présente  comme  des  causes 

4e  BOUTeiiient. 


46  PREMIÈRE   SECTION.  STATIQUE. 

vement  :  et  le  principe  dont  il  s  agit  consiste  en  ce  quêta 
puissances  sont  en  équilibre,  quand  elles  sont  en  raison  il* 
verse  des  vitesses  virtuelles  de  leurs  points  d'application,  ih 
tesses  estimées  suivant  les  directions  de  ces  puissances. 

Cette  phrase  de  Lagrange  n'est  autre  chose,  comme  noiule 
verrons,  que  la  traduction  en  langage  mathématique  de  l'adap 
suivant,  bien  connu  de  tous  les  mécaniciens  : 

Ce  qu'on  gagne  en  Jorce,  on  le  perd  en  vitesse,  et  récipr^ 
quement. 

Si  Ton  n'a  pas  oublié  que  nous  appelons  travail  d'une  force  * 
le  produit  de  l'intensité  de  la  force  par  le  déplacement  de 
point  d'application,  estimé  suivant  la  direction  de  la  force, 
voit  que  l'énoncé  de  Lagrange  revient  encore  à  dire  qiMf 
quand  deux  forces  sont  en  équilibre  sur  un  corps  quelconque 
l'équilibre  ne  saurait  être  rompu  sans  que  les  produits  qwi 
nous  appelons  travaux  soient  égaux  pour  les  deux  forces. 
En  considérant  l'une  de  ces  forces  comme  la  puissance  appli- 
quée à  la  machine,  l'autre  comme  la  résistance  à  vaincre,  M 
dira  que  l'équilibre  a  lieu  quand  le  travail  de  la  résistance  Cil 
égal  au  travail  de  la  puissance,  pour  un  déplacement  hypoth^ 
tique  infîniment  petit. 

Les  anciens  n'ont  pas  connu  cette  loi  dont  l'importance  est 
capitale,  qu'on  la  regarde  ou  non  comme  un  principe;  eti 
paraît  qu'on  doit  rapporter  à  Descartes  (  *  )  et  à  Wallis  l'honnear 
d'avoir  cherché  les  premiers  la  raison  et  le  principe  de  l'équi- 
libre des  machines  dans  l'équivalence  entre  les  travaux  res- 
pectifs de  la  puissance  et  de  la  résistance,  dans  l'hypothèse  oà 


(  *  )  Explication  des  tnachines  et  engins  par  taide  desquels  on  peut  ûfte  ma 
petite  force  lever  un  fardeau  fort  pesant,  {^Méchanique  de  Descartes,  trtMl 
par  Nicolas  Poisson,  de  l'Oratoire,  1668.) 

Page  7  :  «  L'invention  de  tous  ces  engins  n'est  fondée  que  sur  un  teol  prii- 
»  cipe,  qui  est  que  la  même   force  qui  peut  lever  un  poids,  par  exemple  di 
»  100  livres,  à  la  hauteur  de  deux  pieds,  en  peut  aussi  lever  un  de  aoo  Uviei  à 
»  la  hauteur  d'un  pied,  ou  un  de  400  à  la  hauteur  d'un  demi-pied,  etaîMi 
»  des  autres... 

»...  Car  c'est  le  même  de  lever  100  livres  à  la  hauteur  d'un  pied,  etdere- 
»  chef  encore  100  livres  à  la  hauteur  d'un  pied,  que  d'en  lever  300  à  la  haateir 
•  d'un  pied,  et  le  même  aussi  que  d'en  lever  100  à  la  hauteur  de  deux  pîeds.  » 
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imacbine  prendrait  un  certain  mouvement  dans  un  sens  ou 
us  l'autre. 

Arant  Descartes  et  Wallis,  Guido  Ubaldi  a  le  premier  si- 
nié  la  loi  dont  nous  parlons,  dans  les  poulies  mobiles  ou 
loufles.  Ensuite  arrive  Galilée,  dont  les  idées  fort  nettes  à 
îl  égard  sont  consignées  dans  un  petit  ouvrage  curieux  ayant 
lur  titre  : 

Les  Méchaniques  de  Galilée,  mathématicien  et  ingénieur  du 
le  de  Florence,  avec  plusieurs  additions,  traduites  de  l'italien 
irle  P.  Mersenne,  Minime.  Paris,  1634. 
Dans  son  épttre  dédicatoire,  Mersenne  dit  : 
c  Mais  j'estime  que  l'ordre,  et  le  règlement  admirable  que 
h  nature  observe  dans  les  forces  mouvantes,  vous  donnera 
encore  plus  de  plaisir,  parce  que  vous  y  verrez  reluire  une 
équité  et  une  justice  perpéluelle  qui  se  garde,  et  que  l'on 
remarque  si  justement  entre  la  force,  la  résistance,  le  temps, 
h  vitesse  et  l'espace,  que  l'un  récompense  toujours  l'autre, 
car  si  le  mouvement  est  viste,  il  faut  beaucoup  de  force,  et 
sll  est  lent,  une  petite  force  suffit.  En  effet,  il  est  impos- 
sible de  gaigner  la  force  et  le  temps  tout  ensemble.... 
•  Or,  il  faut  conclure  de  tout  ce  discours  que  l'on  ne  peut 
'  rien  gaigner  en  force  que  l'on  ne  le  perde  en  temps,,.  {*),  » 
L'auteur  passe  ensuite  en  revue  les  principaux,  appareils 
mous  sous  le  nom  de  machines  simples,  appareils  qui  sont 
BS  éléments  dont  se  compose  une  machine  quelconque;  et  il 
isbte  à  propos  de  chaque  machine  sur  la  loi  capitale  et  uni- 
Mselle  qui  lie  les  forces  en  équilibre  avec  les  vitesses  que 
rendraient  leurs  points  d'application,  en  cas  de  rupture  de 
équilibre.  Cette  loi  est  ainsi  présentée,  à  proprement  parler, 
ir  Galilée  et  son  commentateur,  comme  une  propriété  géné- 
ile  de  l'équilibre,  et  non  comme  la  vraie  raison  de  l'équi- 
bre,  ainsi  qu'on  l'a  fait  depuis  Descartes. 
Enfin,  c'est  dans  une  lettre  de  Jean  Bernoulli,  adressée  de 
Ile  à  Varignon,  le  26  janvier  1717,  qu'on  trouve  le  principe 
mt  nous  nous  occupons,  énoncé  pour  la  première  fois  avec 
ate  sa  généralité. 


*)  Cwt  raziome  des  mécaniciens,  énoncé  pour  la  première  fois  presque 
m  les  termes  qu'on  emploie  encore  aujourd'hui. 
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'a  Tout  cela  étant  bien  entendu^  je  forme,  dit  BernouHi, 
»  cette 

PROPOSITION   GfiNfiEALE. 

»  En  tout  équilibre  de  forces  quelconques^  de  quelque  ma- 
D  nitre  qu  elles  soient  appliquées  et  suivant  quelque  direction 
j>  quelles  agissent  les  unes  sur  les  autres,  ou  médiatemenU 
D  ou  immédiatement,  la  somme  des  énergies  affirmatives  sen 
w  égale  à  la  somme  des  énergies  négatives  prises  affirmative^ 
»  ment,  »  (Varignon,  ISouvelle  mécanique,) 

BernoulU  se  contenta  d^énoncer  cette  proposition  générale 
et  ne  la  démontra  point.  Il  est  probable  qu'il  y  était  arrivé  pir 
une  simple  induction  fondée  sur  des  cas  un  peu  plus  com- 
pliqués que  ceux  qu'avait  étudiés  Galilée.  * 

Lagrange,  dans  la  première  édition  de  sa  Méchanique  ana- 
lytiqucy  admet  le  principe  de  BernoulU  comme  une  espèce 
d'axiome;  et  il  tire  de  ce  principe  une  formule  générale,  qui 
renferme  la  solution  de  tous  les  problèmes  qu'on  peut  pro- 
poser sur  l'équilibre  des  forces. 

Il  semble  pourtant  que  cette  proposition  n'est  pas  asses 
évidente  en  elle-même  pour  qu'il  soit  convenable  de  l'ériger 
en  principe  primitif.  Il  est  préférable  de  prendre  pour  base 
une  proposition  plus  simple,  ainsi  que  nous  l'avons  fait,  et  de 
considérer  le  principe  des  vitesses  virtuelles  comme  un  thécK- 
rème  à  démontrer  (*).  Cela  fait,  la  formule  de  Lagrange  per- 
met d'en  déduire  la  solution  de  tous  les  problèmes  d'équi- 
libre, sans  constructions  nouvelles,  sans  artiOces  particuliers, 
par  une  méthode  simple,  élégante,  uniforme,  ainsi  queceb 
doit  arriver  quand  on  a  été  assez  heureux  pour  saisir  dans  une 
science  le  principe  suprême  et  générateur  d'où  tout  le  reste 
dérive; 

Ce  qui  fait  le  caractère  original  de  ce  principe,  c'^t  qu'il 


(*)  Ce  n*est  qu'après  la  publication  du  grand  ouvrage  de  Lagrange  que  pant 
la  première  démonstration  générale  du  principe  des  ritesses  virtuelles.  Elle  oïl 
due  àTourier  et  ne  date  que  de  1797  {Voir  Journal  de  l'École  PoiyteekMÎqae, 
t.  il.)  On  en  a  public  depuis  un  grand  nombre  d'autres,  et  Lagrange  lui- 
a  cru  devoir  en  proposer  une  dans  la  deuxième  édition  de  la  Uècmmqme 
Ijrtiçue, 
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lédoit  touie  question  d'équilibre  de  forces  à  une  détermi- 
Mtionde  rapport  de  vitesses,  de  sorte  qu'il  ramène  immédia- 
NDeot  et  tout  d'un  coup  la  Statique  à  la  Cinématique,  c'est- 
•dire  à  la  Géométrie.  On  trouverait  difQcilement  un  exemple 
Msi  curieux  de  passage  d'une  science  à  une  autre  science, 
nie  difTérente  comme  objet  et  comme  principes. 
On  comprend  d'ailleurs  facilement  qu'une  fois  que,  par  une 
duction  tirée  de  l'étude  rationnelle  et  expérimentale  d'un 
ind  nombre  de  cas  particuliers,  on  est  parvenu  au  théorème 
lierai  qui  les  renferme  tous,  on  puisse  inversement  déduire 
)  ce  théorème  les  faits  qui  ont  servi  de  point  de  départ, 
mune  en  démolissant  un  édifice  on  retrouve  tous  les  maté- 
mxqui  ont  servi  à  l'édifier;  c'est  cette  marche  que  nous  al- 
ms  suivre  actuellement.  Nous  aurions  pu  commencer  par 
onner  ainsi,  sous  leur  forme  mathématique  actuelle,  l'énoncé 
t  la  démonstration  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  mais 
*e»ence  intime  de  ce  principe  ou  théorème  et  sa  véritable 
ignification  auraient  complètement  disparu  sous  la  sèche- 
tse  de  la  forme  didactique;  on  n'y  aurait  plus  vu  qu'une  for- 
■ole  commode  pour  résoudre  des  problèmes,  et  pour  ainsi 
Ire  le  dénoûment  d'un  drame  dont  on  ignorerait  les  péri- 
péties. C'est  pourquoi  nous  avons  cru  indispensable  de  donner 
ces  quelques  détails  historiques. 

Nous  avons  été  par  là,  il  est  vrai,  entraîné  à  présenter, 
contre  notre  habitude,  les  choses  avec  tout  le  vague  et  la 
lemi-obscurité  qu'on  retrouve  autour  du  berceau  de  chaque 
idence,  mais  nous  nous  hâterons  de  réparer  celle  faute  vo- 
looiaire  en  donnant  des  défmitions  nettes  et  précises,  qui  dé- 
tonnais nous  serviront  exclusivement  dans  tous  nos  ralsonne- 
iients  et  nos  calculs.  » 


§  IX-  —  Théorème  du  travail  virtuel. 

Définitions.  —  Considérons  un  système  matériel  dont  les 
(ivers  points  sont  sollicités  par  des  forces  quelconques.  Sup- 
osoDS  chacun  des  points  du  système  transporté  de  la  position 
u'il  occupe  dans  une  position  infiniment  voisine  :  on  nomme 
'tesi€  virtuelle  d'un  quelconque  de  ces  points,  ou  mieux  dé- 

n.  4 


5o  PREMIÈUV   SECTION.  —    STATIQUE. 

placement  virtuel  {*),  la  droite  qui  joint  la  première  position 
à  la  deuxième. 

Ces  déplacements  virtuels  sont  des  grandeurs  purement 
géométriques;  ils  n'ont  rien  de  commun  avec  les  déplace- 
ments réels  qui  prendraient  naissance  si  le  corps  n'était  pas 
en  équilibre.  Les  déplacements  attribués  à  un  ou  plusieurs 
points  peuvent  être  impossibles,  d'autres  incompatibles  entre 
eux,  ce  qui  n'empêche  nullement  de  concevoir  géométrique- 
ment un  point  dans  deux  positions  voisines  quelconques. 

Le  travail  virtuel  d'une  force  appliquée  à  ce  point  est  le 
travail  qui  correspond  au  déplacement  virtuel  »  c'est-à-din 
qu'il  est  le  produit  du  déplacement  virtuel  par  la  force  etptt 
le  cosinus  de  l'angle  que  forment  les  directions  respectifes 
du  déplacement  et  de  la  forcé.  Nous  désignerons  cette  quan- 
tité par  la  notation  T,,F,  c'est-à-dire  que  nous  ferons 


T,F  =  Fd5C0S  F.  «*(*•). 

Nous  allons  maintenant  établir  l'enchaînement  des  proposi- 
tions qui  constituent  les  diverses  parties  du  théorème. 

L  Équilibre  d'un  point  matériel.  —  Nous  avons  vu  que, 
pour  qu'un  point  matériel  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  lui  sont  appliquées 
soit  nulle. 

Nous  énoncerons  identiquement  la  même  chose  en  disant 
que  le  travail  de  cette  résultante  doit  être  nul  pour  tout  ii' 
placement  virtuel  attribué  au  point  sur  lequel  elle  agit,  b 
effet,  si  cette  résultanle  est  nulle,  son  travail  est  aussi  nul, 
quel  que  soit  le  déplacement  du  point  d'application  ;  et  réci- 
proquement, si  le  travail  d'une  certaine  force  est  nul  pour  tout 
déplacement  infmiment  petit  qu*on  voudra  supposer,  cette 
force  est  nécessairement  nulle  elle-même. 


(*)  La  dénomination  de  vitesse  l'irtuelle  vient  de  ce  qu'on  peut  coneeroir 
que  le  déplacement  virtuel  se  fasse  avec  uniformité  dans  un  temps  infinÎBtfA 
petit,  et  qu'alors  les  espaces  parcourus  sont  proportionnels  aux  vitesses. 

(''*)Pour  distinguer  les  déplacements  virtuels  des  déplacements  réels,  DOtt 
désignerons,  suivant  Tusage,  les  premiers  par  la  lettre  ^,  les  seconds  par  b 
caractéristique  d. 
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Mais  nous  savons  que  le  travail  de  la  résuliante  des  forces 
q^pliquées  à  un  point  est  égal  à  la  somme  des  travaux  de 
tootes  les  composantes;  donc  on  peut  dire  que  : 

Pour  qu'un  point  matériel  soit  en  équilibre ^  il  faut  et  il 
mffit  que  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  appliquées 
à  ee  point  soit  nulle  pour  tous  les  déplacements  virtuels  ima- 
gMobles. 

Quand  le  point  dont  il  s'agit  fait  partie  d'un  système  maté- 
riel, nous  avons  l'habitude  de  distinguer  en  deux  groupes  les 
forces  que  nous  considérons  comme  appliquées  à  ce  point, 
SKTOir  :  \ts  forces  extérieures  F  et  \^s  forces  intérieures  f 

Nous  écrirons  donc  la  propriété  qui  précède  de  la  manière 
suivante  : 

et  nous  énoncerons  ainsi  la  première  partie  du  théorème  : 

PtnuftRK  PARTIE.  —  Pour  tout  point  faisant  partie  d'un  sys- 
tème matériel  en  équilibre,  la  somme  des  travaux  des  foives 
^ptiquées  à  ce  point,  tant  intérieures  qu'extérieures ,  est 
uUe,  pour  un  déplacement  virtuel  quelconque, 

IL  Équilibre  d'un  système  matériel  quelconque.  —  En  ap- 
pKquant  le  même  raisonnement  à  tous  les  points  matériels 
fui  constituent  notre  système  en  équilibre,  et  faisant  la  somme 
de  toutes  les  équations  telles  que  (I),  relatives  à  ces  divers 
points,  on  voit  que  : 

Deuxième  partie.  —  Dans  un  système  matériel  en  équilibre^ 
k  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces,  tant  intérieures 
qu'extérieures,  est  égale  à  zéro,  quels  que  soient  les  déplace^ 
tuents  virtuels  infiniment  petits  et  indépendants  les  uns  des 
outres  que  l'on  imagine  être  pris  en  même  temps  par  les  dif- 
férents points  du  système. 

Ge  théorème  s'exprime  analytiquement  par  l'équation 
b  sommation  s'étendant  à  la  fois  à  toutes  les  forces  agissant 

4. 


t 
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sur  un  point  quelconque  et  à  tous  les  points  que  Ton  consi- 
dère comme  formant  le  système  étudié.  Réciproquement,  si  la 
somme  des  travaux  virtuels  de  toutes  les  forces  appliquées  aa 
système  est  nulle,  pour  tous  les  déplacements  imaginables 
des  divers  points  qui  le  composent,  le  système,  supposé  pri- 
mitivement en  repos,  ne  sortira  pas  de  cet  état  de  repos  :  car, 
si  l'on  ne  déplace  qu'un  seul  de  ces  points  matériels,  ce  qui 
revient  à  supposer  que  les  déplacements  des  autres  points 
sont  nul$,  on  conclura  de  notre  hypothèse  que  la  somme  des 
travaux  virtuels  des  forces  appliquées  à  ce  point  est  égale  i 
zéro,  quel  que  soit  le  déplacement  qu'on  lui  attribue,  c'est4- 
dire  que  ce  point,  considéré  seul,  est  en  équilibre.  Le  même 
raisonnement,  appliqué  successivement  aux  divers  points  da 
système,  montrera  que  tous  ces  points  sont  également  eo 
équilibre,  et,  par  conséquent,  le  système  tout  entier  est  eo 
équilibre.  Ainsi,  l'on  peut  dire  que,  pour  qu'un  système  ma- 
tériel quelconque  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  quela 
somme  des  travaux  virtuels  de  toutes  les  fbrces  qui  agissent 
sur  ses  divers  points  soit  nulle,  quels  que  soient  les  déplace- 
ments infiniment  petits  et  indépendants  les  uns  des  autres  qae 
l'on  imagine  être  pris  en  même  temps  par  ces  différents 
points. 

III.  Équilibre  d'un  solide  invariable.  —  Parmi  tous  les  dé- 
placements virtuels,  en  nombre  infini,  que  nous  pouvons  aV 
tribuer  simultanément  aux  divers  points  d'un  système  maté- 
riel, choisissons  en  particulier  des  déplacements  tels,  que  les 
distances  mutuelles  de  tous  les  points  du  système  restent  les 
mêmes;  c'est-à-dire,  concevons  que  nous  déplacions  le  sys- 
tème matériel  tout  d'une  pièce,  comme  si  c'était  un  solide 
invariable.  L'équation  fournie  par  le  théorème  du  travail  vi^ 
tuel,  pour  un  pareil  déplacement  de  l'ensemble  des  points 
matériels  du  système,,  ne  contiendra  aucun  terme  dépendant 
des  forces  intérieures.  En  effet,  dans  le  déplacement  particu- 
lier que  nous  considérons,  la  distance  de  deux  quelconques 
des  points  matériels  du  système  ne  change  pas.  Donc  les  tra- 
vaux virtuels  des  forces  intérieures  sont  deux  à  deux  égaux  et 
désignes  contraires,  et,  par  conséquent,  disparaissent  tous  de 
l'équation  fournie  par  le  théorème  du  travail  virtuel. 
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.'équation  générale  (II)  se  réduit  alors  à 

onc  : 

lOisiÈMB  PARTIE.  —  Lorsquon  communique  à  un  système 
léplacement  virtuel  compatible  avec  la  parfaite  solidité  du 
)mey  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  extérieures 
tulle. 

t  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  nous  donne 
propriété  générale  de  l'équilibre,  dans  laquelle  n'entrent 
[es  forces  intérieures.  Celte  propriété  sera  donc  toujours 
Sée,  quel  que  soit  le  degré  de  solidité  ou  de  rigidité  des 
les  du  système;  c'est-à-dire  qu'elle  devra  nécessairement 
r  lieu  pour  que  l'équilibre  existe;  mais,  en  général,  cela 
era  pas  suf^sant. 

\  Équilibre  des  systèmes  à  liaisons.  —  Les  solides  in- 
ibles  sont  des  cas  particuliers  des  systèmes  matériels  dans 
lels  on  suppose  qu'il  existe  entre  les  divers  points  cer- 
is  liaisons  géométriques. 

I  entend  par  liaisons  des  conditions  que  le  système  doit 
ssaîrement  remplir.  On  peut  imaginer  une  variété  infinie 
aisons,  et  cela  aussi  bien  au  point  de  vue  géométrique 
]  point  de  vue  physique;  mais  on  peut  toujours,  quelles 
M>ient  ces  liaisons,  les  supposer  remplacées  par  des  forces 
)les  d'obliger  le  système  à  satisfaire  aux  mêmes  condi* 
i.  C'est  ainsi  que,  dans  le  cas  où  un  point  matériel  est 
ettl  â  rester  sur  une  courbe  fixe  ou  sur  une  surface  fixe, 
frottement,  nous  avons  vu  comment  on  peut  déterminer 
Force  capable  de  produire  le  même  effet.  Celle  force  s'ap- 
la  réaction  normale  de  la  courbe  ou  de  la  surface, 
substituant  aux  liaisons  les  forces  qui  peuvent  en  tenir 
on  fait  rentrer  le  système  matériel  dans  le  cas  général 
lequel  le  théorème  du  travail  virtuel  a  été  établi.  Pour 
ce  système  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
le  des  travaux  virtuels  de  toutes  les  forces,  y  compris 
)  qui  tiennent  la  place  des  liaisons,  soit  égale  à  zéro, 
que  soient  les  déplacements  virtuels  qu'on  attribue  à 
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tous  les  points  matériels  dont  il  est  formé.  Ce  mode  d 
céder  a  l'avantage  de  faire  connaître  les  forces  capal 
remplacer  les  liaisons»  ou,  comme  on  dit,  les  charges  c 
puis.  En  éliminant  ces  forces  entre  les  équations  fourn 
le  théorème  général,  on  obtient  les  véritables  équatioi 
quilibre. 

On  peut  aussi  ne  pas  introduire  dans  le  calcul  ces  inci 
auxiliaires.  En  effet,  nous  allons  montrer  que  si ,  pam 
les  déplacements  virtuels  infiniment  petits,  qu'on  es 
d'attribuer  à  tous  les  points  du  système,  on  choisit  sp 
ment  ceux  qui  sont  compatibles  avec  les  liaisons  y  la  ! 
des  travaux  virtuels  des  forces  de  liaison  est  idenUqi 
nulle,  de  sorte  que  ces  forces  disparaissent  d'elles-mén 
équations  fournies  par  le  théorème  du  travail  virtuel,  a| 
à  ces  déplacements  particuliers. 

Pour  établir  ce  point  capital,  nous  considérerons  seu' 
les  trois  modes  de  liaison  suivants,  qui  sont  ceux  qu'c 
contre  le  plus  fréquemment  dans  les  machines. 

I**  Quand  certains  points  sont  obligés  de  rester  s 
courbes  fixes  ou  sur  des  surfaces  fixes,  sans  éprouver  ( 
tement  de  la  part  de  ces  courbes  ou  de  ces  surfaces,  le 
de  la  réaction  normale  est  évidemment  nul,  pour  tout 
cément  du  point  dirigé  suivant  la  courbe  ou  sur  la  \ 
fixe,  puisqu'un  pareil  déplacement  virtuel  est  perpendi 
à  la  direction  de  la  force. 

1^  Quand  deux  points  du  système  sont  assujettis 
mode  de  liaison  quelconque  à  rester  à  des  distances  ii 
blés  l'un  de  l'autre,  on  obtiendrait  le  même  effet  au  mo 
deux  forces  égales  et  contraires,  appliquées  respective 
chacun  de  ces  deux  points,  et  dont  il  est  possible  de  c 
à  posteriori  l'intensité,  comme  on  calcule  la  réaction 
surface  fixe.  Or  nous  avons  démontré,  p.  3o,  que  la  \ 
des  travaux  de  deux  forces  de  ce  genre  est  nulle,  po 
déplacement  virtuel  en  vertu  duquel  la  distance  des 
points  ne  change  pas. 

3<*  Enfin,  quand  deux  parties  du  système,  assimilée 
solides  invariables,  sont  maintenues  en  contact,  sans  < 
développe  de  frottement  entre  leurs  surfaces,  on  peutu 
ce  résultat  comme  produit  par  deux  réactions  égales 
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ssant  sur  les  deux  solides  aux  points  par  lesquels  ils 
II,  et  dirigées  suivant  la  normale  commune  à  leurs 
)•  Or,  dans  ce  cas  encore,  la  somme  des  travaux  des 
Ions  est  nulle,  pour  tout  mouvement  virtuel  du  sys- 
)riu  duquel  les  deux  surfaces  ne  cessent  pas  de  se 

les  deux  points  M,  m  {Jig.  la),  qui  se  trouvaient 
f  occupent  par  l'effet  du  déplacement  virtuel  des 
r,  m'y  toutes  deux  situées  sur  le  nouveau  plan  de 
surfaces,  plan  qui  fait'un  angle  infiniment  petit  avec 
genl  commun  en  M. 

acements  virtuels  MM\  mm!  des  points  d'appHca- 
\  deux  forces  ont  donc  une  même  projection  sur  la 
»mmune  NN;  et,  comme  ces  forces  elles-mêmes  ont 
ons  opposées  suivant  cette  normale,  la  somme  de 
ux  virtuels  est  nulle  (  **  ). 

nous  considérons  seulement  des  systèmes  maté- 
les  liaisons  rentrent  dans  Tun  des  trois  types  que 
os  d'étudier,  il  résulte  de  la  discussion  précédente 
lira  pas  lieu  de  s'occuper  des  forces  provenant  des 
nt  qu'on  appliquera  seulement  le  théorème  du  tra- 
à  des  déplacements  compatibles  avec  ces  liaisons, 
constitue  la  quatrième  partie  de  notre  théorème 
II. 

[B  PARTIE.  —  Quand  un  système  de  points  matériels 
iux  d*une  manière  quelconque  est  en  équilibre,  la 
travaux  virtuels  des  forces  directement  appliquées 
est  nulle f  tout  comme  si  chacun  des  points  du  sjrs- 
libre  j  mais  seulement  pour  tout  système  de  dé  place- 
tels  compatible  avec  l'existence  des  liaisons. 


on  tient  compte  du  frottement,  l'action  mutuelle  de  deux  solides 
it  plus  AiTi^ée  suivant  la  normale  commune  à  leurs  surfaces^  mais 
réaction  sont  toujours  égales  en  grandeur  absolue  et  opposées  en 

t  que,  conformément  aux  programmes  do  l'Écolo  Polytechnique, 
Dirons  pas  dans  toute  sa  généralité  le  théorème  du  travail  virtuel. 
Itéra  cet  ^ard  la  Mécanique  rationnelle  do  M.  Duhamel,  3^édi- 
noire  de  Poinsot  sur  Téquilibrc  et  le  mouvement  des  systèmes, 
le  trouYO  à  la  suite  des  Eléments  de  Statique  de  cet  autour. 
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Des  machines.  —  Les  machines  ne  soni  pas  autre  chose  que 
des  systèmes  de  corps  assujettis  à  certaines  liaisons;  et  géné- 
ralement ce  sont  des  systèmes  à  liaisons  complèies,  dans  les- 
quels le  mouvement  d*un  seul  point  détermine  celui  de  um 
les  autres,  le  mouvement  du  premier  ne  pouvant  d'ailleois 
avoir  lieu  que  sur  une  trajectoire  déterminée. 

Dans  ce  cas,  il  n'existe  qu'un  seul  système  de  déplacememi 
virtuels  possibles,  et  le  théorème  du  travail  virtuel  ne  founk 
qu'une  seule  équation  pour  l'équilibre  des  forces  appliquév 
à  la  machine. 

Réciproque  du  théorème  du  travail  virtuel. 

En  démontrant  la  deuxième  partie  du  théorème,  nous  avon 
établi  que  réciproquement,  toutes  les  fois  que  la  somme  des 
travaux  de  toutes  les  forces  du  système  est  nulle,  pour  ua 
déplacement  virtuel  quelconque,  on  est  assuré  que  le  système 
est  en  équilibre. 

Mais  il  est  bien  évident  qu'une  pareille  vérification  est  im* 
possible,  et  que  le  théorème  en  question  serait  peu  utile,  si 
l'on  n'avait  des  moyens  de  discerner  dans  chaque  cas  parti» 
lier,  parmi  toutes  ces  conditions  dont  le  nombre  est  infini, 
celles  qui  sont  suffisantes  {*)  pour  l'équilibre  du  système. 

Le  seul  cas  qui  présente  de  l'intérêt  est  celui  d'un  système 
à  liaisons,  car  si  Ton  avait  des  points  isolés,  indépendants  les 
uns  des  autres,  il  est  bien  clair  que  chacun  de  ces  points  de- 
vrait être  en  équilibre  séparément,  et  que  le  système  constitaé 
par  leur  réunion  ne  présenterait  aucune  propriété.  Or  nous 
allons  faire  voir  que  réciproquement,  si  la  somme  des  trauux 
des  forces  directement  appliquées  au  système  est  égale  i  zéro 
pour  tout  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons,  ce 
système  est  en  équilibre. 

En  effet,  désignons  toujours  d'une  manière  générale  par  F 
les  forces  directement  appliquées  au  système;  s'il  n'y  avait 


(*)  Il  faut  entendre  par  là  les  conditions  qui,  une  fois  Yérifiées,  entrtlMBt 
toutes  les  autres,  car  il  ne  faut  pas  oublier  que  ces  conditions  sont  toutes cff 
lement  nécessaires,  et  que,  si  une  seule  d'entre  elles  n'était  pas  remplie,  rêqii- 
libre  ne  saurait  subsister. 
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fÊ5  équilibre,  le  système  supposé  eii  repos  se  mettrait  en 
aooveinent,  et  son  mouvement  s'effectuerait  conformément 
MX  liaisons  auxquelles  il  est  assujetti.  On  pourrait  s'opposer  à 
te  mouvement,  en  appliquant  à  chacun  des  points  matériels 
lu  qrstème  une  force  convenable,  dirigée  en  sens  contraire  de 
I  direction  suivant  laquelle  ce  point  matériel  tendrait  à  se 
éphcer;  dès  lors,  le  système  matériel  serait  en  équilibre  sous 
action  des  forces  Q,  Q',  Q", . . . ,  que  Ton  devrait  ainsi  appli- 
nerà  ses  divers  points,  et  des  forces  F  que  l'on  avait  déjà. 
^iprès  ce  qui  vient  d'être  établi  il  n'y  a  qu'un  instant,  la 
Mnme  des  travaux  des  forces  Q  et  F  devrait  être  nulle  pour 
mt  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons,  et  en 
irticulier  pour  le  déplacement  infiniment  petit  que  le  sys- 
hne  aurait  pris  tout  d'abord  sous  l'action  des  forces  F  seules, 
ll'on  n'avait  pas  appliqué  les  forces  Q  pour  s'y  opposer.  Mais, 
ir  hypothèse,  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  F  est 
■Ile  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les  liaisons,  et 
•r  conséquent  pour  le  mouvement  particulier  dont  il  s'agit  : 
boc,  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  Q  devrait  aussi 
tre  nulle  pour  ce  mouvement  particulier.  Or  ceci  est  impos- 
Ue  puisque,  dans  ce  mouvement,  le  point  d'application  de 
hicune  des  forces  Q  se  déplace  précisément  en  sens  contraire 
a  sens  dans  lequel  la  force  agit;  d'où  il  suit  que  les  travaux 
irtuels  de  ces  forces  sont  tous  négatifs. 

Il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  que,  pour  qu'un  système 
Mtériel  dans  lequel  on  imagine  des  liaisons  soit  en  équi- 
bre  sous  l'action  des  forces  F  directement  appliquées  à  ses 
iflërents  points,  il  faut  et  il  suftit  que  la  somme  des  travaux 
irtuels  de  ces  forces  soit  nulle,  pour  toul  déplacement  infini- 
sent  petit  compatible  avec  les  liaisons. 

Ainsi  se  trouve  limité  dans  chaque  cas,  par  les  lois  mêmes 
|ui  régissent  la  constitution  d'un  système  matériel,  le  nombre 
les  conditions  réellement  nécessaires  à  l'cquilibre  de  ce  sys- 
une.  Dans  la  plupart  des  machines,  d'après  ce  que  nous  avons 
il,  il  n'y  a  qu'un  seul  mouvement  virtuel  possible  :  une  seule 
ondition  est  donc  nécessaire  et  suffisante  pour  que  des  forces 
3  nombre  quelconque  se  fassent  équilibre  par  Tintermédiaire 
5  cette  machine.  Le  théorème  du  travail  virtuel  donne  avec 

plus  grande  facilité  cette  équation  unique,  en  éliminant 
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sans  qu'on  s* en  aperçoive  tout  ce  qui  se  passe  dans  rintérieur 
de  la  machine. 

Considérons  par  exemple  la  presse  hydraulique  (U  P%  p.a38j^ 
On  sait  que  cette  machine  se  compose  de  deux  corps  de  pompe 
remplis  d'eau  ou  d'un  liquide  quelconque»  et  reliés  l'uni 
l'autre  par  un  tuyau  de  communication.  Un  piston  qui  se 
trouve  en  contact  avec  le  liquide  se  meut  dans  chacun  dei 
deux  cylindres.  Sur  le  plus  petit  de  ces  pistons  agit  la  puis- 
sance P,  sur  le  plus  grand  s'exerce  la  résistance  R. 

Un  seul  mouvement  virtuel  est  possible  :  si  nous  supposons 
que  le  premier  piston  s'enfonce  d'une  quantité  d  A,  le  deuxième 
se  soulevant  de  dh\  l'égalité  des  travaux  virtuels  de  la  puis- 
sance et  de  la  résistance  donne  l'équation 

P3A  =  RaA', 

de  laquelle  nous  allons  tirer  la  condition  d'équilibre  de  h 
presse  hydraulique. 

Pour  cela  nous  remarquerons  qu'en  vertu  de  l'incompressH 
bilité  des  liquides,  le  volume  dont  a  diminué  la  colonne  coft» 
tenue  dans  le  premier  cylindre  doit  être  exactement  égal  à 
l'excédant  que  nous  retrouvons  dans  le  deuxième.  On  a  donc» 
S  et  S'  désignant  les  sections  des  deux  pistons, 

SdA  =  S'aA', 

d'où,  en  éliminant  les  vitesses  virtuelles» 

PS. 
R^S'* 

Dans  l'équilibre  de  la  presse  hydraulique ^  la  puissance  eiià 
la  résistance  dans  le  rapport  direct  des  sections  des  deux  c/- 
lindres. 

On  trouverait  de  même  les  conditions  d'équilibre  des  sjs^ 
tèmes  de  poulies,  des  équipages  de  roues  dentées,  etc. 

Considérons,  par  exemple,  une  série  d'arbres  tournants  doot 
les  vitesses  soient  en  rapport  constant.  Appelons  da  la  vitesse 
angulaire  virtuelle  du  premier  arbre;  £1,69,  £),...,  les  raisons(*) 


(*)    f'otr  CiXÉMATIQCE,  p.  7.\t, 


I 

I 
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des  arbres  auxquels  sont  appliquées  des  puissances;  y]i»  rit, 
^  Ht,.:,  celles  des  arbres  sur  lesquels  agissent  des  résistances. 
réquiUoD  du  travail  virtuel  est 

tp.ia  -hPip,.€,da  -♦-  Pa/'s.esda  -♦-... 

—  Ri9i.*/]ida  —  Rs^syjsda. .  .  =  o. 

On  en  conclut  l'équation 

Pp  -4-  2  ^iPi^i  —  2  ^^'^'  ~  ^• 


{X.  —  Équations  générales  de  l'équilibre  d'un  système 

MATÉRIEL  QUELCONQUE. 

Quelle  que  soit  la  constitution  d'un  système  matériel  dont 
m  recherche  les  conditions  d'équilibre,  il   est  clair  qu'on 
Altère  pas  cet  équilibre,  supposé  établi»  en  supposant  le 
QMème  invariable  de  forme.  Donc  les  équations  qui  répondent 
^-  m  déplacements  virtuels  compatibles  avec  la  rigidité  du  sys- 
r  line  s'appliquent  à  tous  les  systèmes  matériels  imaginables. 
[    Nous  allons  montrer  que  les  équations  correspondantes  à 
r  fts  déplacements  virtuels  sont  au  nombre  de  «i^;.  Elles  portent 
'  k  nom  d'équations  générales  de  réquilibre,  parce  qu'elles 
t'appliquent  à  un  système  quelconque.  Elles  sont  les  seules 
foi  soient  générales,  car  elles  sont  suffisantes  dans  le  cas  d'un 
lolide  invariable.  Quant  aux  autres  cas,  ces  équations  toujours 
^nécessaires  ne  seront  pas  suffisantes»  et  il  faudra,  après  s'être 
assuré  qu'elles  sont  vérifiées,  rechercher  quelles  sont  les  nou- 
illes conditions  introduites  par  la  nature  spéciale  du  système 
4ooi  on  s'occupe. 

Les  mouvements  compatibles  avec  la  solidité  du  système 
sont  de  trois  sortes  :  i®  un  mouvement  de  translation  dans 
«ne  direction  quelconque;  t?  un  mouvement  de  rotation  au- 
tour d'un  axe  passant  par  un  point  quelconque;  3<>  un  mouve- 
ment composé  des  deux  précédents,  lequel  se  ramène,  si  on 
faut,  à  celui  d'une  vis  dans  son  écrou. 

I*  Mouvement  de  translation,  —  Considérons  d'abord  le 
Douvement  de  translation.  Le  travail  d'une  force  F  pour  un 
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déplacement  ds  de  son  point  d'application  est 


FÔ5C0sFd*; 
donc  nous  devons  avoir 

(l)  y,FQ5C0SF85i=O. 

Or»  ^5  est  le  même  pour  tous  les  points  du  système,  < 
la  définition  du  mouvement  de  translation;  ce  facteur  e 
commun  à  tous  les  termes  de  l'équation  (i),  et  en  le  s 
mant  il  reste 

(a)  2^^^sFd5  =  o, 

c'est-à-dire  que  la  somrtie  des  projections  des  forces 
Heures  dans  une  direction  quelconque  est  nulle. 

2^  Mouvement  de  rotation.  —  Donnons  actuellement  ai 
un  déplacement  angulaire  doc  autour  d'un  axe  quelconq 
travail  d'une  force,  dans  ce  mouvement  de  rotation,^  e 
au  produit  de  da.par  le  moment  de  la  force  pris  par  ra| 
l'axe.  Désignons  par  la  notation  MF  le  moment  de  la  I 
par  rapport  à  cet  axe;  le  théorème  du  travail  viriuel 
s'écrire  dans  ce  cas 

Jaa.MFn^ro, 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  Sa, 

(3)  2*^^  =  ^' 

c'est-à  dire  que  la  somme  des  moments  des  forces  extéi 
autour  d'un  axe  quelconque  est  nulle. 

3"*  Mouvement  composé.  —  L'application  du  thcorèi 
travail  virtuel  au  cas  d'un  mouvement  composé  ne  no 
prendrait  rien  de  nouveau.  En  effet,  le  travail  de  chaque 
pour  un  mouvement  de  ce  genre,  est  la  somme  des  t 
qui  correspondent  aux  mouvements  composants.  Par  si 
quantité  qu'on  devrait  égaler  à  zéro  serait  la  somme  d< 
quantités  nulles  séparément. 
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is  GÉNÉiÂL.  —  Quand  un  système  matériel  quelconque 
nilibrey  sous  l'in/luence  île  forces  extérieures  et  inté- 
uelconques  : 

somme  des  projections  des  forces  extérieures  sur  un 
Iconque  est  égale  à  zéro  ; 

somme  des  moments  de  ces  mêmes  forces  extérieures 
port  à  un  axe  quelconque  est  égale  à  zéro. 

chons  toutes  les  équations  que  peuvent  fournir  les  deux 
de  ce  théorème. 

iquations  dérivées  du  mouvement  de  translation.  —  Il 

air  que  si  l'on  écrit  que  la  somme  des  projections  des 

3  extérieures  est  nulle  séparément  sur  trois  axes  rectan- 

reSy  cette  somme  sera  également  nulle  pour  une  direction 

conque,  définie  par  les  angles  a»  j3,  y,  qu'elle  fait  avec  les 

»  coordonnés.  En  effet,  la  projection  d'une  force  du  sys- 

le  sur  cette  direction  est,  en  appelant  X,  Y,  Z,  les  projec- 

•8  respectives  sur  les  trois  axes, 

FcosA  =  Xcosa-*-Y  cos^  -*-Zcosy; 

hue,  la  somme  des  projections  des  forces  du  système  est,  en 
iettant  cosa,  cosj3,  cosy  en  facteurs, 

Vf  cosA  =  cosa2)X  -^  ^08(3  V  Y  -h  cosy^^Z, 
luantité  qui  sera  toujours  nulle  si  l'on  a  à  la  fois 
I)  2Xz-_-o,     2y  =  o,     2^-0. 

1*  Équations  dérivées  du  mouvement  de  rotation.  —  De 
iéme,  pour  exprimer  que  la  somme  des  moments  des  forces 
ir  rapport  à  un  axe  quelconque,  passant  en  un  point  donné, 
t  nulle,  il  suffit  d'exprimer  que  cette  somme  est  nulle  pour 
m  axes  rectangulaires  qui  se  croisent  sur  ce  point,  ou  qu'on 
en  prenant  nos  notations  habituelles, 

I  ^ï-^^»    2M  — o,     2)N=:^o; 
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car  le  moment  G  d'une  force  par  rapport  à  un  axe  qui  fait  tu 
les  axes  des  angles  a,  J3,  y  est 

G  =  L  cosa  -+-  M  C0SJ3  -h  N  cosy. 

Quant  aux  axes  qui  ne  passent  pas  par  notre  origine,  il  c 
facile  de  voir  que  la  somme  des  moments  des  forces  par  n| 
port  à  ces  axes  est  également  nulle,  nos  équations  (i)et( 
étant  supposées  satisfaites.  £n  effet,  nous  aurons  établi  cel 
proposition,  si  nous  prouvons  que  la  somme  des  travaux  i 
forces  est  nulle  pour  un  mouvement  virtuel  de  rotation  a 
tour  d'un  pareil  axe.  Or,  un  mouvement  quelconque  d'un  s 
lide  peut  toujours  être  décomposé  en  une  rotation  autour  d*i 
axe  passant  en  un  point  donné,  et  une  translation  dans  u 
certaine  direction;  et  les  équations  (i)  et  (2)  établissent  q 
la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  extérieures  est  nii 
pour  chacun  de  ces  deux  mouvements  élémentaires. 

Des  six  équations  de  r équilibre.  —  On  voit  qu'en  déflniti 
le  théorème  du  travail  virtuel ,  appliqué  à  tous  les  dépfaM 
ments  compatibles  avec  l'hypothèse  de  la  parfaite  rigidité 
système  auquel  sont  appliquées  les  forces  que  l'on  considèi 
fournit  six  équations  distinctes  seulement  : 


(IV) 


2m„.F==o. 

Ces  équations  portent  le  nom  Adéquations  générales  de  t 
quilibre;  vraies  pour  un  système  quelconque,  elles  sont  si 
Osantes  pour  l'équilibre  des  solides  invariables. 

Pour  résumer  cet  important  chapitre,  nous  rappelleK 
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fïil  hui  distinguer  avec  soin  Téquilibre  des  forces  qui  sont 

dîrecteinent  appliquées  à  un  même  point  matériel,  de  Téqui- 

lîbre  qui  existe  entre  des  forces  appliquées  à  certains  poinis 

d'un  système.  Dans  ce  dernier  cas  on  doit  dire  que  les  forces 

extérieures  se  font  équilibre  en  vertu  de  la  constitution  phy- 

s^ue  du  corps  auquel  ces  forces  sont  appliquées  (*).  Mais  on 

pourra  dire  aussi  rigoureusement  :  Ces  six  équations  de  ié- 

fttlihre  existent  entre  les  forces  extérieures  seulement;  et 

eek  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  se  préoccuper  de  la  consti- 

Mion  du  corps  soumis  à  l'action  de  ces  forces. 

S  XI.  —    Cas  PAJLTICULIERS   DES   ÉQUATIONS   DE   l'ÉQUILIBRE. 

Les  équations  générales  de  l'équilibre  se  simplifient  dans 
fielques  cas  particuliers  quand  les  forces  appliquées  au  sys- 
tèaie  considéré  satisfont  à  certaines  conditions  spéciales.  Il 
«rife  alors  qu'un  certain  nombre  des  équations  qui  doivent 
Ike vérifiées  par  ces  forces  sont  satisfaites  d'elles-mêmes  iden- 
Iqaement,  et  le  nombre  de  celles  dont  il  y  a  réellement  à 
ifoccuper  se  trouve  diminué  d'autant. 

Les  cas  particuliers  qu'il  est  intéressant  de  considérer  sont 
ta  nombre  de  trois  seulement. 

Forces  concourantes, 

11  ne  s'agit  pas  ici  de  forces  appliquées  à  un  même  point, 
mis  bien  de  forces  dont  les  directions  concourent.  Par  le 
point  commun  à  toutes  ces  directions,  menons  trois  axes 
<|uelconques;  les  trois  équations  des  moments  par  rapporta 


(*;  Les  forces  extérieures  restant  les  mêmes,  l'cquilibrc  serait  rompu,  si  la 
CMilitution  physique  du  système  venait  à  changer  ;  c'est  ce  qui  arrive,  par 
cuaple,  aux  tiges  métalliques  qui  se  brisent  sous  un  effort  beaucoup  moindre 
fm  celui  qu'elles  ont  longtemps  supporté,  parce  que  la  texture  du  métal  s'est 
■«U6ée. 

Qoaod  des  forces  appliquées  à  un  système  quelconque  se  font  équilibre, 
reflbC  de  ces  forces  est  de  tendre  les  liens  du  système,  de  développer  des 
tecet  iotérieures  par  l'intermédiaire  desquelles  l'équilibre  s'établit,  de  ma- 
iiér«  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  appliquées  à  chaque  point  soit 
aile. 
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ces  axes  sont  sati^aites  d'elles-mêmes;  et  il  nous 
ment  pour  Téquilibre  les  trois  conditions 

(V)  {^^.^,  =  0, 

On  sait  d'ailleurs  par  la  théorie  générale  que  les  s 
tions  de  réquilibre»  étant  ainsi  vérifiées  pour  un 
d'axes  particulier,  le  sont  également  pour  tous  les  au 
tèmes. 

Forces  situées  dans  un  même  plan. 

Prenons  le  plan  qui  contient  toutes  les  forces  p* 
des  xjr,  Taxe  des  z  passant  par  un  point  quelconque 
plan. 

Les  équations 

2f,=  o,      2MoxF  =  o,      ^Mo^Fr^O 

sont  satisfaites  d'elles-mêmes»  puisque  les  forces  soi 
situées  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  z,  e 
plan  contient  à  la  fois  Taxe  des  x  et  l'axe  des  r*  0 
seulement  trois  équations  d'équilibre 

2Fx-o, 

(VI)  12^/=^^' 

^Mo,F~o. 

Forces  parallèles. 

Prenons  l'axe  des  z  parallèle  à  la  direction  comn 
forces;  il  est  clair  que  chacune  de  celles-ci  aura  une  pi 


mu  m.  —  ÊQUIUBBB  DBS  STSTftMBS  QUBLGONQUES,  ETC.      6S 

ir  les  axes  Ox  et  0/,  et  un  moment  nul  par  rapport  a 
r;  il  suffira  donc  pour  Tcquilibre  qu'on  ait 


2F,  =  o. 

2m.,F  =  o. 


1. 
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CHAPITRE  IV. 

ÉQUILIBRE  DES  SOLIDES  INVARIABLES. 


§  XII.  —  Des  forges  équivalentes. 

Le  caractère  des  six  équations  de  l'équilibre,  ainsi  que  noa 
l'avons  dit,  c'est  que  ces  équations,  nécessaires  et  sufBsantc 
pour  le  cas  hypothétique  d'un  solide  absolument  invaridil 
de  forme,  ont  lieu  pour  un  système  quelconque;  de  sort 
que,  pour  se  rendre  un  compte  exact  des  conditions  de  l'éq^ 
libre  d'un  système  matériel,  il  y  a  en  général  deux  chose! 
faire  : 

i"*  Vérifier  si  les  six  équations  générales  sont  satisfaites; 

2*"  Rechercher  les  conditions  spéciales  au  cas  dont  on  5*00 
cupe,  qui  dérivent  de  la  nature  physique  des  corps  souiril 
aux  forces  considérées,  et  des  liaisons  qui  existent  entre  efl 
corps. 

Cela  posé,  il  est  évident  qu'au  point  de  vue  de  la  vériJkÊ 
tion  des  six  équations  de  Véquilibrey  on  aura  le  droit  de  roi' 
placer  un  groupe  de  forces  F  par  un  autre  groupe  F,  pourvu 
que  les  forces  F'  jouent,  dans  les  équations  (IV),  identi- 
quement le  même  rôle  que  les  forces  F.  Il  faut  et  il  suHl 
pour  cela  que  les  forces  F  et  F'  aient  les  mêmes  sommes  A 
projections  sur  trois  axes  rectangulaires,  et  les  mêmes  somoMi 
de  moments  par  rapport  à  ces  mêmes  axes. 

Deux  groupes  de  forces  jouissant  de  cette  propriété  soi 
dits  équivalents  ;  et  il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  énsjjA 
tions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équivalence  de  des 
systèmes  de  forces  sont  au  nombre  de  six,  comme  les  éqv 
tions  générales  de  l'équilibre. 
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m  écrirons  ces  équations  sous  la  forme 

2Mo^F  =  2MorF'> 

bange  d'un  groupe  de  forces  par  un  groupe  équiva- 
nène  généralement  la  rupture  de  l'équilibre^  à  moins 
corps  auquel  ces  forces  sont  appliquées  ne  soit  un 
inyariable;  et,  même  dans  ce  cas,  cette  substitution 
e  l'équilibre  intérieur  du  solide,  les  tensions  des  liens, 
6  que,  pour  la  détermination  de  ces  quantités,  il  faudra 
ver  les  forces  telles  qu'elles  sont  immédiatement  don- 
Notre  définition  de  l'équivalence  est  uniquement  rela- 
X  six  équations  de  l'équilibre. 

otion  de  l'équivalence  des  forces  permet  de  réduire  à 
(ternes  plus  simples  des  forces  disposées  d'une  manière 
nque  aux  divers  points  d'un  solide  invariable.  Cette 
i  constitue  un  chapitre  très-important  de  la  Statique. 

Béiultante  d'un  système  de  forces  concourantes. 

forces  en  nombre  quelconque,  appliquées  à  un  même 
matériel,  sont  équivalentes  à  leur  résultante.  Il  y  a 
dans  ce  cas  équivalence  physique  complète,  en  même 
qu'équivalence  géométrique;  et  Ton  peut,  sans  altérer 


résulte  de  ces  équations  qu'on  obtient  l'équilibre,  quand  à  un  système 
»  on  ijoaie  un  système  équivalent  pris  en  sens  opposé. 

5. 
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en  rien  Tétat  d'un  corps  en  équilibre,  remplacer  par  leur  résul* 
tante  des  forces  appliquées  en  un  même  point  de  ce  corps. 

Si  nous  considérons  des  forces  dont  les  directions  con- 
courent en  un  point  0,  mais  dont  les  points  d'application  ne 
sont  pas  les  mêmes,  une  force  appliquée  au  point  0,  ayant 
pour  projections  sur  trois  axes  conduits  par  ce  point  les 
sommes  des  projections  des  forces  concourantes  données,  est, 
d'après  notre  définition,  équivalente  à  celles-ci.  On  lui  donne 
le  nom  de  résultante  {*),  bien  qu'il  puisse  y  avoir  absurditi, 
dans  cerlains  cas,  à  demander  de  la  substituer  aux  premièreSi 
même  dans  le  cas  où  il  s*agit  d'un  solide  invariable,  le  pointO 
pouvant  fort  bien  être  en  dehors  du  soHde. 

Il  suffit  pourtant  qu'il  y  ail  un  point  du  solide  sur  la  direc- 
tion de  cette  force,  pour  qu'on  puisse  la  substituer  à  sescooh 
posantes  sans  altérer  l'équilibre; et,  en  général,  uneforce,iqh 
pliquée  à  un  point  d'un  solide  invariable  en  équilibre^  peH 
être  supposée  appliquée  en  un  point  quelconque  prit  sur 
direction^  pourvu  que  ce  point  soit  invariablement  lié  > 
solide  (*"). 

Cette  proposition  est  évidente  par  elle-même;  et  on  la 
souvent  comme  une  espèce  d'axiome,  tout  au  commencem< 
de  la  Statique.  Cette  manière  de  procéder  présente  un  certa^ 
inconvénient,  car  on  s'habitue  à  faire  abstraction  du  poiw 
d'application  des  forces,  et  à  les  considérer  comme  agissant 
indirféremment  sur  un  point  quelconque  de  leur  direction.  Or 
ceci  est  physiquement  faux,  et  le  déplacement  du  point  d'ap- 
plicalion  d'une  force  change  l'équilibre  intérieur  du  corps» 


i 

(  *  )  Toutes  les  fois  qu'il  existe  une  force  unique  équivalenle  à  uo  STOif*  1 
quelconque  de  forces,  on  donne  à  cette  force  unique  le  nom  de  résultante.  Htfl  ^ 
juste  de  dire  que  cette  acception  du  mot  de  résultante  est  U  première  qui  ait  éli 
introduite  dans  la  science,  et  que  la  signification  géométrique  que  nous  doiiMV 
à  ce  mot,  dans  cet  ouvrage,  est  beaucoup  plus  récente. 

(**)  Quand  on  transporte  une  force  du  point  A  au  point  B  {Jig.  i3),  oi 
change  l'état  du  solide,  puisqu'on  introduit  une  traction  qui  s'exerc*  tnb 
ligne  AB.  Il  faut  donc,  pour  que  la  substitution  soit  physiquement  pois3itei 
que  la  nature  du  corps  lui  permette  de  résister  à  la  traction  dont  nous  paitoM» 
C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  les  deux  points  A  et  B  sont  liés  par  n 
cordon;  mais,  dans  cette  hypothèse,  on  ne  pourrait  pas  transporter  de  la 
manière  une  force  dont  le  sens  serait  opposé  à  celui  de  la  force  F. 
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otiux  forces  flciives  telles  que  les  résultantes,  etc.»  il  est 
ifiiit  rigoureux  de  dire  qu'un  point  quelconque  de  leur 
lion  peut  être  pris  pour  leur  point  d'application,  car  ces 
s  n'entrent  jamais  en  ligne  de  compte,  quand  il  s'agit  de 
ilibre  intérieur  d'un  corps. 

Réiultante  (Tun  système  de  forces  parallèles. 

forces  parallèles  disposées  d'une  manière  quelconque 
généralement  susceptibles  d'être  remplacées  par  une 
unique,  laquelle  reçoit,  ainsi  que  nous  l'avons  dît,  le 
le  résultante. 

ir  établir  cette  proposition,  considérons  d'abord  [Jig.  i4) 
Forces  P,  Q,  de  même  sens,  et  appliquées,  la  première 
la  seconde  en  B.  Proposons-nous  de  trouver  une  troi- 
force  qui  soit  équivalente  à  leur  ensemble.  La  projec- 
e  cette  force  sur  un  axe  quelconque  doit  être  égale  à  la 
e  des  projections  des  deux  premières.  Or,  si  l'on  prend 
ixe  de  projection  un  axe  perpendiculaire  à  la  direction 
lune  des  deux  forces,  la  somme  de  leurs  projections  est 
et  il  doit  en  être  de  même  de  celle  de  leur  résultante; 
^tte  résultante  doit  être  parallèle  à  ses  composantes.  Au 
lire,  la  somme  des  projections  sur  un  axe  parallèle  à  AP 
4-  Q  ;  donc  l'intensité  de  la  résultante  est  égale  à  P  H-  Q. 
enfin  que  la  somme  des  moments  des  composantes,  par 
rl  à  un  axe  perpendiculaire  à  leur  plan,  soit  égale  au 
nt  de  la  résultante.  Faisons  passer  cet  axe  par  un  point  O 
résultante  inconnue,  le  moment  de  la  résultante  sera 
lonc  Ja  somme  algébrique  des  moments  des  deux  com- 
tes doit  être  nulle  également.  Il  résulte  de  là  que  le 
0  doit  être  situé  entre  les  forces  ;  eisi  p  ei  q  sont  ses 
ces  respectives  aux  forces  P  et  Q,  on  doit  avoir 

?p  =  Qq. 

le  : 

)ttHB.  —  Deux  forces  parallèles  et  de  même  sens  ont 
}êultante  qui  leur  est  parallèle  et  dirigée  dans  le  même 
Cette  résultante  est  égale  à  leur  somme  et  partage  la 
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ligne  qui  joint  les  points  d'application  de  ces  forces  en  pat 
inversement  proportionnelles  à  leurs  grandeurs  P  et  Q. 

Cette  dernière  partie  est  évidente,  car  on  a 

CA      £       Q 
CB  "^  î  ~  P  ' 

Le  même  raisonnement  s'applique  dans  le  cas  où  les  foi 
sont  dirigées  en  sens  contraire  Tune  de  Tautre  (Jig.  i5). 

Théorème.  —  Deux  forces  parallèles  et  de  sens  contra 
ont  une  résultante  qui  leur  est  parallèle  et  égale  à  leur  d{ 
rence.  Elle  agit  dans  le  sens  de  la  plus  grande,  et  ses  distai 
aux  deux  composantes  sont  dans  le  rapport  inverse  de 
forces  (*). 

Corollaire.  —  Un  nombre  quelconque  de  forces  parall 
disposées  comme  on  voudra,  de  même  sens  ou  de  sens  d[ 
rents,  appliquées  à  dijférents  points  dun  solide  invaria 
admettent  toujours  une  résultante  unique. 

Désignant  par  R  la  grandeur  de  cette  résultante,  par  Xi  c 
les  coordonnées  du  point  où  elle  perce  un  plan  perpendicul 
à  la  direction  des  composantes,  plan  pris  pour  celui  des 
on  a,  pour  déterminer  ces  trois  inconnues,  les  équations 

2   F  =  R. 

La  résultante  d'un  système  de  forces  parallèles  jouit  de 
priétés  fort  intéressantes,  sur  lesquelles  nous  insisterons  ] 
tard. 


(  *  )  H  résulte  de  ce  qui  précède  que  des  forces  agissant  dans  an  même 
sur  un  sulidc  invariable  sont  toujours  susceptibles  d'être  remplacées  pai 
force  unique,  sauf  le  cas  d'exception  qui  sera  indiqué  plus  bas. 

En  eflfet,  deux  de  ces  forces,  prises  au  hasard,  sont  parallèles  ou  eoi 
rantes  :  dans  les  deux  cas  on  sait  en  trouver  la  résultante.  En  opérant  ail 
proche  en  proche,  on  obtiendra  la  résultante  définitive  du  système.  Si  cet 
sultante  est  nulle,  les  forces  données  se  font  équilibre. 
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Gu  d'exception,  —  Il  existe  un  cas  singulier  dans  lequel 
Jesrésallats  précédents  se  trouvent  en  défaut,  et  où  il  n'est  pas 
possible  de  déterminer  une  force  unique  capable  de  remplacer 
des  forces  parallèles  données. 

IMstinguons  ces  forces  en  deux  groupes  comprenant  :  le  pre- 
mier, toutes  celles  qui  agissent  dans  un  certain  sens;  le 
deuxième,  toutes  celles  qui  agissent  dans  le  sens  opposé, 
bit  P  la  résultante  des  forces  du  premier  groupe  (Jig.  i5), 
Qeelle  des  forces  du  second. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu,  les  deux  forces  P  et  Q,  qui 
mt  équivalentes  à  toutes  les  forces  données,  admettent  elles- 
■êmes  une  résultante  dont  l'intensité  est  représentée  par 

P-Q, 

CI  dont  la  distance  à  la  force  P  a  pour  expression,  a  étant  la 

dhtance  de  P  à  Q, 

Q 

Si  la  différence  P  —  Q  est  très-petite,  l'intensité  de  la  résul- 
tete  est  elle-même  fort  petite,  et  en  même  temps  sa  distance 
iPane  ou  a  l'autre  de  ses  composantes  grandit,  et  peut  même 
dépasser  telle  longueur  finie  que  l'on  voudra.  A  la  limite,  si 
fon  fait  P  =  Q,  on  trouve  pour  celte  résultante  une  force 
Aulle,  appliquée  à  l'infini,  ce  qui  n'a  plus  de  sens. 

Ce  cas  d'exception  est  tout  à  fait'  l'analogue  de  celui  qui 
t'est  déjà  présenté  en  Cinématique,  à  propos  de  la  composi- 
Uon  des  rotations.  La  théorie  générale  ne  nous  apprend  plus 
^lors  qu'une  chose,  c'est  que,  dans  ce  cas  singulier,  il  n'y  a 
liios  de  résultante  unique,  c*est-à-dire  que  deux  forces  égales 
Imllèles,  de  sens  contraire,  mais  non  directement  opposées, 
constituent  un  système  sui  generis,  qui  n'est  pas  susceptible 
'être  tenu  en  équilibre  par  une  simple  force.  C'est  le  plus 
simple  des  systèmes  non  réductibles  à  une  force  unique. 

Dn  pareil  système  porte  le  nom  de  couple  (*).  La  considé- 


{*)  Cest  p«r  analogie  avec  les  couples  de  forces  que  nous  avons  appelé  en 
CWsBtiqiie  couple  de  rotations  Tensemble  de  deux  rotations  qui  ne  peuvent 
pat  se  remplaeer  par  une  rotation  unique. 
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ration  des  couples  qui  s'introduisent  ainsi  comme  an  c 
gulier  joue  un  grand  rôle  dans  la  théorie  de  la  rédudi 
forces  appliquées  à  un  solide  invariable,  comme  nous 
le  montrer  d'après  Poinsol. 


§  XIII.  —  Théorie  des  couples. 

Définition,  —  Pour  abréger  le  discours,  nous  appe 
couple  l'ensemble  de  deux  forces  égales,  parallèles  < 
traires,  mais  non  appliquées  au  même  point. 

Nous  n'avons  pas  à  nous  inquiéter  pour  Je  momen 
que  peut  être  l'action  de  ces  forces  sur  le  corps  auqu 
sont  appliquées  ("");  nous  savons  seulement  que,  que 
soit  cette  action,  elle  n'est  pas  de  nature  à  être  contre-b 
par  celle  d'aucune  simple  force,  appliquée  comme  on 
au  même  corps,  et  que,  par  conséquent,  l'effort  d'un 
ne  peut  être  comparé  d'aucune  manière  à  celui  d'une 
force. 

L'idée  de  couple  ne  doit  pas  être  séparée  (du  moin; 
droit  où  en  est  actuellement  notre  exposition  de  la  Hé( 
rationnelle)  de  celle  d'un  corps  solide  en  équilibre 
le  couple  est  appliqué.  L'effet  d'un  couple,  si  l'on  pe 
primer  ainsi,  c'est  de  tenir  une  certaine  place  dans 
équations  de  l'équilibre. 

Considérons  donc  l'ensemble  de  deux  forces  qui  con 
ce  que  nous  nommons,  pour  abréger,  un  couple,  et  ch( 
quels  sont  les  termes  qui  leur  correspondent  dans  les  si 


C^)  On  s'expose  aux  plus  grandes  erreurs  quand  on  veut  cheri 
rendre  compte  de  l'effet  d'un  couple  appliqué  à  un  solide  libre.  La  d 
tion  de  cet  effet  est  un  problème  important  de  Dynamique,  que  nous  y 
temps  et  lieu. 

Les  commençants  sont  assez  généralement  portés  à  associer,  sans  t 
pourquoi,  l'idée  de  force  à  celle  de  translation,  et  l'idée  de  couple 
rotation,  et  à  se  représenter  en  conséquence  l'effet  d'un  couple  coi 
de  faire  tourner  le  solide  auquel  il  est  appliqué  autour  d'une  perpen^ 
•on  plan.  Rien  n'est  plus  faux  que  ces  idées.  Ainsi  tout  le  monde  aaH 
de  billard,  une  simple  force  appliquée  à  une  bille  produit  à  U  lob  i 
ment  de  translation  et  un  mouvement  de  rotation. 
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tàoosie  l'équilibre,  écrites  par  rapport  à  trois  axes  rectangu- 
'    Ures  quelconques;  et  supposons  d'abord  que  deux  de  ces 

nés  aient  été  pris  parallèles  au  plan  du  couple,  le  troisième 

Aant  dirigé  perpendiculairement  au  plan. 

Il  est  d'abord  évident  que  la  somme  des  projections  des 
deux  forces  sur  chacun  des  axes  coordonnés  est  nulle,  et  que 
h  même  chose  a  lieu  relativement  à  une  droite  quelconque. 

En  deuxième  lieu,  la  somme  des  moments  des  deux  mêmes 
farces  autour  d'une  droite  quelconque,  parallèle  à  leur  plan, 
ait  également  nulle.  En  effet,  le  moment  d'une  force  par 
apport  à  une  droite  s'obtient  en  projetant  la  force  sur  un 
phn  perpendiculaire  à  la  droite,  et  faisant  le  produit  de  la  pro- 
jection ainsi  obtenue  par  sa  distance  au  point  suivant  lequel 
le  projette  tout  entière  la  droite  ou  axe  par  rapport  auquel  on 
cherche  le  moment. 

Or,  pour  un  axe  parallèle  au  plan  d'un  couple ,  le  plan  de 
(rojecilon  dont  il  est  question  dans  la  définition  précédente 
M  perpendiculaire  au  plan  du  couple;  les  deux  forces  de  ce 
eoople  se  projettent  donc  sur  la  même  droite,  et  les  deux 
pnjections  occupent  sur  cette  droiie  des  longueurs  égales, 
^mis  comptées  dans  un  sens  différent.  Les  moments  de  ces 
-^tex  forces  sont  donc  égaux  en  valeur  absolue  et  de  signes 
coBtraires,  c'est-è-dire  que  leur  somme  algébrique  est  identi- 
quement nulle. 

Considérons  enfin  l'axe  perpendiculaire  au  plan  du  couple, 
etsupposons  d'abord  que  sa  projection  0  sur  ce  plan  {Jig.  16) 
kris^  les  deux  forces  P,  P,  d'un  même  côté.  Soient  p  la  dis- 
lucedu  point  Oà  la  force  AP,  a  la  distance  des  droites  AP, 
A.P.. 

La  somme  algébrique  des  moments  des  deux  forces  est 

P.(a-h/?)-Pp, 

I 

cfest-i-dire  simplement 

Pa, 

puisque  Pi  est  égal  à  P.  Cette  quantité  Pa  est  indépendante  de 
Il  position  du  point  0  dans  le  plan  des  deux  forces. 

Si  la  projection  de  l'axe  tombait  en  un  point  0',  situé  entre 
les  deux  lignes  AP,  A,  Pi,  on  aurait  de  même  pour  la  somme 
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des  moments  des  deux  forces,  en  appelant  p'  la  dtem 
point  0'  à  la  force  AP, 

P/-hP(a  — p')  =  Pa; 

donc  : 

Théorème  1.  —  La  somme  des  moments  des  deux  force 
couple,  par  rapport  à  un  axe  quelconque  perpendicm 
leur  plan ^  est  constante. 

Cette  somme  constante  est  représentée  numérîquemc 
le  produit  Pa,  quantité  qu'on  désigne»  pour  abréger,  s 
nom  de  moment  du  couple.  La  longueur  a  s'appelle  le  { 
levier  du  couple,  et  Ton  voit  que  : 

Le  moment  d'un  couple  est  le  produit  de  sa  force  p 
bras  de  levier. 

Ce  produit  doit  être  affecté  d*un  signe  convenable, 
que  la  somme  des  moments  des  deux  forces,  à  laquell< 
équivalent,  est  positive  ou  négative.  On  figure  ordinair 
{fig.  17)  un  couple  en  supposant  les  deux  forces  appl; 
aux  extrémités  du  bras  de  levier,  ce  qui  est  toujours  p 
et  on  trouve  facilement  le  signe  du  moment  du  cou| 
considérant  le  bras  de  levier  comme  une  barre  rigide  c 
milieu  serait  fixé;  le  moment  est  positif  si  le  couple 
faire  tourner  son  bras  de  levier  dans  le  sens  positif, 
négatif  dans  le  sens  contraire. 

J'ai  déjà  fait  observer,  dans  un  grand  nombre  de  cas 
gués,  qu'aucun  des  facteurs  du  produit  Pa  ne  comporte 
promeut  parier  de  signe  :  il  faut  prendre  ces  facteurs  en 
absolue,  et  affecter  le  produit  du  signe  convenable.  Poi 
si  l'une  des  quantités  P  ou  a  dépendait  d'une  grandeur 
ble,  il  pourrait  arriver  que  ce  facteur  changeât  de  signe 
ainsi  changer  le  signe  du  moment  déterminé  pour  c< 
sens  de  la  force  P  et  de  la  ligne  a.  L'Algèbre  présente 
coup  d'exemples  de  faits  de  ce  genre. 

Équivalence  des  couples.  —  Pour  que  deux  couples 
équivalents,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  ce  qui  vient 
établi  : 

i"*  Que  les  plans  des  deux  couples  soient  parallèles; 

a*>  Que  leurs  moments  soient  égaux; 
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l*£Dflii  que  les  deux  couples  tendent  à  faire  tourner  leurs 
bis  de  levier  respectifs  dans  le  même  sens. 

On  déduit  de  là  la  propriété  fondamentale  des  couples  de 
forces,  laquelle  s'énonce  habituellement  de  la  manière  sul- 
vaole: 

TilOBk>B  II.  —  On  peut,  sans  changer  l'effet  d'un  couple 
appliqué  à  un  corps  solide  en  équilibre,  le  transporter  dans  son 
fbn  ou  dans  tout  autre  plan  parallèle,  le  tourner  comme  on 
nudra  dans  ces  divers  plans,  et  même  changer  à  volonté  sa 
^rte  ou  son  bras  de  levier,  pourvu  que  le  moment  Pa  con- 
ttrve  toujours  la  même  valeur,  et  que  les  couples  quon  substi- 
Aff  ainsi  l'un  à  l'autre  soient  de  même  sens. 

Axe  étun  couple.  —  Il  suit  de  là  qu'un  couple  est  donné, 
e'estrà-dire  qu'on  a  tout  ce  qu'on  a  besoin  de  connaître,  rela- 
Ihrement  à  Vénergie  du  couple  et  à  sa  position  dans  l'espace, 
fiind  on  connaît  la  direction  de  son  plan,  la  grandeur  de  son 
•ornent,  et  enfln  le  sens  de  ce  moment. 

En  conséquence,  on  représente  un  couple  par  une  simple 
droite,  qu'on  appelle  Vaxe  du  couple.  On  prend  cette  droite 
perpendiculaire  au  plan  du  couple,  on  lui  donne  une  longueur 
proportionnelle  à  son  moment;  enfin  on  est  convenu  d'affecter 
à  cette  longueur  un  sens  tel,  qu'un  observateur  placé  suivant 
cet  txe,  les  pieds  à  l'origine ,  voie  le  couple  tendre  à  faire 
loaraer  son  bras  de  levier,  supposé  fixé  par  son  milieu,  dans 
le  sens  que  nous  avons  adopté  pour  sens  positif. 

On  voit  que  l'axe  d'un  couple  n'occupe  pas  une  position 
déterminée  dans  l'espace  ;  on  peut  toujours  le  faire  passer  par 
un  point  pris  arbitrairement  d'une  manière  quelconque. 

Projection  des  couples.  —  Il  nous  reste  encore  à  donner 
l'eipression  de  la  somme  des  moments  des  forces  d'un  cou- 
pie6(y{g^.  i8),  par  rapport  à  un  axe  quelconque  Oz.  Pour 
c^i  projetons  ces  forces  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet 
ne:  on  obtient  ainsi  un  nouveau  couple  G',  et  il  est  clair  que 
le  DDoment  de  ce  couple  représente  précisément  la  somme 
eberchée. 

Cela  posé,  remarquons  que  le  moment  d'un  couple  peut  être 
représenté  par  la  surface  du  parallélogramme  dont  les  forces 
sont  les  cÂtés  opposés.  Or  l'aire  du  parallélogramme  qui 
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donne  le  moment  de  G'  est  le  produit  de  Taire  du  pii 
gramme  (G)  par  le  cosinus  de  l'angle  i  formé  par  le  p 
couple  avec  le  plan  de  projection  ;  donc  on  a 

G'  =  G  cos  I. 

Soit  A.g  Taxe  du  couple  G  :  on  peut  aussi  prendre  p< 
axe  la  ligne  égale  et  parallèle  Ogf,»  qui  passe  par  uc 
de  OZf  et  il  résulte  de  l'équation  précédente  que  l'i 
couple  G'  est  la  projection  de  Ogt  sur  Oz;  donc  : 

Théorèxb  III.  —  La  somme  des  moments  des  forces  d'i 
pie  par  rapport  à  une  droite  quelconque  est  la  projeci 
Vaxe  du  couple  sur  cette  droite. 

On  voit  que  les  moments  des  couples-  se  représente! 
projettent  absolument  comme  ceux  des  simples  force 
cette  différence  toutefois  que,  dans  le  cas  d'un  couple* 
qu'à  s'inquiéter  de  la  direction  de  l'axe  par  rapport  auc 
considère  les  moments,  et  nullement  de- sa  position  dai 
pace. 

Composition  des  couples. 

On  n'a  pu  s'empêcher  de  remarquer  dès  à  présent  I 
gie,  ou  plutôt  l'identité  parfaite  qui  existe,  au  point  de 
la  forme  mathématique,  entre  les  théorèmes  de  la  Cinén 
et  ceux  de  la  Statique.  Cette  identité  est  d'autant  plus  ci 
que  ces  deux  sciences  se  rapportent  à  deux  ordres  d'id 
solument  et  essentiellement  différents. 

Ainsi  les  règles  relatives  à  la  composition  des  rotat 
retrouvent  ici  comme  présidant  à  la  composition  des 
Les  deux  théories  nous  présentent  le  même  cas  singu 
nous  allons  voir,  pour  continuer  l'analogie,  que  les  cou 
forces  se  composent  comme  des  couples  de  rotation,  < 
dire  comme  des  translations. 

Composition  des  couples  parallèles.  —  Rien  n'empi 
s'arranger  de  façon  que  les  forces  P  et  Q  des  deux  i 
soient  parallèles,  et  que  leurs  bras  de  levier  soient 
Alors,  si  l'on  fait  coïncider  les  deux  bras  de  levier» 
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leonedes  extrémités  de  cette  ligne,  deux  forces  dont  les 
ections  se  confondent,  et  qu'on  peut  par  conséquent  rem- 
eer  par  une  force  unique  dont  l'intensité  est  la  somme  al- 
fique  des  intensités  des  forces  des  deux  couples.  Ces  deux 
ihantes  forment  un  couple  équivalent  à  l'ensemble  des  deux 
fies  donnés,  et  le  moment 

«(P  +  Q) 

te  couple  est  la  somme  des  moments  des  couples  compo- 
s.  Donc  : 

■loilaiB  IV.  —  Deux  couples  situés  dans  deux  plans  parai-- 
r  sont  équivalents  à  un  couple  unique  dont  le  moment  a 
r  valeur  la  somme  algébrique  des  moments  des  couples 
iposants. 

B  résultat  s'énonce  plus  simplement  en  disant  que  raxe 
90uple  résultant  est  la  somme  des  axes  des  couples  compo^ 
U. 

^imposition  des  couples  quelconques.  —  Soient  maintenant 
>mposer  deux  couples  quelconques  (Jig.  19).  Soit  AG  l'in- 
icction  des  plans  de  ces  couples.  Prenons  sur  cette  inter- 
lion une  longueur  AB  pour  bras  de  levier  commun  aux  deux 
iples. 

i  chacune  des  deux  extrémités  du  bras  de  levier,  j'ai  deux 
:es  P,  Q  que  je  compose  par  la  règle  du  parallélogramme. 
kliens  ainsi  deux  forces  égales  et  contraires  qui  constituent 
eoople  équivalent  aux  deux  couples  proposés.  Donc,  deux 
fleSf  situés  comme  on  voudra  dan^  deux  plans  qui  se  cou- 
isous  un  angle  quelconque,  se  composent  toujours  en  un 
f,  dont  le  plan  passe  par  l'intersection  des  plans  des  deux 
mers  couples  y  et  par  la  diagonale*  du  parallélogramme 
îtruit  sur  les  forces  qui  constituent  ces  couples, 
est  très-facile  de  démontrer  que  Taxe  du  couple  résul- 
est  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  axes 
couples  composants. 

n  effet,  le  plan  PQ  peut  cire  regardé  comme  étant  per- 
iiculaire  à  l'intersection  AG,  puisqu'on  a  le  droit  de  tourner 
me  on  veut  des  couples  dans  leur  plan.  Faisons  une  pro- 
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jecUon  sur  ce  plan  (Jig.  20).  Nous  avons  un  paralléiof 
dont  les  côtés  sont  P  et  Q,  et  dont  la  diagonale  est  b 
tante  R.  Pour  avoir  l'axe  du  couple  P,  il  faut  prendre  si 
perpendiculaire  à  P  une  longueur  AL  proportionnelle 
l'axe  du  couple  Q  et  Taxe  du  couple  résultant  R  s'obli( 
de  même  en  portant  sur  des  perpendiculaires  à  Q  et  à 
longueurs  AM,  AN,  respectivement  proportionnelles  aux 
Q  et  R.  Donc  la  figure  ALNH  est  un  parallélogramme  de 
est  la  diagonale»  et  par  suite  :  • 

Théobèmb  V.  —  Si  deux  couples  sont  représentés  pou 
axes  et  pour  leurs  grandeurs  par  les  deux  côtés  d'un 
lélogrqmme,  ces  deux  couples  se  composent  en  un  seul^ 
sente  pour  son  axe  et  pour  sa  grandeur  par  la  diagofi 
ce  parallélogramme. 

Ayant  démontré,  comme  nous  venons  de  le  faire,  li 
du  parallélogramme  des  axes,  on  en  déduit  immédiat 
celles  du  parallélipipède  et  du  polygone  des  axes  p 
composition  d'un  nombre  quelconque  de  couples,  ain 
la  décomposition  d'un  couple  en  trois  autres  ayant  pou 
trois  directions  rectangulaires. 

Utilité  des  couples  pour  la  composition  des  forces  dii 
d'une  manière  quelconque  dans  respace. 

De  même  qu'en  Cinématique  les  couples  de  rotatioi 
ont  été  d'une  grande  utilité  pour  la  réduction  des  n 
mentsà  leurs  éléments  les  plus  simples,  de  même  en  Sts 
les  couples  vont  nous  permettre  de  réduire  au  plus  petit 
bre  possible  un  système  quelconque  de  forces  agissa 
un  corps  solide.  Voioi  comment  la  théorie  des  couple 
cette  réduction  facile  et  élégante. 

Une  force  F,  étant  appliquée  en  un  point  A  d'un  co 
système  solide  quelconque  (^g,  21),  si  Ton  prend  un 
point  quelconque  0  dans  ce  corps  (ou  au  dehors,  ] 
qu'on  l'y  suppose  invariablement  attaché),  et  qu'on  aj 
à  ce  nouveau  point  deux  forces  contraires,  égales  et 
lèles  à  la  première,  il  est  clair  que  l'état  du  corps  ne  s< 
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ctiflgé.  Ihis  on  pourra  considérer  actuellement,  au  lieu  de 
kfiople  force  proposée  : 

i*Doe  force  parfaitement  égale,  parallèle  et  de  même  sens, 
Hiliquée  au  nouveau  point  0  ; 

s*  Un  couple  formé  par  les  deux  forces  parallèles  restantes, 
i,  pour  plus  de  clarté,  on  transporte  ce  couple  ailleurs,  dans 
ii|riaii  quelconque  parallèle  au  sien,  ce  qui  est  permis,  il  ne 
istera  au  point  dont  il  s'agit  qu'une  force  parfaitement  égale 
.  parallèle  à  la  force  primitive,  laquelle  n'est  en  quelque 
me  que  cette  même  force,  qu'on  y  aurait  transportée  paral- 
lement  à  elle-même. 
On  peut  donc  dire  : 

TitORfeME  VI.  —  Une  force  F,  appliquée  en  un  point  A  d'un 
Ude  invariable,  peut  être  transportée  parallèlement  à  elle- 
ime  en  un  autre  point  0  du  même  solide,  pourvu  qu'on 
ijoiffie  à  cette  force  ainsi  transportée  un  couple  situé  dans 
u  plan  parallèle  au  plan  FOA  et  ayant  pour  moment  le  pro- 
mit de  la  force  F  par  la  distance  du  point  0  à  la  direction 
e  cette  force. 

Considérons  maintenant  un  système  quelconque  de  forces, 
ppliquées  à  un  solide  invariable,  et  transportons  toutes  ces 
Ntes  en  un  même  point  0.  Nous  remplacerons  ainsi  le  sys- 
ème  des  forces  données  par  un  système  de  forces  égales  et 
nrallèles  aux  premières,  et  appliquées  en  un  point  du  solide 
Iris  k  volonté,  système  auquel  il  faudra  joindre  un  nombre  de 
ionples  égal  au  nombre  des  forces  transportées. 

Or,  toutes  les  forces  appliquées  au  point  0  se  composent 
Aune  seule  R;  tous  les  couples  peuvent  de  même  être  rem- 
ihcéspar  un  couple  unique  G;  donc  : 

TitORtaB  Vil.  —  Un  système  de  forces  quelconque,  appli^ 
mé  à  un  solide  invariable,  peut  toujours  être  remplacé,  et 
^une  infinité  de  manières,  par  une  force  unique  et  un  couple 
«igné. 

La  force  R  s'appelle  la  résultante  de  translation.  La  gran- 
Hir,  la  direction  et  le  sens  de  cette  force  restent  les  mêmes, 
lel  que  soit  le  point  pris  pour  origine.  Ses  composantes  sui- 


8o  FEBIIIÈBB   SKGTION.  —  STâTIQUI. 

vaiH  trois  axes  rectangulaires  conduits  par  cette  origine  soim; 

et  Ton  a»  pour  déterminer  sa  grandeur  et  les  angles  a,  p,]f 

qu'elle  fait  avec  les  trois  axes,  les  relations 

i 
Rcosa  =  X,     Rcosj3  =  Y,    Rcosy  =  Z,  \ 

1 
I 

Quant  au  couple  résultant,  il  change  évidemment  avec  To-  j 
rigine.  Les  moments  L,  M,  N  des  projections  de  ce  couple  sur 
les  trois  plans  coordonnés,  c'est-à-dire  la  projection  de  Taie 
du  couple  sur  les  trois  axes,  sont»  d'après  les  propriétés  des 
systèmes  équivalents,  égaux  aux  sommes  des  moments  dtt 
forces  par  rapport  aux  mêmes  axes.  On  a  donc 

l  =  2Mo.f, 

d'où,  en  désignant  par  G  l'axe  du  couple,  par  X,  ^,  v  les  angles 
de  cet  axe  avec  les  axes  coordonnés, 

GcosXi=L,    Gcos|x=:M,     Gcosv  =  N, 
G'  =  L»  -+-  M*  -h  N^ 

^xe  du  moment  maximum.  —  Ce  couple  G,  projeté  sur  un 
plan  qui  forme  avec  le  sien  un  angle  0,  est  égal  à  Gcos6;  il 
suit  de  là  que  : 

Théorèhiî  Vlli.  —  De  tous  les  axes  qui  passent  par  une 
même  origine,  taxe  du  couple  résultant  est  celui  par  rappoH 
auquel  la  somme  des  moments  des  forces  est  la  plus  grande* 
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rintaiB  IX.  —  La  somme  des  moments  est  la  même  par 
wrt  à  ious  les  axes  qui  font  un  même  angle  avec  celui  du 
gnmd  montent,  ou  qui  forment  une  surface  conique  dé- 
autour  de  lui  sous  cet  angle, 

lOBtMB  X«  —  La  somme  des  moments  est  nulle  par  rap- 
à  tous  ceux  qui  font  avec  cet  axe  un  angle  droit,  ou 
orment  un  plan  perpendiculaire  à  sa  direction. 

'e  central.  —  Nous  avons  dit  que  si  l'on  change  l'origine» 
ndeur  du  couple  résultant  varie,  en  même  temps  que  son 
:'esi-à-dire  l'axe  du  moment  maximum  des  forces)  s'in- 
sur  sa  position  primitive. 
srchons  les  lois  de  cette  double  variation. 
point  où  nous  en  sommes,  l'analogie  entre  les  théorèmes 
Qnématique  et  ceux  de  la  Statique  est  si  parfaite,  que 
leut,  presque  sans  nouvelle  démonstration,  conclure  que 
i  toutes  les  manières  dont  on  peut  réduire  les  forces  agis- 
lur  un  corps  solide  à  un  couple  et  une  force  unique,  il 
itune  plus  simple  que  toutes  les  autres,  et  dans  laquelle 
du  couple  se  confond  avec  la  direction  de  la  résultante 
BDsIation.  Cest  ce  que  nous  démontrerons  d'ailleurs  fa- 
lent  par  une  marche  toute  pareille  à  celle  que  nous  avons 
e  en  Cinématique. 

effet,  tout  étant  déjà  réduit  à  la  seule  force  R  et  au  seul 
le  G,  par  rapport  à  un  point  connu  A  [Jig.  22),  imaginons 
Q  décompose  le  couple  G  en  deux  autres,  l'un  Gcosi, 
endiculaire  à  la  direction  de  la  résultante  de  translation, 
re  Gsini,  dont  le  plan  passe  par  cette  direction  AR. 
dans  ce  plan,  où  se  trouvent  à  la  fois  le  couple  G  sini  et  la 
\  R,  on  transporte  la  force  parallèlement  à  elle-même  de  A 
',  d'un  tel  côté  et  à  une  telle  distance  x  que  le  couple  Rx, 
B  cette  translation,  soit  égal  et  contraire  au  couple  Gsini 
détruise,  il  ne  restera  plus  que  la  seule  force  R  appliquée 
9uveau  point  0,  avec  le  seul  couple  Gcosi,  qui  est  dans 
lan  perpendiculaire  à  la  direction  de  cette  force.  Donc  : 

iOBftHB  XI.  —  Tant  de  forces  qu'on  voudra  sont  toujours 
Hibles  à  une  seule  force  et  à  un  seul  couple ,  dont  le  plan 
erpemdiculaire  à  la  direction  de  la  force. 

n.  6 
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Le  couple  qui  jouit  de  cette  propriété»  d'avoir  soa  axe  pi* 
rallèle  à  la  direction  bien  déterminée  de  la  résultante  de  truu- 
lation,  est  un  minimum  par  rapport  aux  couples  résultiBls 
qui  se  rapportent  à  une  origine  quelconque.  En  efTet,  le  tria»- 
port  de  la  résultante,  du  point  0  en  un  point  arbitraire  A, 
donnera  lieu  à  un  couple  dont  le  plan  contiendra  la  direc- 
tion OR,  et  dont  Taxe  sera  par  conséquent  perpendiculaire  à 
Taxe  du  couple  que  nous  considérons  :  or  la  résultante  de 
deux  droites  rectangulaires  est  plus  grande  que  Tune  et  l'aotre 
de  ces  droites.  Donc  le  couple  dont  l'axe  est  dirigé  suivant  k 
ligne  OR  est  un  minimum. 

Ceci  démontre  qu'il  n'y^a  qu'une  seule  manière  de  réduin 
les  forces  à  un  système  tel  que  celui  que  nous  venons  de  dfr 
finir. 

Soit  g  le  moment  du  couple  minimum,  nous  avons  tromé 

g'=Gcosï\ 

G  étant  le  moment  du  couple  résultant  relatif  à  une  ori^ 
quelconque,  et  i  l'inclinaison  de  l'axe  de  ce  couple  sur  la  rér 
sultante  de  translation.  Comme  la  valeur  de /of  est  indépendante 
de  l'origine  A,  de  laquelle  nous  sommes  partis  pour  faire  noUf^ 
démonstration,  on  voit  que  : 

La  projection,  sur  la  direction  de  la  résultante  de  tnmtb' 
tion,  de  l'axe  du  couple  résultant  relatif  à  une  origine  quel- 
conque, est  constante. 

■ 

On  a  d'ailleurs,  si  l'on  se  reporte  aux  expressions  des  cosi- 
nus des  angles  faits  avec  trois  axes  fixes  quelconques  par  h 
résultante  de  translation  et  l'axe  du  couple  résultant  relatif  1 
l'origine  de  ces  trois  axes, 

LX  -+-  MY  -f-  NZ 

^"^'  = RG ' 

d'où  l'on  tire 

LX-f-MY-4-NZ 


GCOSI  =:  g=. 


R 


quantité  constante  quelle  que  soit  l'origine  choisie. 

Il  existe  donc  toujours  un  axe,  dont  la  direction  est  celle  dl 
la  résultante  de  translation,  jouissant,  comme  on  voit,  de  h  j 
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popriélé  que  la  somme  des  moments  par  rapport  à  cet  axe 
eitih  fois  un  maximum  relativement  aux  axes  qui  se  croisent 
M  Tun  quelconque  de  ses  points,  et  un  minimum  relative- 
MOK  i  ceux  qui  donnent  les  moments  maxima  relatifs  aux 
itres  points  de  l'espace.  Cet  axe  s'appelle  Yaxe  central  des 
loments  du  système  de  forces  (Poinsot)  :  c'est  l'analogue  de 
îxe  spontané  glissant  de  la  Cinématique. 
La  dénomination  d'axe  central  se  trouvera  pleinement  jus- 
iée  si  l'on  observe  qu'à  des  dislances  égales  de  cette  droite 
I  couples  résultants  ont  des  valeurs  égales  et  que  leurs  axes 
Dt  également  inclinés  sur  cet  axe  OR. 
En  effet,  de  quelque  côté  qu'on  transporté  la  résultante  R  à 
le  distance  x  de  l'axe  central,  on  trouvera  toujours  Taxe  du 
uple  résultant  en  composant  le  couple  gravée  le  couple  per- 
ndîculaire  Kx,  né  du  transport  de  la  force  R.  On  voit  donc 
l'en  s'éloignant  de  cet  axe  on  trouvera  des  couples  toujours 
us  grands  et  croissant  sans  limite;  mais  chacun  d'eux,  estimé 
ivant  la  direction  constante  de  la  résultante  de  translation, 
«me  une  projection  égale  au  couple  minimum  g. 
Remarquons  pourtant  que,  quand  la  résultante  de  transla- 
ta est  nulle,  les  couples  résultants  sont  les  mêmes  pour 
us  les  lieux  de  l'espace,  et  que  leurs  axes  sont  tous  parai- 

IvS* 

Bn  écartant  ce  cas,  les  axes  de  divers  couples  résultants  se 
assent  autour  de  l'axe  central  en  diverses  surfaces  d'hyper- 
rtoldes  de  révolution,  dont  cette  ligne  est  Taxe,  et  qui  peu- 
!Bt  chacune  occuper  diverses  positions  en  glissant  le  long  de 
et  axe. 

Four  tous  les  axes  qui  forment  la  surface  d'un  même  hyper- 
oloTde,  ou  de  tous  les  hyperboloïdes  égaux  que  nous  avons 
léQnis,  les  moments  maxima  ont  la  même  valeur,  et  ils  varient 
FuDe  série  à  une  autre,  suivant  les  lois  que  nous  avons  don- 
nées ci-dessus. 

Des  conditions  de  r  équilibre. 

Nous  avons  vu  comment  on  peut,  d'une  infinité  de  ma- 
'•ères,  remplacer  par  une  force  et  un  couple  des  forces  en 
Ombre  quelconque^  appliquées  à  un  solide  invariable.  Cela 

6. 
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posé,  comme  une  force  ne  saurait»  dans  aucun  cas,  faire 
libre  à  un  couple,  il  est  nécessaire,  et  aussi  suflisant, 
l'équilibre,  qu'en  prenant  pour  origine  un  point  quelc 
et  y  transportant  toutes  les  forces  du  système,  la  résulta 
de  toutes  ces  forces  transportées  soit  nulle,  et  que  le  < 
résultant  G  de  tous  les  couples  provenant  de  ces  transi 
soit  aussi  nul. 

Or,  les  équations  qui  expriment  que  la  résultante  de 
lation  est  nulle  sont 

X  =  o,    Y  =  o,    Z  =  o. 

Pour  le  couple  résultant,  on  a  les  équations  analogue 

L  =  o,    M  =  o,    N  =  o, 

nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  couple  résultant  so 
Nous  retombons  ainsi  sur  nos  six  équations  de  l'équilit 
nous  les  retrouvons  sous  la  forme  même  qui  nous  a  se 
point  de  départ. 

Réduction  des  forces  à  deux  équivalentes. 

Plaçons-nous  à  une  origine  quelconque  0  (yïg'.  ^3)» 
portons-y  la  résultante  de  translation  R,  et  arrangeons 
de  manière  que  l'une  des  forces  P  du  couple  résultante 
également  par  le  point  0,  ce  qui  est  toujours  possible 
infinité  de  façons.  Je  puis  composer  les  deux  forces  Pet 
une  seule  Ri,  et  il  nous  restera  simplement,  outre  cette 
la  deuxième  force  du  couple  que  je  désignerai  par  Rs.  I 

Théorème.  —  Un  système  quelconque  de  forces  appliq\ 
un  corps  solide  peut  toujours  se  réduire  à  deux  forces^ 
l'une  passe  par  un  point  pris  à  volonté  dans  le  corps. 

Si  la  résultante  de  translation  n'est  pas  dans  le  plan  di 
pie,  les  forces  R,  et  R,  ne  sont  pas  dans  un  même  plan 
pour  obtenir  R,,  on  compose  la  force  P,  située  dans  le  plai 
avec  une  force  R  située  dans  un  plan  différent  (*). 

(  *)  n  est  facile  de  démontrer  que  la  réduction  ne  peut  pas  être  peau 
loin,  c'est-à-dire  de  faire  voir  que  deux  forces  non  situées  dans  le  mèi 
n'ont  pas  de  résultante  unique. 

Supposons  qu'il  j  ait  une  résultante  et  appliquons  au  soUde  une  forée 
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la  méthode  qui  consiste  à  réduire  à  deux  équivalentes 
Mlles  les  forces  qui  agissent  sur  un  corps  solide,  au  lieu  de 
s  remplacer  par  une  force  unique  et  un  couple,  a  été  très- 
4ftemps  employée  et  l'est  encore  par  un  très-grand  nombre 
luieurs.  Quant  à  nous,  nous  ferons  plus  volontiers  usage  de 

réduction  à  une  force  et  à  un  couple,  parce  que  cette  mé* 
)de  a  l'avantagey  très-grand  à  nos  yeux,  de  mettre  bien  net- 
nent  en  évidence  la  résultante  de  translation^  force  qui 
le  un  très-grand  rôle  dans  la  Dynamique. 
[1  existe  une  infinité  de  manières  de  réduire  des  forces 
elconquesà  deux  équivalentes.  Cette  réduction  est  analogue 

mode  de  représentation  du  mouvement  le  plus  général  d'un 
rps  solide  par  la  combinaison  de  deux  rotations  non  situées 
DS  un  même  plan;  et  les  propriétés  géométriques  des  deux 
sternes  sont  identiques. 

Cas  d'une  résultante  unique.  —  Cherchons  maintenant  dans 
lels  cas  nous  pourrons  avoir  une  résultante  unique.  Pour 
ne  les  forces  du  système  puissent  être  remplacées  par  une 
»rce  unique  équivalente,  il  faut  et  il  suffit  qu'en  nous  plaçant 
une  origine  quelconque,  la  résultante  de  translation  soit  si- 
lée  dans  le  plan  du  couple  résultant,  ou  parallèle  à  ce  plan, 
t  qui  est  la  même  chose. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  y  ait  une  résultante  unique  ap- 
liqu^  en  un  point  0  (fig.  25).  Cette  résultante  sera  néces- 
lirement  égale  à  la  résultante  de  translation.  Transportons- 
ous  à  un  autre  point  0^  Puisque  nous  admettons  que  toutes 
es  forces  du  système  peuvent  être  remplacées  par  la  force 
inique  R,  il  suffira  de  transporter  cette  force  à  la  nouvelle 
origine,  c'est-à-dire  d'appliquer  au  point  0'  deux  forces  oppo- 
sés égales  et  parallèles  à  R.  Nous  obtenons  ainsi  la  résultante 


itoppotée  à  cette  résultante  {fig*  ?4)'  ^  système  des  trois  forces  R, ,  R,,  S, 
(M en  équilibre,  et  nous  savons  que  nous  ne  détruirons  pas  Téqnilibre  en  intro- 
'■iiuit  des  liaisons  dans  le  système. 

Or,  nous  pouvons,  d'une  infinité  de  manières,  menvr  une  droite  AB  qui  ren- 
^MUre  R(  et  R,,  sans  rencontrer  S. 

ta  supposant  que  cette  droite  soit  fixe,  l'eflet  des  forces  R,  et  R,  sera  détruit, 
^■dis  que  celui  de  la  force  S  ne  le  sera  pus.  Donc  l'équilibre  ne  saurait  exister 
Wra  ces  trois  forées. 
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de  translation  transportée  en  0',  et  un  couple  (R,  Ri)  que 
nous  pouvons  déplacer  et  transformer  comme  un  couple  ordh 
naire.  Mais  de  quelque  manière  que  nous  le  changions,  soi 
plan  restera  toujours  parallèle  à  la  résultante  de  translation  l|i 
D'ailleurs,  tout  autre  mode  d'opérer  la  réduction  à  une  force 
et  à  un  couple  en  prenant  (V  pour  l'origine  ne  peut  évidem» 
ment  conduire  à  un  résultat  différent;  donc  cette  réductioi 
des  forces  du  système,  effectuée  par  rapport  à  une  origine 
quelconque,  donnera  toujours  un  couple  résultant  dont  le  phfl 
contiendra  la  résultante  de  translation  (*)• 

Cette  condition  nécessaire  doit  en  même  temps  être  cous* 
dérée  comme  sufBsante  :  il  faut  toutefois  excepter  le  cas  où  h 
résultante  de  translation  serait  nulle.  Dans  ce  cas,  en  effet, 
tout  se  réduit  à  un  simple  couple  qui  ne  saurait  être  remplacé 
par  une  force  unique,  à  moins  qu'on  ne  voulût  considérer  uM 
force  nulle  située  à  l'infini,  ce  qui  n'a  plus  aucun  sens. 

Cherchons  analytiquement  les  conditions  nécessaires  po« 
qu'il  y  ait  une  résultante  unique. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires.  Pour  qu'il  y  ait  une  ré* 
sultante  unique  R  appliquée  en  un  certain  point,  dont  iei 
coordonnées  soient  ^i,  ji,  Zi,  il  faut  que  les  projections  iê 
cette  résulunte  soient  égales  à  X,  Y,  Z,  et  que  ses  oMh 
ments  autour  des  trois  axes  soient  respectivement  égaux  i  U 
M,  N.  Donc  on  doit  avoir,  en  appelant  Xi,  Yi,  Zi  les  projee* 
tions  de  la  résultante,  et  se  reportant  aux  formules  de  II 
page  80, 

A.  ^:^  A.|,        1  ^^^  1 1,       £ê  =  Suf 
,      »  I    I^^ZiV*! —  X\Zi, 

[a)  { 

M  ^  X|Z|  —  Z| jTi, 

N  =  Y,^,  —  j.X.. 


(  *  )  Pour  démontrer  directement  que,  si  la  résultante  de  tnasIatioB  n'flrt  pM 
dans  le  plan  du  couple,  il  ne  peut  y  avoir  de  résultante  nnique,  nous  sapjp*- 
serons,  en  employant  un  artifice  de  raisonnement  qui  nous  est  d^à  eonnn,  l'é- 
quilibre établi  au  moyen  d'une,  force  S  égale  et  <^ntraire  fc  la  rétolttate 
unique  {/îg.  '.>-6).  Puis,  menant  dans  le  plan  du  couple  une  droite  AB  qai  M** 
contre  les  deux  forces  du  couple  et  la  force  S,  sans  rencontrer  R,  et  confia 
rant  cette  droite  comme  un  axe  fixe,  nous  mettrons  nettement  en  évSéeMC 
Timpossibilité  de  l'équilibre  du  système  de  forces  que  nont  eontidéroas. 
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On  a  ainsi  six  équations  à  six  inconnues,  mais  on  sait  à 
''ifiiice  qu'il  n'est  pas  possible  que  ces  équations  nous  don- 
Mt  des  'valeurs  déterminées  pour  Xi,  Xi,  Zt.  En  effet,  la  ré- 
ihiflle»  si  elle  existe,  peut  à  volonté  être  supposée  appliquée 
i  on  point  quelconque  de  sa  direction,  de  sorte  qu'il  y  a  au 
lins  l'une  des  trois  coordonnées  jt.,  Ji,  Zi  qui  reste  arbitraire, 
s  équations  [a)  sont  donc  forcément  absurdes  ou  indéter- 
néeSf  au  moins  quant  aux  trois  inconnues  Xi,  /,,  z,.  Il  est 
ile  d'éliminer  à  la  fois  les  six  inconnues.  En  effet,  multi- 
ons  la  quatrième  équation  par  la  première,  la  cinquième  par 
deuxième,  la  sixième  par  la  troisième,  et  ajoutons  les  résul- 

s»  nous  aurons 

LX-f.MY-^NZ  =  o, 

[uation  qui  ne  contient  plus  d'inconnue,  et  qui  exprime  la 
htlon  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  résultantes  partielles  X, 
I Z  et  les  trois  moments  partiels  L,  H,  N,  pour  que  les  trois 
{uations  précédentes  puissent  subsister  à  la  fois,  et  par  con- 
Iquent  pour  que  les  forces  du  système  aient  une  résultante. 
Si  cette  équation  de  condition  a  lieu,  les  valeurs  des  trois 

MRdonnées  j^i,  ytt  'i  se  présenteront  sous  la  forme  -»  parce 

I  o 

[■e,  la  résultante  pouvant  être  appliquée  à  tel  point  de  sa  di- 
eeiion  qu'on  voudra,  il  est  impossible  que  le  calcul  détermine 
*iin  de  ces  points  plutôt  que  tout  autre.  Il  ne  peut  donc  dén- 
ier que  leur  lieu  géométrique;  et  les  trois  dernières  équa- 
ions,  en  remplaçant  Xi,  Yt,  Z,  respectivement  par  X,  Y,  Z,  ne 
Mmt  autre  chose  que  les  équations  des  trois  projections  de  la 
allante  sur  les  plans  coordonnés. 

On  pourra  alors  avoir  à  volonté  un  point  quelconque  de 
cette  résultante,  en  se  donnant  Tune  des  coordonnées  de  ce 
poiat  et  déterminant  les  deux  autres  au  moyen  de  deux  des 
^aations  de  la  résultante. 

U  7  a  cependant  un  cas  dans  lequel,  bien  que  la  condition 

LX-Hl«Y+NZ  =  o 

Wt  remplie,  le  calcul  ne  donnera  plus  aucun  résultat  :  c'est 
Mui  où  les  trois  composantes  X,  Y,  Z  sont  nulles  en  même 
!mps,  car  on  trouve  dans  cette  hypothèse  une  résultante 
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nulle,  située  tout  entière  à  Tinfini.  C'est  qu'en  effet,  da 
cas,  les  forces  du  système  seront  réduites  aux  trois  co 
dont  les  moments  sont  représentés  par  L,  M,  N,  coupli 
ne  peuvent  jamais  se  réduire  qu'à  un  autre  couple.  Ci 
que  devait  nous  apprendre  et  ce  que  nous  apprend  en  el 
calcul. 


§  XIV.  —  Équilibre  d'un  soudi  qui  n'ist  pas  absolui 

LIBRB.  —   Dis   HAGHDfBS. 

Lorsque  des  forces  réagissent  les  unes  sur  les  autn 
l'intermédiaire  d'un  corps  ou  système  rigide  parfait 
libre,  il  est  impossible  qu'elles  se  fassent  équilibre,  à 
qu'elles  ne  remplissent  les  six  conditions  que  nous 
établies. 

Au  contraire,  par  le  moyen  des  machines  proprement 
on  peut  mettre  en  équilibre  des  forces  quelconques  q 
satisfont  pas  à  toutes  les  conditions  générales.  Pour  qu' 
reil  résultat  soit  possible,  il  est  nécessaire  que  les  cor] 
constituent  les  machines  ne  soient  pas  entièrement  1 
mais  qu'ils  soient  gênés  par  des  obstacles.  Ces  obstacl 
rendant  impossibles  certains  mouvements  virtuels,  disp< 
par  là  même  les  forces  du  système  de  vériGer  les  rel 
correspondantes  à  ces  mouvements. 

En  effet,  on  n'a  point  oublié  que  la  condition  nécess 
suffisante  pour  l'équilibre  des  forces  agissant  sur  un  sj 
donné,  c'est  que  la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces 
soit  nulle,  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les  l 
du  système. 

On  peut,  dans  la  théorie  de  l'équilibre  des  machines,  la 
n'est  autre  chose  que  la  théorie  de  l'équilibre  des  corps 
par  des  obstacles,  considérer  les  obstacles  comme  tena 
des  forces  égales  et  contraires  à  celles  qu'ils  détruisent  j 
lement;  et  si  l'on  conçoit  qu'on  ait  ainsi  substitué  à  la  p 
ces  obstacles  insurmontables  des  forces  qui  représenten 
résistances  actuelles,  ce  n'est  plus  entre  les  seules  forces 
tement  appliquées  qu'il  y  a  équilibre,  mais  entre  ces 
et  les  résistances.  Les  six  équations  de  l'équilibre  doiven 
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aroîr  lieu  entre  ces  deux  groupes  de  forces,  considérés  simuN 

tuément. 

Des  machines  simples.  —  Nous  réduirons  les  machines  sim- 
ples à  trois  principales,  qui  se  distinguent  l'une  de  l'autre  par 
Imature  de  l'obstacle  qui  gêne  le  mouvement  du  corps;  ce 
sont: 

!•  Le  levier^ 

%^  Le  tour  on  treuil, 

3*  Le  plan  incliné. 

Dans  la  première  machine,  l'obstacle  est  un  point  fixe,  au- 
tour duquel  le  corps  a  la  liberté  de  tourner  en  tous  sens. 

Dans  la  deuxième,  l'obstacle  est  une  droite  flxe,  autour  de 
hquelle  tous  les  points  du  corps  n'ont  que  la  liberté  de  tourner 
dms  des  plans  parallèles. 

Dans  la  troisième,  l'obstacle  est  un  plan  inébranlable  contre 
lequel  le  corps  s'appuie  et  sur  lequel  H  a  la  liberté  de  glisser  {*). 

Prxmibb  cas.  —  Équilibre  du  levier. 

S'il  y  a  un  point  fixe  dans  le  système,  les  seuls  mouvements 
possibles  sont  des  mouvements  de  rotation  autour  des  diverses 
droites  qui  passent  par  ce  point  ;  et  on  écrira  que  la  somme 
•des  travaux  virtuels  des  forces  est  nulle  pour  tout  mouvement 
de  ce  genre,  en  posant,  relativement  à  trois  axes  rectangulaires 
quelconques  menés  par  le  point  fixe,  les  équations 

L  =  o,    H  =  o,    N  =  o, 
c'est-à-dire  que  : 

Pour  l'équilibre  du  levier,  il  faut  et  il  suffît  que  la  somme 
<fcf  moments  des  forces  soit  nulle  autour  de  trois  axes  rec^ 
it^gttlaires  qui  se  croisent  au  point  d'appui. 


(*)  Comme  on  a  d'abord  considéré  cette  dcrnièrt'  machine  par  rapport  aux 
Mr|ii  peaaots  qu'on  retient  en  équilibre  sur  dos  plans  inclinés  k  l'horison,  on 
Ud  a  donné,  et  elle  a  gardé  le  nom  de  plan  incliné. 
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Détermination  de  la  charge  de  l'appui  dans  le  cas  d*un  l 

en  équilibre. 

On  peut  raisonner  autrement,  de  manière  à  délermtai 
charge  du  point  fixe,  ce  qui  est  très-important  dans  les  a 
cations. 

Pour  cela,  imaginons  à  la  place  du  point  fixe  une  force 
que  R,  qui  remplace  la  résistance  de  ce  point,  et  considé 
le  système  comme  parfaitement  libre  dans  l'espace.  Le 
équations  de  Téquilibre  devront  avoir  lieu,  si  Ton  y  inin 
la  force  inconnue  qui  représente  la  réaction  de  l'appui. 

Or,  cette  force,  étant  appliquée  à  l'origine»  fournira 
nouvelles  composantes  X.,  Yi,  Zi  dans  la  direction  des 
axes,  et  ne  fournira  aucun  couple  nouveau  dans  les  trois  p 

Les  six  équations  de  l'équilibre  sont  ainsi  : 

X-4-X.  =  o,    Y  +  Y»  =  o,     Z-4-Z,  =  o, 
L  =  o,    H  =  o,    N=:o. 

Les  trois  dernières  équations  ne  renfermant  pas  d*incon 
sont  les  trois  véritables  conditions  de  l'équilibre. 

La  charge  du  point  d'appui  est,  d'après  le  principe  de  Nei 
égale  à  la  résistance  R,  prise  en  sens  contraire.  Donc  les  • 
posantes  de  cette  charge  sont 

—  Xi,     —  II,     —  Z|, 

c'est-à-dire  précisément 

X,    Y,    Z. 

Dans  l'équilibre  du  levier,  la  charge  du  point  d'appi 
une  force  égale  à  la  résultante  de  translation  de  tout* 
forces  du  système. 

Deuxième  cas.  —  Équilibre  du  treuil. 

Supposons  qu'il  y  ait  deux  points  fixes  dans  le  système, 
(Jig'^T)i  c'est-à-dire  que  le  corps  n'ait  que  la  liber! 
tourner  autour  de  l'axe  00'.  Prenons  l'un  des  points  fix< 
pour  origine,  et  la  droite  00'  pour  axe  des  x.  Le  seul 


t 
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MDt  virtael  compatible  avec  rinvariabilité  de  la  droite  00' 
il  une  rotation  autour  de  cette  droite^  on  a,  comme  unique 
Mtlon  d'équilibre,  la  condition 

L==o. 

*0mr  t'équilibre  du  treuil,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
moments  des  forces  par  rapport  à  raxefixe  soit  nulle. 

'karges  des  appuis. — L'équation  L  =  o  exprime  la  condition 

essaire  et  suffisante  pour  que  toutes  les  forces  du  système 

mt  réductibles  à  deux  équivalentes,  appliquées  respectif 

lenl  aux  points  0  et  0'. 

es  réactions  Ri,  Ri  des  points  d'appui  sont  égales .  et 

osées  à  ces  deux  forces,  et  les  six  équations  de  l'équilibre 

rent  être  satisfaites,  si  Ton  joint  aux  forces  données  ces 

X  réactions  inconnues. 

oient  {fig.  28)  X„  Y,,  Z„  X„  Ya,  Z,  les  composantes  de 

deux  forces,  à  la  distance  00'  ;  on  a 

X  -4-  X ,  -I-  X,  =  o, 
Y-i-Y.+Y,  =  o, 
Z-hZ, +  Z,  =  0; 

L  =  o, 

H aZa=:0, 

N  4-  «Y,  =  o. 

^rmi  ces  six  équations,  la  quatrième  ne  contient  pas  d'in- 
mues;  c'est  l'équation  d'équilibre  que  nous  avons  déjà 
blie  directement. 

(uant  à  ce  qui  regarde  les  réactions,  on  tire  aisément  du 
lème  précédent  les  valeurs  de  Yt,  Y,,  Z,,  Zi;  mais  ce  même 
ème  détermine  seulement  la  somme  Xi  -h  Xi  des  com- 
intes  longitudinales  des  actions  des  supports. 
our  comprendre  à  quoi  tient  cette  indétermination,  ro- 
quons que  les  points  0  et  0\  qu'on  peut  supposer  réunis 
une  tige  rigide,  se  prêtent  un  appui  réciproque,  de  manière 
chacun  d'eux  a  toujours,  ou  par  lui-même  ou  par  le  secours 
'autre,  la  résistance  dont  il  a  besoin  pour  l'équilibre, 
rvu  que  la  somme  de  ces  résistances  soit  suffisante.  On  ne 
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peut  donc  pas  demander,  et  il  est  impossible  que  le  < 
détermine  des  valeurs  particulières  pour  deux  résistance 
passant  en  tout  ou  en  partie  de  l'un  à  l'autre  point,  se 
fondent  en  une  seule  et  même  résistance.  On  comprend 
que  nous  ne  puissions  tirer  de  nos  formules  que  la  valc 
la  somme  ou  de  la  résultante  que  nous  devrons  sup 
appliquée  au  point  de  l'arbre  où  se  trouve  placé  un  ob 
destiné  à  s'opposer  à  tout  déplacement  dans  le  sens  de  l 
gueur  de  l'arbre  (*). 

Tboisièhe  cas.  —  Équilibre  du  plan  incliné. 

Prenons  le  plan  fixe  pour  plan  des  xjr.  Il  n'y  a  pas  à  s€ 
occuper  de  la  composante  Z  qui  tend  à  faire  sortir  le  cor 
plan;  mais  il  faut  que  l'on  ait  pour  l'équilibre 

X==o,    Y  =  o. 

Les  couples  L  et  M  tendraient  aussi  à  faire  sortir  le 

du  plan;  donc  il  faut  simplement  aux  équations  précéd 

ajouter  la  condition 

N  =  o. 

Il  y  a  en  tout  trois  équations  d'équilibre.  Elles  expr 
que  les  forces  données  sont  susceptibles  d'être  remplacé 
une  force  unique  (**),  perpendiculaire  au  plan. 

Charges  des  points  d'appui.  —  Le  corps  repose  sur  U 
par  un  certain  nombre  de  points.  Voyons  si  nous  pourroi 
terminer  les  charges  de  ces  divers  points. 


(*)  Rappelons,  avant  de  quitter  ce  sujet,  que  la   détenninatioD  qv 
venons  de  faire  des  pressions  exercées  sur  des  appuis  par  un  corps  qui 
la  liberté  de  tourner  autour  d'un  axe  lixe,  suppose  essentiellement  qi 
considérons  le  cas  où  ce  corps  est  en  équilibre.  L'état  de  mouvement 
profondément  les  pressions  dont  nous  venons  d'écrire  les  valeurs  stati 
se  produit  alors  un  grand  nombre  de  phénomènes  dont  quelques-uns 
la  plus  haute  importance  au  point  de  vue  des  applications  pratiques.  N 
rons  plus  tard  à  nous  étendre  longuement  sur  cet  ordre  de  quesUons. 

(**)  Les  équations  X  =  0|  Y  =  o,  N  =  o  entraînent  effectivement  1 

cation  de  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'existence  d'une  ré 

unique,  fc  savoir 

LX-*-MY-hNZ  =  o. 
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Nous  savons  que  quand  un  corps  repose  sur  un  plan  sur 
lequel  il  a  la  liberté  de  se  mouvoir,  il  se  développe  en  chaque 
point  de  contact  une  réaction  normale  à  la  surface,  c'est-à-dire 
imllële  à  notre  axe  des  z.  Si  donc  nous  appelons  Xi,  yi  les 
coordonnées  de  l'un  quelconque  des  points  d'appui,  %  la 
léiction  de  ce  point,  les  équations  de  l'équilibre  seront 

X  =  o, 
Y  =  o, 

Z-4-2Z,=:0, 

N  =  o. 

Noos  avons  trois  équations  seulement  pour  déterminer  les 
charges  de  tous  les  points  d'appui,  et  il  faut  distinguer  plusieurs 
cis. 

I*  S'il  n'y  a  qu'un  point  d'appui,  et  par  suite  qu'une  seule 
réaction  Zi,  on  pourra  l'éliminer  entre  les  trois  équations  où 
cDe  figure.  On  aura  deux  nouvelles  équations  de  l'équilibre, 
et  une  autre  relation  pour  déterminer  Z,. 

3*  S'il  y  a  deux  points  d'appui,  il  y  a  une  nouvelle  équation 
'équilibre,  et  les  charges  de  ces  points  sont  encore  déter- 
minées. 

3*  S'il  y  a  trois  points  d'appui,  il  n'y  a  plus  de  nouvelle  équa- 
tiOD  de  l'équilibre,  les  trois  équations  étant  nécessaires  pour 
iéterminer  les  trois  réactions. 

4*  Supposons  enfin  qu'il  y  ait  un  plus  grand  nombre  de  points 
fippui.  Dans  ce  cas,  les  charges  de  chacun  de  ces  points 
mit  inderminées,  puisqu'elles  doivent  seulement  satisfaire 
mi  trois  équations 

Z  4-2Zi  =  o, 
L  -f-  2  Zi/i  =  o. 
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de  sorte  qu'on  pourra  se  donner  les  pressions  de  tous  les 
points  d'appui,  hors  trois,  que  les  équations  précédentes  per» 
mettront  de  calculer. 

Nous  trouvons,  d'après  les  principes  établis  ci-dessus,  que 
les  pressions  sont  indéterminées  lorsqu'il  y  a  plus  de  trois 
points  d'appui;  d'un  autre  côté,  en  considérant  à  priori  m 
corps  appuyé  contre  un  plan  par  un  nombre  quelconque  de 
points,  et  tenu  en  équilibre  par  une  force  normale  à  ce  plan, 
il  nous  paratt  évident  que  chaque  point  de  contact  doit  être 
actuellement  pressé,  et  que,  s'il  est  pressé,  c'est  avec  une 
certaine  force  tout  à  fait  déterminée,  ce  qui  serait  absurde  au- 
trement; et  de  là  il  résulte  une  espèce  de  paradoxe  assez 
difficile  à  expliquer. 

L'indétermination  est  réelle  dans  le  cas  idéal  où  l'on  con- 
sidère un  corps  parfaitement  rigide  et  inflexible,  reposant  sor 
un  plan  dont  la  résistance  est  pareillement  indéfinie.  Cette 
indétermination  est  du  même  ordre  que  celle  qui  règne  surle 
partage  de  la  réaction  longitudinale  entre  les  deux  tourillotti 
d'un  treuil. 

Les  choses  se  passent  tout  différemment  dans  la  nature.  Les 
réactions  des  points  d'appui  ont  des  valeurs  parfaitement  dé- 
terminées; seulement  ces  valeurs  sont  déterminées  par  autrei 
chose  que  les  équations  générales  de  l'équilibre.  Tous  les 
corps  sont  plus  ou  moins  flexibles  et  déformables;  et,  lorsqu'ib 
sont  pressés  sur  un  plan,  la  distribution  de  la  pression  eotri 
les  points  d'appui  a  lieu  en  vertu  des  trois  équations  générales 
fournies  par  la  Statique  rationnelle,  et  des  conditions  qui,  dans 
chaque  cas  particulier,  résultent  des  propriétés  physiques 
spéciales  du  système  que  l'on  étudie. 

Considérons  une  locomotive  à  six  roues,  conformément  au 
type  le  plus  répandu.  Il  est  très-important  de  connaître  les 
charges  spéciales  de  chaque  essieu,  puisque  nous  savons  qu^ 
la  puissance  de  la  locomotive  est  en  raison  seulement  de  la 
fraction  de  son  poids  supportée  par  l'essieu  moteur,  et  par 
les  essieux,  s'il  y  en  a,  dont  les  roues  sont  couplées  avec  les 
roues  motrices.  Or  ces  charges  sont  parfaitement  déterminées, 
et  on  peut  les  mesurer  en  plaçant  la  locomotive  sur  un  système 
de  six  petites  bascules  indépendantes,  dont  chacune  supporte 
une  roue  et  est  maintenue  en  équilibre  par  un  poids  spécial. 


1 


GIAPITIB  IT.  —  tQUILIBBB   DE8  S0UDB8   IBYABIABLBS.  95 

Ce  qu'il  y  a  de  curieux,  c'est  qu'on  est  le  maître  de  modifier 
à&s  une  certaine  mesure  les  pressions  individuelles  qui 
l'eiercent  sur  chacune  des  bascules;  il  suffit  de  serrer  ou  de 
baierrer  l'un  des  écrous  des  ressorts  de  suspension.  Les 
factions  pourront  ainsi  prendre  divers  systèmes  de  valeurs; 
His: 

I*  Ces  valeurs,  dans  chaque  cas,  seront  toujours  parfaitement 
slerminées  ; 

s*  Les  divers  systèmes  satisferont  toujours  aux  équations 
iaérales  de  Téquilibre  {*). 

Des  machines  composées. 

Les  machines  les  plus  compliquées  peuvent  toutes  être 
menées  aux  éléments  simples  que  nous  venons  d'étudier. 
D  les  décomposant  en  leurs  éléments  simples,  on  trouvera 
ns  tous  les  cas  les  conditions  d'équilibre  et  les  tensions 
es  divers  lieux. 
Quand  on  voudra  seulement  la  condition  d'équilibre,  la 


(*)  Sapposons  U  coDdition  d'équilibre  satisfaite,  et  toutes  les  forces  agissant 

V  la  loeomotiTe  réduites  à  la  force  verticale  P  {/îg.  ag).  En  vertu  de  la  symé- 

rfti  OD  peut  considérer  toutes  les  forces  comme  agissant  dans  le  plan  médian 

•  k  maehine,  et  cela  posé  on  a,  entre  la  résultante  P  <;t  les  trois  réactions,  les 

tu  écputions 

Z^-HZ.-hZ,— P  =  o, 

aZ,~6Z,-+-  P/?  =  0, 

■  pKoant  let  moments  par  rapport  à  Tessicu  médian  0. 

Oluis  les  machines  à  balancier,  la  constitution  du  système  est  telle,  que  la  ré- 
■vtition  des  pressions,  au  lieu  d'être  livrée  au  gré  du  mécanicien,  se  fait  suivant 
hi  rèfles  imposées  au  constructeur. 

U  Bacbine  repose  sur  ses  trois  essieux  par  l'intermédiaire  de  trois  balanciers 
^  les  bras  sont  inégaux,  r, ,  r, ,  r,  étant  les  rap]>ort8  respectifs  des  bras. 

SoitÇ  l'effort  qui  s'exerce  en  a;  on  a  en  a',  et  par  suite  en  c,  r^^;  en  c'  et 
I *,  r, r, Ç  ;  enfin  en  ^,  r^  r^r^  Ç.  Puis 

Rot  équations  déterminent  Ç  et  font  connaftre  une  relation  à  laquelle  les 
pportB  r,  y  r, ,  r,  doivent  satisfaire  ;  deux  de  ces  rapports  sont  encore  à  notre 
ipoiltion  ;  et  par  exemple,  s'il  s'agit  d'une  raachibe  à  trois  essieux  couplés,  on 
im  faire  en  sorte  que  les  charges  des  trois  essieux  soient  égales. 
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méthode  la  plus  simple  et  la  plus  directe  est  fondée  sar 
cation  du  théorème  du  travail  virtuel,  ainsi  que  nous 
dit. 

Nous  réservons  l'étude  des  machines  les  plus  usuelli 
la  deuxième  Section  de  ce  volume,  afin  d'introduire  l 
suite  dans  la  théorie  le  calcul  des  résistances  passive 
nous  n'avons  pas  encore  donné  la  définition. 
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CHAPITRE   V. 

APPLICATIONS  DE  LA  STATIQUE. 


§  XV.  —  Équilibre  des  corps  pesants. 

En  exposant  la  Statique  générale,  nous  avons  fait  abstrac- 
lon  de  la  pesanteur,  ou  plutôt  nous  avons  regardé  le  poids 
e  chaque  élément  matériel  comme  une  force  directement 
ppliquée  à  cet  élément,  et  devant,  au  même  titre  que  toutes 
is  autres  forces  extérieures,  figurer  par  ses  projections  et  ses 
loments  dans  les  équations  générales  de  Téquilibre. 

Dans  les  applications,  il  y  a  lieu  de  distinguer  de  toutes  les 
Wres  cette  force  parlirulière  qui  joue  un  grand  rôle  dans 
Mlles  les  machines,  puisque  son  action  s'exerce  nécessaire- 
leni  sur  toutes  les  pièces  mobiles  que  Ton  peut  avoir  à  con- 
klérer. 

Ce  paragraphe  est  consacré  à  Tétude  spéciale  de  la  pesan- 
eor. 

Définition  Je  la  pesanteur  ou  gravité. 
Les  corps  abandonnés  librement  à  eux-mêmes  dans  le  voi- 

• 

ïnage  de  la  surface  de  la  terre  ne  restent  pas  en  repos, 
i^me  le  voudrait  la  loi  de  Tinertie  s'ils  n'étaient  soumis  à 
icone  action.  Ils  tombent,  c'est-à-dire  qu'ils  se  mettent  en 
(Hivernent  dans  une  certaine  direction.  Nous  en  concluons 
l'il  existe  une  force  agissant  sur  eux  dans  cette  direction. 
tle  force  a  reçu  le  nom  de  pesanteur  ou  gravité.  Sa  direc- 
»n  s'appelle  la  verticale. 

Nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  pour  le  moment  des 
ises  assez  compliquées  qui  produisent  la  pesanteur;  tout 
que  nous  pouvons  faire,  c'est  d'en  étudier  expérimentale- 
m  les  effets,  en  commençant  par  faire  une  étude  grossière 
phénomène  dans  ce  qu'il  a  de  plus  apparent,  afm  d'en 
ir  une  première  idée,  et  de  reconnaître  quels  sont  les 

II.  7 
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points  qui  mériieronl  plus  lard  des  recherches  plusapprofon 
dies,  quand  nous  tiendrons  à  nous  rendre  compte  des  nuance 
les  plus  dcHcatos  du  phénomène. 

L'élude  des  lois  de  la  pesanleura  élé  faile  pour  la  premier 
fois  par  Galilée.  On  peul  regarder  comme  un  fail  d'observa 
lion  que,  dans  un  même  lieu,  raccéiéralion  imprimée  par  1 
pesanteur  à  un  corps  est  conslanle,  quel  que  soil  le  corp 
soumis  à  Texpérience,  pourvu  qu'on  ail  bien  soin  de  sous 
Iraire  ce  corps,  autanl  que  possible,  à  l'action  de  toutes  ta 
autres  forces  qui  pourraient  masquer  ou  contrarier  l'efTet  qM 
Ton  étudie;  nous  avons  désigné  celle  accélération  par  g,k 
sorte  que  le  poids  d'un  corps,  c'est-à-dire  l'action  de  la  pesan- 
teur sur  ce  corps  en  particulier,  est  liée  à  la  masse  de  ei 
corps  par  la  formule 

Si  donc  nous  considérons  un  corps  solide  de  dimension 
finies,  quoique  assez  petites  relativement  à  celles  du  globe 
terrestre,  l'effet  de  la  pesanteur  sera  d'attacher,  pour  aini 
dire,  à  chacun  des  points  matériels  qui  constituent  ce  corpsi 
une  force  proportionnelle  à  la  masse  de  ce  point.  Ces  forçai 
pourront  être  regardées  comme  étant  toutes  parallèles  et  di 
même  sens;  elles  ont  donc  une  résultante  unique,  c'est-à-din 
qu'il  existera  dans  chaque  position  du  corps  solide  une  cer 
laine  force  qui,  convenablement  appliquée,  s'opposerait  i 
tout  mouvement  qui  tendrait  à  se  produire  en  vertu  de  l'ac- 
tion db  la  pesanteur  seule  sur  ce  corps. 

Nous  avons  dit  qu'une  résultante,  force  essentiellement  fio 
tive,  n'avait  pas,  en  général,  de  point  d'application  déteriDia& 
On  peut  à  volonté  la  supposer  appliquée  en  un  point  qoat 
conque  du  corps  solide,  situé  sur  sa  propre  direction.  Cèpe» 
dant,  dans  le  cas  où  l'on  ne  considère  que  des  forces  parallètai 
et  de  même  sens,  il  y  a  sur  la  direction  de  leur  résultante  al 
point  remarquable  connu  sous  le  nom  de  centre  des  form$ 
parallèles,  qui  se  dislingue  des  autres  points  d'applicatioa 
Actifs  par  des  propriétés  particulières.  C'est  ce  point  qu'oni 
l'habitude  de  considérer  comme  le  point  d'application  de  h 
résultante  des  forces  parallèles  ;  chose  qui,  d'ailleurs,  ne  pré 
sente  pas  d'inconvénient,  puisqu'on  doit  toujours  sous-en* 
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tendre  qu'une  force  quelconque,  appliquée  en  un  point  d'un 
corps  solide  en  équilibre,  peul  être  transportée  où  Ton  voudra 
sur  sa  direction,  sans  que  l'équilibre  soit  rompu.  Voici  la  déO- 
oilion  et  les  propriétés  du  point  dont  nous  parlons. 

Centre  des  forces  parallèles. 

Pour  composer  un  système  quelconque  de  forces  paral- 
lèles, F,  F',  F",  F"*  (Jig.  3o),  appliquées  aux  divers  points  A, 
lyC,  D,...  d'un  corps  solide,  on  peut  procéder  de  la  manière 
silvante. 

Composons  d'abord  les  forces  F  et  F'  ;  elles  ont  une  résul- 
tmte  Ri,  qui  leur  est  parallèle,  égale  à  leur  somme,  et  dont  la 
direction  passe  par  un  point  Oi  de  AB,  tel  qu'on  ait 

AO.  __  F 
BU,  ^  F  ' 

Supposons  cette  résultante  Ri  appliquée  en  Oi,  et  compo- 
loos-la  avec  la  force  F'',  nous  aurons  la  résultante  R,  des  trois 
brcesF,  F',  F'.  En  composant  R,  avec  F*",  nous  aurons  la  ré- 
«dunte  des  quatre  forces  F,  F,  F",  F" ,  etc. 

Les  positions  des  points  Oi,  O,....,  qu'on  peut  considérer 

comme  les  points  d'application  des  résultantes  partielles  R., 

il»...,  et  par  suite  celle  du  point  d'application  0  de  la  résul- 

tute  définitive  R,  ne  dépendent  en  aucune  manière  de  la 

firection  des  forces;  la  connaissance  des  points  A,  B,  C,..., 

iBxquels  les  forces  F,  F',  F",....  sont  appliquées,  et  des  rap- 

forts  de  grandeur  de  ces  forces,  suffit  pour  déterminer  les 

Nots  Oi,  Oa,...,  0.  On  en  conclut  que  si  l'on  changeait  la 

(rection  des  forces  données,  en  les  laissant  toujours  parai- 

Klesà  elles-mêmes  et  leur  conservant  leurs  grandeurs  respec- 

il€s  ainsi  que  leurs  points  d'application  A,  B,  C,  D,...,  le  point 

tiyplicalion  0  de  la  résultante  ne  changerait  pas.  Ce  point  0, 

lir  lequel  passe  constamment  la  direction  de  la  résultante 

f on  ^stème  de  forces  parallèles,  de  quelque  manière  qu'on 

bcliiie  les  composantes  par  rapport  à  leur  direction  primitive, 

te  oomnie  le  centre  du  système  des  forces  parallèles. 

Bien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  les  coordonnées  de  ce 
loinu  Prenons  un  système  quelconque  d'axes  rectangulaires. 
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Soient  x^  y^  z  les  coordonnées  du  point  d'application  < 
des  forces   F    du  système  dont  la  direction  est  «i 
Soient  de  même  ^i,ji,  z,  les  coordonnées  du  point d' 
lion  de  la  résultante  R  de  ces  forces. 
On  a  d'abord 

r=2;f. 

Donnons  aux  forces  une  direction  parallèle  à  l'axe  c 
exprimons  que  le  moment  de  la  résultante»  par  rappor 
des  Xf  6st  égal  à  la  somme  des  moments  des  composai 
moment  de  la  résultante  est  R^i;  le  moment  de  la 
est  F^;  donc  on  a 

Rj:,  =  2F^r 

d'où  l'on  tire 

2"- 


X,  := 


et  par  analogie 


r«  = 


z,  =  - 


Centre  de  gravité. 

Dans  le  cas  où  les  forces  parallèles  appliquées  au  se 
variable  sont  les  actions  de  la  pesanteur  sur  les  di 
points  matériels  qui  le  composent,  le  centre  des  force 
lèles  prend  le  nom  de  centre  de  gravité.  Nous  ne  pouvi 
il  est  vrai,  changer  à  volonté  la  direction  de  la  pe 
comme  nous  avons  supposé  qu'on  le  faisait  pour  arri 
notion  du  centre  des  forces  parallèles;  mais  nous  { 
faire  quelque  chose  d'équivalent,  en  changeant  la  ] 
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Al  eorpsy  oq  en  le  tournant  successivement  de  différentes 
;    Miières. 
'     Désignons  par  p  le  poids  d'une  molécule  quelconque  du 

solide; par  <r,  ^,  z  les  coordonnées  de  celte  molécule;  par  x,, 
f  fi,  Il  les  coordonnées  du  centre  de  gravité;  enfin  par  P  le 
I  poids  total  du  solide;  nous  aurons,  pour  déterminer  Xi,  j^„  Zx 

k$  relations 

^p^  ^pr  ^P^ 

Xt  =  — — ,      j,  —  — j- — ,      Zt=   —^ 

Notre  définition  du  centre  de  gravité  est  très-vicieuse,  car 
de  semble  subordonner  l'existence  de  ce  point  à  celle  d'une 
lésaltante  des  actions  de  la  pesanteur,  actions  qui  ne  sont  pa- 
nllèles  et  proportionnelles  aux  masses  que  quand  le  corps 
esitrès-petit.  En  outre,  s'il  s*agit  d'un  corps  liquide,  mou,  dé- 
iMmable  en  un  mot,  ou  même  d'un  ensemble  de  corps  indé- 
pendants l'un  de  l'autre,  comme  le  sont,  par  exemple,  la  Terre 
et  la  Lune,  la  résultante  des  actions  de  la  pesanteur  n'a  plus 
«icun  sens;  et  il  n'y  a  plus  de  centre  de  gravité,  si  l'on  donne 
iee  mot  la  signification  qui  résulte  de  notre  définition. 

n  est  indispensable,  au  point  de  vue  des  applications  à  la 
Bjnamique,  où  le  centre  de  gravité  (ou,  comme  dit  Euler,  le 
tatre  d'inertie)  joue  un  si  grand  rôle,  de  donner  une  défini- 
tion plus  nette  de  ce  point.  Or,  si  nous  représentons  par  m  la 
nsse  de  la  molécule  dont  le  poids  est  /?,  par  M  la  masse  totale 
fc  corps,  nous  pourrons,  si  le  corps  est  petit,  c'est-à-dire  si  le 
îtnire  de  gravité,  défini  comme  nous  l'avons  fait,  existe,  rem- 
placer p  par  mg,  et  P  par  M  g;  en  supprimant  alors  le  fac- 
teur g^  commun  aux  deux  termes  de  chacune  des  fractions  pré- 
sentes, nous  arriverons  aux  formules    ' 


(*)  On  «nonce  ordinairement  ces  équations  en  disant  que  in  distance  du 
de  gravité  <tun  système  quelcont/ue  de  corps,  à  un  pian,  est  égaie  à  la 
*des  moments  des  masses,  par  rapport  au  plan^  divisée  par  la  somme  de  toutes 
immÊÊUses,  en  entendant  par  le  moment  d'une  masse  le  produit  de  cotte  masse 
p»  b  éJKînmem  dm  ton  centre  de  (rravité  au  plan  que  l'on  considère. 
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Nous  observerons  que  ces  dernières  formules  im 
ferment  plus  de  traces  de  l'action  de  la  pesanteur,  qiM 
avions  considérée  pour  arriver  à  la  notion  du  centre  i 
vite.  Donc,  le  point  défîni  par  ces  nouvelles  formules  e 
toujours  ;  c'est  lui  que  nous  appellerons  centre  de  gravil 
système  solide  invariable  quelconque.  Ce  ne  sera  le 
d'application  de  la  résultante  des  actions  de  la  pesanteii 
si  le  corps  est  suffisamment  petit. 

En  même  temps,  cette  définition  s* étend  sans  difQci 
cas  d'un  système  variable  quelconque  ou  d'un  ensem 
masses  situées  comme  on  voudra  dans  l'espace. 

Nous  ne  donnerons  dans  cet  ouvrage  aucun  détail  sui 
cherche  des  centres  de  gravité.  Cette  question  est  tou 
du  domaine  de  l'Analyse. 

Travail  de  la  pesanteur. 

Supposons  qu'un  système  matériel  pesant  quelconqi 
en  mouvement;  la  considération  du  centre  de  gravité 
une  expression  simple  du  travail  dû  à  l'action  de  la  pes 
sur  les  diverses  parties  de  ce  système. 

Soient  77  le  poids  d'une  molécule  quelconque,  js  la  d 
de  cette  molécule  à  un  plan  horizontal  supérieur,  au  co 
cément  du  temps  pendant  lequel  on  veut  évaluer  le 
Soient  de  même  P  le  poids  total  du  système,  et  Zt  la  d 
du  centre  de  gravité  au  même  pian  horizontal. 

Le  travail  de  la  pesanteur  sur  la  molécule  que  nous 
dérons  est  pdz,  soit,  pour  tout  le  corps. 

Or,  on  a  trouvé 

d'où,  en  différentiant, 

^pdz  =  Vdzt. 

Donc,  le  travail  de  la  pesanteur  sur  le  système  est  < 
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infijlque  développerait  une  force  égaie  au  poids  total  P  du 
système,  appliquée  à  son  centre  de  gravité. 
9e  li  nous  pouvons  déduire  un  théorème  important. 

Loi  générale  de  V équilibre  des  corps  pesants. 

Supposons  un  système  matériel,  formé  de  corps  pesants 
fiés  l'un  à  l'autre  d'une  manière  quelconque,  soumis  à  la  seule 
action  de  la  pesanteur,  et  reposant  sur  des  appuis  fixes  quel- 
cooques. 

D'après  le  théorème  du  travail  virtuel,  pour  qu'un  pareilsys- 
lème  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  tra- 
itai virtuels  des  forces  extérieures,  en  ne  tenant  compte  ni 
les  liaisons,  ni  des  appuis  fixes,  soit  nulle  pour  tout  déplace- 
ment compatible  avec  les  liaisons  du  système.  Or,  dans  le  cas 
que  nous  considérons,  le  travail  des  forces  extérieures  se  ré- 
duit au  travail  de  la  pesanteur;  donc,  il  faut  pour  l'équilibre 
que  l'on  ait 

F  désignant  le  poids  total  du  systèm(\  dz,  le  déplacement  du 
eeotre  de  gravité  suivant  la  verticale.  Honc  on  doit  avoir 

o-y,  —  o, 
ttl'on  peut  énoncer  le  remarquable  théorème  que  voici  : 

TBÉOBtoiB.  —  Pour  qu  un  système  pesant  quelconque  soit  en 
^fùlibre^  il  faut  et  il  suffit  que  pour  tout  mouvement  compu' 
tiile  avec  les  liaisons,  le  centre  de  gravité  reste  dans  un 
^me  plan  horizontal  (  *  ). 

On  peut  satisfaire  de  trois  manières  à  cette  condition.  En 
général,  il  résulte  des  liaisons  existant  dans  le  système,  que 
le  centre  de  gravité  ne  peut  se  mouvoir  que  sur  une  certaine 
courbe  ou  une  certaine  surface.  Il  y  aura  équilibre,  si  lé  cen- 


(*)  Ce  théorème  important,  censé: ;i  cnce  directe  du  thcorèmo  du  travail  vir- 

^t  ne  doit  être  considéré  comme  tïqu  1 1  cuitomont  démontré  que  dans  les  cas 

(*iticaliers  où  nous  avons  démontré  ci*  théorème  fondamental,  c'est-à-dire 

Vudles  liaison*  se  réduisent  aux  genres  tout  spéciaux  que  nous  avons  consi- 

^^^  Le  CM  général  est  en  dehors  du  plan  de  ce  Cours. 


[ 
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tre  de  gravité  se  trouve  au  point  le  plus  hsuty  ou  au  point  k 
plus  bas  de  la  courbe  ou  de  la  surface  qu'il  peut  parcouriri 
ou  s'il  est  assujetti  à  rester  toujours  dans  un  même  phn  ho- 
rizontal. 

Nous  aurons  à  revenir  plus  tard  sur  ces  trois  cas  d'équiU- 
bre  essentiellement  différents.  Dans  le  premier  cas,  on  ditqvi 
l'équilibre  est  instable,  parce  que  le  système,  écarté  de  sapo 
sition  d'équilibre,  tendrait  à  s'en  écarter  davantage  pourtei 
dre  vers  une  autre  position;  dans  le  second  cas,  l'équilibn 
est  dit  stable,  parce  que  le  système,  écarté  un  peu  de  sapo 
sition  d'équilibre,  tend  à  y  revenir.  Enfin,  lorsque  le  cenlr 
de  gravité  se  meut  sur  un  plan  horizontal,  le  système  esti 
équilibre  dans  toutes  ses  positions.  On  dit  à  cause  de  cela  qa 
l'équilibre  est  indifférent.  L'équilibre  est  encore  indifTérei 
quand  le  centre  de  gravité  reste  absolument  fixe  dans  toiUl 
les  positions  du  système. 

PontS'levis  à  flèches.  —  On  trouve  une  application  de  ceqi 
précède  dans  la  construction  des  ponts-levis  à  flèches  {fig^ii 
Le  tablier  AB  du  pont  est  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  i 
deux  chaînes  BC  partent  des  deux  côtés  du  tablier,  et  toi 
s'attacher  aux  extrémités  de  deux  flèches  CQ,  formant  un  cadi 
mobile  autour  d'un  axe  horizontal  E;  un  contre-poids  Q,su| 
porté  par  les  deux  flèches,  sert  à  équilibrer  le  poids  du  U 
blier.  On  prend  la  distance  EC  =  AB,  et  on  donne  aux  deii 
chaînes  BC  une  longueur  égale  à  AE,  de  sorte  que  la  Dgui 
ABCE  est  un  parallélogramme  dans  toutes  les  positions  qi 
l'on  peut  donner  au  système,  en  faisant  tourner  les  flèches n 
tour  de  l'axe  E  et  le  tablier  autour  de  l'axe  A,  sans  que  li 
chaînes  BC  cessent  d'être  tendues.  Il  en  résulte  que  dans  i 
pareil  mouvement,  l'angle  dont  le  tablier  tourne  autour  ( 
l'axe  A  est  toujours  égal  à  l'angle  dont  les  flèches  tournent  ( 
même  temps  autour  de  l'axe  E.  Soit  G  le  centre  de  gravité  d 
tablier,  G' celui  des  flèches  et  du  contre-poids.  Le  poids  Qe 
choisi  de  manière  que  EG'  soit  parallèle  à  AG.  ïl  est  aisé  ( 
voir  que  l'on  peut  s'arranger  de  manière  que  le  centre  de  gi 
vite  de  tout  le  système  se  trouve  toujours  en  un  point  Ositi 
sur  la  droite  AE. 

Le  pont-levis  ainsi  constitué  est  en  équilibre  dans  toutes  I 
positions  qu'on  peut  lui  donner. 
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Pohtt4esfU  à  sinusoïdes.  —  Au  lieu  d'accrocher  les  chatnes 
(«'supportent  le  tablier  d'un  poni-ievîs  à  des  flèches  munies 
fvn  contre-poids»  on  peut  faire  passer  des  chaînes  sur  des 
loolles  placées  au-dessus  du  tablier,  et  suspendre  à  leurs  ex- 
imités  des  contre-poids  destinés  à  équilibrer  le  poids  du 
hlief  (Jig.  3a).  On  peut,  en  outre,  obliger  ce  contre-poids  à 
isser  le  long  de  courbes  fixes,  afin  que  la  tension  de  chaque 
laloe  varie  suivant  que  le  tablier  du  pont  est  plus  ou  moins 
levé.  Si  Ton  détermine  ces  courbes  fixes  de  telle  manière  que 
centre  de  gravité  du  tablier,  des  chaînes  et  des  contre-poids 
Ile  toujours  sur  un  même  plan  horizontal,  le  pont-levis  sera 
équilibre  indifférent  dans  toutes  les  positions  qu'on  voudra 
i  faire  prendre. 

Nous  avons  néglige  le  frottement;  il  est  d'ailleurs  évident 
te  si  un  pont-levis  est  disposé  de  manière  à  être  en  équili- 
e  indifférent  dans  toutes  les  positions  qu'on  peut  lui  don- 
ur,  en  supposant  qu'il  ne  se  développe  de  frottement  dans 
leune  de  ses  parties,  il  restera  à  plus  forte  raison  en  équili- 
«  dans  chacune  de  ces  positions,  lorsque  les  frottements 
bercent  leur  action. 

{  XVI.  —  Des  cobdes  et  du  polygone  funigiîlaire. 

Utt  cordes.  —  Au  point  de  vue  de  la  Mécanique  rationnelle, 
9 cordes.  Ois  ou  cordons  doivent  être  considérés  comme  in- 
éSniment  résistants  et  flexibles,  absolument  inextensibles, 
illn  comme  dénués  de  pesanteur.  (Je  ne  dis  pas  dénués  de 
Hsse,  car  la  masse  n'a  rien  à  faire  dans  les  questions  de  Sta- 
que  proprement  dite.) 

Tension  d'un  cordon.  —  Considérons  {Jig>  35)  une  portion 
Ktiligne  de  cordon,  de  longueur  finie  ou  infiniment  petite, 
)  équilibre  sous  l'action  de  deux  forces  qui  tirent  ses  deux 
(Irémités.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équi- 
Imest  que  les  deux  forces  soient  égales,  contraires,  directe- 
ent  opposées,  et  qu'elles  tendent  à  allonger  le' cordon.  De 
les  remarques  suivantes  : 

I*  Les  forces  extérieures  satisfont  d'elles-mêmes  aux  con- 
ions  générales  de  l'équilibre,  absolument  comme  si  elles 
lient  appliquées  à  un  corps  solide. 
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2**  La  flexibilité  du  sysième  impose  une  deuxième 
lion,  c'est  que  le  cordon  soit  tendu  en  ligne  droite  dti 
rection  commune  des  deux  forces.  On  div  alors  quelei 
se  font  équilibre  par  l'intermédiaire  de  la  tension  du  < 

3"*  Enfin,  pratiquement»  il  y  a  une  dernière  conditi 
aussi  indispensable  que  les  précédentes,  c'est  que  le 
soit  assez  solide  pour  résister  à  l'effort  qui  tend  à  le  i 

Imaginons  le  cordon  coupé  quelque  part  en  C;  la  por 
est  en  équilibre  sous  l'influence  de  la  force  P  et  de 
de  l'autre  partie  BC  du  cordon.  Il  faut  donc  que  cei 
tie  BC  tienne  lieu  d'une  force  égale  et  directement  < 
à  P.  Cette  force  est  ce  que  l'on  appelle  la  tension  du  < 
Ici  cette  tension  est  constante  dans  toute  l'étendue  AB 

En  général,  on  appelle  tension  d'une  corde  en  un  [ 
la  force  qu'il  faudrait  appliquer  en  ce  point  pour  m 
Tune  des  portions  de  la  corde  en  équilibre,  l'autre 
étant  censée  supprimée.  En  vertu  du  principe  de  Ne^ 
réaction  de  AC  sur  BC  est  égale  et  contraire  à  l'actioi 
sur  AC.  On  confond  donc,  sous  le  nom  de  tension  • 
don  AB  au  point  C,  deux  forces  égales  et  contraires 
détruisent  immédiatement  au  point  C,  dans  l'équil 
l'ensemble,  mais  qu'il  devient  nécessaire  de  considé 
lément,  quand  on  étudie  l'équilibre  des  deux  portioi 
rées. 

On  peut  mesurer  la  tension  d'une  corde  en  la  coupa' 
tivement  en  un  point,  et  interposant  iin  dynamomèti 
les  deux  parties. 

Équilibre  d*un  nœud  réunissant  plusieurs  cordo 

Considérons  maintenant  un  nœud  réunissant  trois 
(yîg^.36). 

Il  faut,  pour  l'équilibre  de  chaque  cordon  AD,  qu 
une  force  F  dirigée  dans  le  sens  dç  la  direction  du 
Cette  force  fait  connaître  la  tension  de  ce  cordon,  e 
pour  l'équilibre,  conformément  à  ce  que  nous  venons 
que  les  actions  des  deux  autres  cordons  au  point  A  ai 
résultante  égale  et  opposée  à  la  force  F. 

Les  forces  F,  F,,  F„  c'est-à-dire  les  tensions  /,  /,,  I 
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Ortées  au  point  A,  doivent  donc  se  faire  équilibre.  Ainsi,  la 
Mioo  it  doit  être  dirigée  dans  le  plan  F,  F.  suivant  le  pro- 
flgement  de  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur 
t  tensions  t,  it,  et  représentée  par  la  longueur  de  cette  dia- 
ule.  Le  triangle  ABE  nous  donne 

sjnBAE 

'sinBEA' 

—     sinABE 

^•-^'^nriËA' 

tensions  i  et  /i  sont  d'autant  plus  grandes  que  sin  BEA  est 
s  petit*  Elles  deviennent  toutes  deux  infinies  pour  BEA  =  o, 
DAE=i8o  degrés. 

loelque  petite  que  soit  une  force  /,  s*exerçant  oblique- 
Bt  sur  un  cordon  CD,  il  est  donc  impossible  de  tendre  ce 
don  en  ligne  droite. 

apposons  maintenant  {Jig.  87  )  que  nous  ayons  un  cordon 
que,  et  au  point  A  un  anneau  dans  lequel  ce  cordon  puisse 
tment  glisser;  le  cordon  est  tiré  des  deux  côtés  par  des 
:es  F„  Fs;  l'anneau  lui-même  est  soumis  à  l'action  d'une 
ce  F.  Cherchons  les  conditions  d'équilibre.  Fixons  deux 
ots  quelconques  C,  D  du  cordon,  l'un  à  gauche  de  Tan- 
lu,  l'autre  à  droite.  Dans  son  mouvement  virtuel,  le  point  A, 
près  les  liaisons  introduites,  ne  peut  que  décrire  une  el- 
le dont  les  points  C  et  D  seront  les  foyers.  Il  faut  .donc, 
ir  l'équilibre,  que  la  force  qui  agit  sur  l'anneau  soit  nor- 
ia à  cette  ellipse,  c'est-à-dire  bissectrice  de  l'angle  CAD. 
!n  appliquant  les  formules  posées  précédemment  à  ce  cas 
ticulier,  on  trouve 

Fa 
sin  -  ^ 

F.  =  F,=: 


sma  I 

2  cos  -  a 
2 


tant  l'angle  CAD,  et  F  la  force  exercée  sur  l'anneau. 
lOus  concluons  de  là  que  si  l'anneau  est  remplacé  par  un 
01  flxe,  la  tension  du  cordon  est  la  même  de  part  et  d'au- 
du  point  ou  de  l'anneau  fixe,  et  la  réaction  de  ce  point 
partage  en  deux  parties  égaies  l'angle  des  deux  cordons. 
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Polygone  funiculaire.  —  Considérons  maintenant  le  casg^ 
néral  de  l'équilibre  d'un  cordon  soumis  à  l'action  d'un  noo^ 
bre  quelconque  de  forces  (Jig»  38). 

D'après  ce  que  nous  avons  vu,  le  cordon  prendra  la  forw 
d'un  polygone  dont  les  sommets  seront  les  points  d'applior  : 
lion  de  ces  forces.  C'est  ce  qu'on  appelle  le  poljrgone  funi»'  ; 
laire. 

Soient  A.,  A,,  A,,...  les  sommets  du  polygone  fuai< 
laire;  F,,  F„  F3,. . .  les  forces  appliquées  à  ces  différents  poli 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  évidemment  qu'il  y  ait 
certaine  force  F«  appliquée  dans  la  direction  du  premier 
du  polygone  (ou  un  point  fixe  remplaçant  cette  force); la 
sion  T,  de  ce  premier  côté  est  égale  à  la  force  F.  Pour  ^1 
y  ait  équilibre  au  point  Ai,  il  faut  que  la  tension  Ti  du  secoill 
côté  soit  égale  et  directement  opposée  à  la  diagonale  du  p|(j 
rallélogramme  construit  sur  la  force  Fi  et  sur  la  tension  % 
appliquée  en  A|.  De  même,  pour  que  le  point  Ai  soit  en  éqié^ 
libre,  il  faut  que  la  tension  Tj  du  côté  A|A,  soit  égale  l| 
opposée  à  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  II 
force  Fs,  et  sur  la  tension  T.  appliquée  en  Ai.  EnGn,  pour  qui 
le  dernier  sommet  soit  en  équilibre,  il  faut  qu'il  y  ait,  appli- 
quée au  prolongement  du  cordon,  une  force  égale  et  opp(Kiéa 
à  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  la  force  F.el 
la  tension  T„.,  appliquée  au  point  A„. 

Polygone  de  Farignon  [Jig,  39).  —  Toutes  ces  condition 
■d'équilibre  du  polygone  funiculaire  peuvent  s'exprimer  sin- 
plement  par  une  construction  géométrique  élégante  due  % 
Varignon. 

Par  un  point  0  quelconque  de  l'espace,  menons  une  ligneOI^ 
égale  et  parallèle  à  Fo  ou  à  To,  par  le  point  B«  une  ligne  B|li 
égale  et  parallèle  à  F|.  La  ligne  B,0  représente  la  tension  Ti. 
Si  par  le  point  B,  je  mène  B,Bx  égale  et  parallèle  à  Fs,  enjoi- 
gnant OB3  j'aurai  la  tension  Ts.  En  continuant  ainsi,  j'arri- 
verai à  une  ligne  B„_jBii-i  égale  et  parallèle  à  F^,  ;  OB»^  sen 
égale  à  T».i  ou  à  F..  En  opérant  ainsi,  nous  n'avons  fâitqai 
construire  le  polygone  des  forces  F«,  F,,  F^.  Il  faut  donc,  pM 
l'équilibre,  que  ce  polygone  soit  fermé.  Onvérifle  ainsi  la  M 
en  vertu  de  laquelle  les  équations  de  l'équilibre  doivent  exis- 
ter entre  les  forces  extérieures  seules,  quelle  que  soit  h 
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MstJtntion  du  système  soumis  à  leur  action.  Telle  est  la  pre- 
aièit  condition  de  l'équilibre  du  polygone  funiculaire.  Si 
fiBtte  condition  n'est  pas  remplie,  il  sera  impossible  de  trouver 
mt  forme  convenable. 

Bemxième  condition.  —  En  ayant  égard  aux  propriétés  des 
MrdoDS  tendus»  il  faut,  pour  l'équilibre,  que  les  directions  des 
)âcés  du  polygone  soient  parallèles  respectivement  aux  droites 
S^,  OB, ,  OBs,. ..,  partant  du  point  0  dans  le  polygone  de 
Avignon. 

^Tfoiêièfne  condition.  — Yxi^\ï\,  il  faut  que  chaque  côté  puisse 
hster  à  la  tension  qu'il  supporte,  tension  qui  est  encore 
Émée  par  le  polygone  de  Varignon. 

^Ces  trois  genres  de  conditions,  également  nécessaires  pour 
tfoilibre,  se  retrouveront  dans  toutes  les  questions  de  Sta- 
i|ae  appliquée. 

^  nous  remplaçons  les  forces  F,,  F,, . .  .par  des  anneaux,  la 
nsion  devra  être  la  même  dans  toute  l'étendue  du  cordon, 
t  les  forces  exercées  par  les  anneaux  devront  bissecter  l'angle 
Itodeux  côtés  du  polygone,  adjacents  au  sommet  où  chacune 
tcDes  est  appliquée.  Ces  forces  sont  données  par  les  formules 

R=z:2TC0S-a, 

I  étant  la  tension  constante,  a  Tangle  de  deux  côtés  adjacents 
il  polygone. 

Considérons  {fig*  ^o)  trois  sommets  consécutifs  A,  B,  C 
Ml,  que  l'on  ait  AB  =  BC.  Par  ces  trois  points  faisons  passer 
•c  circonférence,  et  menons  le  diamètre  BD.  Nous  aurons 


COS  V  OL 


Bonc,  si  nous  avons  un  polygone  funiculaire  appuyé  sur  des 
Mots  fixes  et  tels  que  les  cordons  soient  égaux,  la  réaction 
^chaque  point  pourra  être  représentée  par  l'inverse  du  dia- 
ntre BD  du  cercle  passant  par  ce  point  et  les  deux  sommets 
mMents. 

*  Mous  concluons  de  là  que  si  le  polygone  est  tendu  sur  une 
Mii>e,  la  réaction  peut  être  représentée  en  chaque  point  par 
inverse  du  rayon  du  cercle  osculateur  de  la  courbe,  c'est-à- 
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dire  par  la  courbure.  Si  le  cordon,  au  lieu  d'être lendosi 
courbe,  est  tendu  sur  une  surface,  c'est-à-dire  tiré  par  » 
trémilés,  la  partie  intermédiaire  s'appuyant  sur  une  m 
fixe,  nous  aurons  encore  la  condition  que  la  tension  duc 
soit  la  même  dans  toute  son  étendue,  et  par  conséquei 
les  deux  forces  extérieures  appliquées  à  ses  extrémités  : 
é^les  et  contraires.  De  plus,  considérons  deux  élément 
sécutifs  du  cordon;  ils  devront  être  en  équilibre  sou! 
fluence  de  leur  tension  et  de  la  réaction  de  la  surfac 
pour  que  trois  forces  soient  en  équilibre,  il  faut  ea  pr 
.lieu  qu'elles  6oient  dans  un  même  plan.  Donc,  le  plan  des 
côtés  consécutifs  du  cordon,  ou  le  plan  osculateur  de  la  a 
doit  être  normal  à  la  surface.  Donc,  enfin,  le  cordoi 
s'appuyer  sur  la  surface  par  une  ligne  dont  le  plan 
lateur  soit  constamment  normal  à  la  surface.  On  sait  que 
propriété  définit  la  ligne  la  plus  courte  qu'il  soit  possil 
tracer  sur  la  surface  entre  deux  quelconques  de  ses  p 
c'est  la  ligne  géodésiquey-ei  la  réaction  de  la  surface  ( 
raison  inverse  du  rayon  de  courbure  de  cette  ligne  en  c 
point. 

La  théorie  qui  précède  s'applique  à  la  poulie  fixe,  à  la  ] 
mobile,  aux  diverses  combinaisons  de  poulies  mobiles 
moufles  ou  palans,  etc. 

Cas  d'un  polygone  chargé  de  poids. 

Etudions  spécialement  le  cas  où  les  forces  appliquée 
divers  sommets  sont  parallèles  et  verticales  (à  i'exceptic 
deux  extrêmes  qui  sont  toujours  dirigées  suivant  les  pi 
gements  du  premier  et  du  dernier  côté  du  polygone),  de 
qu'on  puisse  considérer  ces  forces  comme  autant  de  poid 
pendus  au  cordon.  Supposons  qu'il  y  ait  un  côté  infériei 
rizontal,  et  prenons  le  milieu  de  ce  côté  pour  origine  d'u 
horizontal  et  d'un  axe  vertical  [fig*  40* 

Soient  :  Q,  la  tension  du  côté  horizontal,  /i,  /s, . . .  »/.  le 
sions  des  côtés  successifs  du  polygone,  pt^pt,- .  .,/i«  les 
suspendus  aux  divers  sommets.  Il  faut,  pour  l'équilib 
point  Al,  que  la  résultante  des  tensions  Q  et  /i  soit  égale 
posée  à  la  force  verticale  p,  ;  de  même,  la  résultante  de  * 
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Me  être  égale  et  opposée  à  /,,  et  ainsi  de  suite.  Enfin,  si  A„ 
iésigoe  le  dernier  sommet,  il  faut  qu*on  exerce  en  ce  point, 
#006  manière  ou  d'une  autre,  une  force  égale  à  /«_,,  et  dirigée 
privant  le  prolongement  du  dernier  côté. 
Coiuiniction  du  polygone  de  Faiignon,  —  Soit  OB,  (Jig,  42) 
ligne  horizontale  égale  à  Q.  Menons  par  le  point  B,  une 
lorlicaie  sur  laquelle  nous  porterons  des  longueurs  B,  Bi, 
KSit...  respectivement  égales  au\  charges  /?,,  /y,,....  Les 
yoints  B,,  B,,  B3,...  représentent  les  sommets  du  polygone 
iaVarIgnon,  et  les  droites  OB,,  OB,,  OB,,. . .  font  connaître  à 
Il  fois  les  directions  des  côtés  du  polygone  funiculaire,  et  les 
candeurs  des  tensions  de  ces  côtés.  On  voit  immédiatement 
oor  la  figure  que  les  composantes  horizontales  de  toutes  les 
Insions  sont  égales  à  Q,  et  que,  si  P/  représente  la  compo- 
IMte  verticale  de  la  tension  du  côté  qui  commence  au  som- 
met Aj,  on  a 

P,  =  /?, -h/?,-*-. .  .4-/>/. 

On  a  donc  les  propriétés  suivantes  : 

!•  La  composante  horizontale  de  la  tension  d'un  côté  quel- 

ttmque  est  constante,  et  égale  à  la  tension  du  côté  liorizontaL 

\    î*  La  composante  verticale  de  la  même  tension  est  la  somme 

in  poids  suspendus  depuis   le  point  le  plus   bas  du  demi- 

foiygone,  jusqu'au  sommet  où  commence  le  côté  considéré, 

S*  La  tension  crott  à  mesure  que  l'on  s'éloigne  du  côté  lio- 
nsontalf  proportionnellement  à  la  sécante  de  l'inclinaison  du 

9kéà  l'horizon. 

. 

Des  ponts  suspendus. 

Li  théorie  des  ponts  suspendus  est  une  conséquence  im- 
médiate des  considérations  qui  précèdent.  Le  tablier  d'un  pont 
tapendu  est  en  effet  supporté  par  un  certain  nombre  de  tiges 
Oode  chaînes  verticales  à  un  cable  en  fil  de  fer  dont  les  ex* 
béniités  sont  fixes. 

Ce  qui  caractérise  ces  ponts,  c'est  que  la  figure  du  polygone 
it  suspension  n'a  aucune  relation  avec  la  forme  du  tablier, 
lequel  peut  être  rigide  ou  non  rigide,  et  qui  présente  généra- 
lement un  profil  à  peu  près  horizontal  ou  légèrement  convexe 
ren  le  haut. 
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Dans  1c  calcul  des  ponts  suspendus,  on  néglige  généralemeni 
au  moins  dans  une  première  approximation,  le  poids  du  câbli 
ainsi  que  celui  des  liges  de  suspension,  pour  ne  s'occupd 
que  du  poids  supporté  par  ces  tiges.  Ce  dernier  poids  se  cm 
pose  du  poids  du  tablier  proprement  dit,  plus  d'une  surcliaigi 
représentant  le  poids  qui  peut  charger  le  pont,  dans  les  ciN 
constances  les  plus  défavorables.  D'après  les  règlements  fruH 
çais,  celte  surcharge  doit  être  calculée  à  raison  de  200  klkn 
grammes  par  mètre  carré  de  surface. 

Pour  faire  l'épure  d*un  pont  suspendu,  on  commence  pi^ 
faire  le  projet  du  tablier,  sans  se  préoccuper  du  polygone  qui 
doit  le  supporter.  Le  tablier  proprement  dit  repose  sur  dei 
longrines,  qui  sont  elles-mêmes  soutenues  par  des  poutrelles 
transversales  «,,  «2,. ..  (fig.  43,  4^  et  46),  auxquelles  sont 
directement  appliquées  les  tiges  de  suspension.  On  suppose^ 
dans  le  calcul  des  conditions  d'équilibre,  que  le  tablier  soit 
coupé  à  chaque  demi-intervalle  entre  deux  poutrelles;  l'équi- 
libre subsistera  à  fortiori  quand  on  rétablira  la  solidarité  enlre 
les  parties  directement  supportées  par  chaque  tige.  On  calcule 
récartement  des  tiges,  connaissant  le.  poids  du  tablier  et  de 
la  surcharge,  ainsi  que  le  poids  qu'on  peut  faire  sans  inconvé- 
nient supporter  à  chaque  lige. 

Rien  de  plus  facile  maintenant  que  de  déterminer  la  direc- 
tion d'un  côté  quelconque.  Si  Ton  veut,  par  exemple,  celle  du 
côlé  A3  A4,  on  prendra  sur  une  horizontale  quelconque,  par 
exemple  sur  le  prolongement  du  côté  horizontal  du  polvgonc, 
une  longueur  DE  =  Q,  et  sur  la  verticale  du  point  A,  une  lon- 
gueur DF  représentant  la  somme  des  poids /?,,  />„  p^  des  parties 
du  tablier  suspendues  aux  points  A,,  A,,  A3;  en  joignant  les 
points  £  et  F,  nous  avons  la  direction  du  côté  A,  A4.  Nous  ob- 
tiendrons de  même  la  direction  de  chaque  côté,  et  par  suite» 
connaissant  le  point  Ai,  nous  pourrons  construire  le  polygone. 

blette  épure  donne  à  la  fois  les  tensions  des  côtés,  leurs 
longueurs  respectives,  l'inclinaison  de  chacun  d'eux,  et  ^o^ 
donnée  du  sommet  correspondant  du  polygone,  et  par  suite 
la  longueur  du  polygone  et  celle  de  chacune  des  tiges  de  sus* 
pension. 

Estimons  par  le  calcul  les  éléments  qui  sont  utiles. 

1**  Calcul  des  ordonnées,  —  Les  données  sont  les  projeclious 
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koriionUles  des  côtés.  Soient  A.  la  projection  horizontale 
btfoo  côté,  Vi  sa  projection  verticale,  et  Pi  la  composante  verti- 
Kie de  la  tension  de  ce  côté;  on  a  évidemment,  d*après  la 
■pastruction  précédente. 

Or,  l'ordonnée  d*un  sommet  quelconque  A/  est  égale  à  la 
nmme  des  projections  des  côtés  qui  précèdent  ce  sommet; 
fcoc,  si  Vi  désigne  cette  ordonnée,  on  aura 

V,-  =  t»,  -f-  Vj  -f- . . .  -h  Vi^i, 
•a 

V/=  ^  (P,  A,  -+-  P,  A,  -*- . . .  -h  P/_,  A._.  ); 

ftbscisse  du  même  sommet  est 

H,=:  A,-i-  A,  -+-  Aj-h. .  .-f-  A/_i. 

1^  Calcul  des  longueurs.  —  La  longueur  du  côté  qui  com- 
lence  à  ce  sommet  est 

ttl'on  a  pour  la  longueur  totale  du  polygone 

Lii  :=  /«  -4-  1 1  -i-  .  .  .  -f-  t|_i  • 

î*  Calcul  des  tensions.  —  La  tension  /,  du  côté  situé  entre 
ftj«*~  sommet  et  le  suivant  est 


4*  Calcul  des  inclinaisons.  —  Enfin  Tinclinaison  a,  du  même 
^sur  l'horizontale  est  donnée  par  la  formule 

p. 

langa,i=^(*). 


(*}  Détermination  de  la  composante  horizontale  des  tensions,  —  Toutes  1(^8 
^MiilMii  précédentes  sont  données  en  fonction  du  l'élément  Q,  qui  n*cst  pas 
1m  des  données  immédiates  du  problème. 

Onliiudrement,  dans  l'application,  les  données  desquelles  on  part  pour  éta- 
Mîr  1rs  pol]^oneft  sont  les  longueurs  de  la  corde  et  de  la  flèche,  c'est-à-dire  le 
ipdUe  de  rabsciue  et  l'ordonnée  du  dernier  sommet.  La  tension  Q  vsi  lioo  à 

II.  8 


Il4  PRBM1ÈR£   SECTION.   —    STATIQUE. 

Dans  la  plupart  des  cas,  les  formules  précédentes  se  s 
plifient  parce  que  les  projections  horizontales  des  côtés  \ 
constantes,  et  que  les  poids  supportés  par  chaque  tige  de 
pension  sont  égaux. 

On  a  donc 

P.  =  ip, 
et  on  conclut  de  là 

Soient  tt  le  poids  du  mètre  courant  de  tablier,  on  a 

/i  =  7rA, 
d'où 

de  sorte  que  si  n  désigne  le  numéro  du  dernier  sommet. 

Cherchons  l'équation  d'une  courbe  passant  par  tous 
sommets  du  polygone.  Pour  cela,  prenons 


c«s  quantités,  quand  on  adopte  les  dispositions  habituelles,  par  une  éqo 
très-simple. 

Dans  tous  les  cas,  on  |>eut  remarquer  que,  les  espacements  d«^  tiges  < 
IK>ids  répartis  étant  connus,  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  V^  est  de  la  f 

"     Q 

Si  donc,  ayant  attribué  arbitrairement  à  notre  inconnue  Q  une  certaine 
leur  Q',  nous  avons  appliqué  les  constructions  précédentes,  et  trouvé  poi 

dernière  ordonnée  une  valeur  V„  au  lieu  de  V„ ,  nous  devons  avoir 


v'„ 

C 
~Q' 

d*où 

Q 
Q' 

V. 

oquAiioD  qui  détermiiM  Q  en 

fonction  de  Q'. 
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levient  à  prendre  pour  origine  rexircmilé  gauche  du 
(rizontal;  nous  aurons  alors 

courbe  représente  une  parabole.  Si  l'on  veut  repren- 
loint  At  pour  origine,  il  suffit  de  changer  dans  l'équa- 

cédente  ar  en  :r'  h — ,  et  alors  on  obtient  l'équation 


-^(--f)- 


isant  dans  cette  équation  r  =  F,  :r'  ~  -  0,  F  et  0  étant 

î  et  l'ouverture  du  pont,  on  trouve  la  tension  Q. 
ouverait  immédiatement  Téquaiion  de  la  parabole  du 
en  supposant  le  polygone  formé  de  côtés  infiniment 
chargés  chacun  d'un  poids  proportionnel  à  sa  projec- 
izontale. 

dérons  [fig*  44)  ^'^^^  ^^  ^^  courbe  compris  entre  le 
où  la  tension  est  horizontale  et  égale  à  Q,  et  celui  où 
Qsion  est  égale  à  T.  Les  forces  extérieures  qui  doivent 
équilibre  sont  la  tension  T,  la  tension  Q  et  le  poids  izx 
direction  passe  par  le  milieu  de  OP. 
»ns  les  moments  autour  du  point  M,  nous  devrons  avoir 
quilibre 

Qr=: : 

quation  de  la  parabole  lieu  des  points  M  (*). 

t  remarquer  que  les  poids  du  câble  et  des  liges,  que 

DOS  négligés,  augmentent  avec  les  dimensions  du  pont, 


Uiéorie  que  nous  venons  de  faire  s'applique  aux  ponts  suspendus,  h  la 
de  négliger  le  poids  des  tiges  de  suspension  et  le  poids  des  câbles. 
ilei  trouvées  précédemment  permettent  de  trouver  la  longueur  de 
es  tiges.  Il  faut  remarquer  que  ces  tiges  ne  sont  pas  égales  aux  ordon- 
i  parabole;  elles  doivent  descendre  jusqu'à  la  partie  inférieure  des 
qo'eUes  débordent  de  quelques  centimètres  pour  recevoir  les  écrous 
iU  s'appuie  la  charpente  du  pont  (^g.  f\^)-  Ordinairement  aussi,  le 

8. 


Il6  PREMIÈRE   SECTION.   —    STATIQUE. 

et  de  plus  influent  sur  la  répartition  des  pressions ,  qui  n'( 
plus  du  tout  uniforme,  comme  nous  l'avions  supposé.  ! 
courbe  qui  porte  les  tiges  n'est  plus  une  parabole ,  elle 
creuse  du  côté  des  culées.  Il  résulte  de  là  que  si  l'on  cale 
lait  le  câble  et  les  tiges  pour  la  forme  parabolique,  et  que  V 
construisit  le  pont,  l'équilibre  ne  serait  pas  possible»  les  ar 
culations  joueraient,  et  il  en  résulterait  pour  les  diverses  pi 
ties  de  la  construction  des  tensions  ou  pressions  complet 
ment  différentes  de  celles  sur  lesquelles  on  avait  compté.  I 
théorie  précédente  peut  donc  s'appliquer  aux  ponts  ordinaires 
mais  pour  les  ouvrages  plus  importants,  elle  doit  être  notable 
ment  modifiée,  et  ne  peut  entrer  dans  un  Cours  élémentaire 

De  la  chatne. 

On  peut  chercher  quelle  courbe  prendra  le  câble  sous  Tin 
fluence  seule  de  son  poids.  La  forme  qu'il  affecte  est  un 
courbe  étudiée  en  analyse  sous  le  nom  de  c/iainette;  nou 
pouvons  trouver  très-facilement  ici  les  équations  différeo 
tielles  de  cette  courbe. 

Soit  en  effet  T  la  tension  du  cordon  en  un  certain  point;  le 
composantes  de  la  tension  sont 

TÎ^     el     TÎ^. 
as  as 


plancher  affecte  une  iurme  parabolique  {^g*  V)),  de  sorte  que  les  ti^  io>i 
composées  de  trois  parties  :  i^  de  l'ordonnée  de  la  parabole  de  la  chaîne, 

3°  d'une  longueur  constante,  D,  qui  sépare  le  point  le  plus  bas  de  cette  pi* 
rabole  du  point  le  plus  haut  de  la  parabole  inverse; 
!^®  Enfin  de  l'ordonnée  de  cette  parabole  invers*», 

H»,  r=  «  (l* —  /). 

On  a  ainsi,  pour  la  longueur  totale  des  tiges. 


L'abscisM^  est 


H<=*-^(.-.;/.=  (.-^)a. 
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D'après  ce  que  nous  avons  vu,  la  composante  horizontale 

dz 
itl-j-  doit  être  constante;  donc  on  a 


dt 


■■:-  O. 


L'accroissement  de  la  composante  verticale  doit  être  égal  au 
foids  de  la  chatnette  compris  entre  deux  points  infiniment 
foisins;  donc  on  a 

En  éliminant  T  entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation 
delà  chatnette.  La  solution  sera  achevée  dans  le  Cours  d'Âna- 
Ijse. 

{IVll.  —  Equilibbe  des  systèmes  de  corps  rigides  articulés 

SANS    FBOTTEMENT. 

Imaginons  que  plusieurs  corps  solides  se  touchent  par  des 
foints  qui  ne  peuvent  se  séparer;  aucun  frottement,  aucun 
•Isiacle  ne  s'opposant  d'ailleurs  aux  mouvements  de  rotation 
compatibles  avec  cette  condition. 

On  peut  se  figurer  chaque  articulation  comme  produite  par 
l'issemblage  à  genou.  Ce  mode  de  liaison  se  présentera  trùs- 
inivent  dans  la  pratique;  mais  il  est  bien  clair  que  l'équilibre 
ilabli  dans  le  cas  d'une  liberté  de  mouvement  complète  sub- 
listera à  fortiori  quand  on  remplacera  le  genou  par  une  char- 
^ère,  ou  même  par  un  assemblage  analogue  à  ceux  des  pièces 
de  charpente,  assemblage  qu'on  est  obligé  de  briser  pour 
Chtnger  la  forme  du  système.  L'équilibre  paraîtra  encore  mieux 
•Kuré  quand  on  aura  égard  Vi\i\  frottements  y  dont  l'effet  est, 
comme  nous  le  verrons,  de  s'opposer  à  l'action  de  petites 
forces  accidentelles  tendant  à  mettre  les  corps  en  mouvement 
^Dsun  sens  ou  dans  l'autre. 

D'un  autre  côté,  il  convient  que  la  stabilité  des  construc- 
IJOûsen  bois  ou  en  fer  soit  indépendante  de  la  solidité  de 
^mbiages  et  de  l'existence  des  frottements,  toutes  choses 

i  viendront  ainsi  apporter  utilement  un  surcroît  de  sécu- 
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rilé;  il  y  a  donc  lieu  de  considérer  exclusivement  les  arUcu 
latîons  comme  permettant  tous  les  mouvements  qui  n'au- 
raient pas  pour  effet  de  séparer  l'un  de  Tautre  les  points  des 
divers  corps  solides  réunis  par  ces  articulations. 

Nous  avons  donc  à  étudier  l'équilibre  d'un  certain  nombm 
de  corps  qui,  pris  isolément,  sont  rigides  [fig*  47)-  Chacun 
d'eux  est  réuni  par  deux  articulations  à  d'autres  corps  rigides 
eux-mêmes,  et  pouvant  être  indifféremment  fixes  ou  assu- 
jettis à  des  conditions  analogues.  ' 

Prenons  en  particulier  l'un  des  corps  du  système.  11  esl 
soumis,  indépendamment  des  réactions  que  les  corps  en  con- 
tact exercent  sur  lui  aux  points  d'articulation,  à  un  certaim 
nombre  de  forces  extérieures  au  système,  que  je  représwi- 
terai  d'une  manière  générale  par  la  lettre  F  (*). 

Or,  il  est  évident  que  je  puis,  sans  altérer  l'équilibre,  re- 
garder dans  tous  les  cas  les  articulations  comme  absolument 
fixes,  et  si  je  désigne  ces  deux  points  par  les  lettres  A  elBi 
j'aurai  pour  la  condition  unique  à  laquelle  les  forces  F  sool 
assujetties  pour  l'équilibre 


2 


OH.rF^o. 


Cette  condition  éiant  remplie  pour  le  côté  AB  veut  dire  qu*ïi 
est  possible  de  remplacer  les  forces  F,  et  cela  d'une  infinité; 
de  manières,  par  deux  équivalentes  R,,  Rt,  appliquées  respe^j 
tivement  aux  points  A  et  B.  Je  dis  d'une  infinité  de  mardk%\ 
parce  que  nous  avons  vu,  dans  le  calcul  des  réactions  exercéêll 
par  deux  appuis  fixes ,  qu'il  reste  une  certaine  îndctermiDi' 
tion  dans  les  valeurs  des  composantes  de  ces  actions. 

Considérons  donc  deux  forces  équivalentes  quelconquesB» 
R,;  nous  aurons  parfaitement  le  droit  de  les  substituer  lai 
forces  F  dans  Téquilibre  du  corps  rigide  AB.  Mais  il  faut  blet 
se  garder  de  considérer  ces  forces  comme  les  réactions  effec- 
tives des  corps  adjacents  aux  points  AB.  Nous  savons  seulemeol 
deux  choses  : 


(  *  )  L<^8  réactions  d*»s  articulations  peuvent  être,  suivant  les  cas,  intérie«i«i 
ou  extérieures  à  rensemble  du  système;  elles  sont  toujours  extérieures  àchtqi* 
corps  isolé;  je  me  content*^  d«  renvoyer  aux  définitions  de  la  page  a8. 
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(*Que  ces  réactions  inconnues  Si,  Ss  se  trouvent  comprises 
prim  les  systèmes  équivalents  en  nombre  infini  R,,  R,,  qui 
sont  tous  possibles  et  qui  sont  les  seuls  possibles; 
2*  Que  si  les  points  A  et  B  étaient  absolument  fixes,  le  corps 
iB  étant  toujours  supposé  rigide,  on  pourrait  prendre  indiffé- 
remment pour  Si,  S2  deux  forces  équivalentes  conjuguées  quel- 
ttDques  R,»  R,. 

Hais,  dans  le  cas  actuel,  les  points  A  et  B  ne  sont  pas  fixes; 
ce  qui  veut  dire  que  les  conditions  trouvées,  en  supposant 
knrflxité,  sont  toujours  nécessaires,  mais  qu'elles  ne  sont  plus 
infflsantes. 

U  hui  tenir  compte  des  conditions  nouvelles  que  nous  trou- 
wons  en  considérant  l'ensemble  du  système  en  équilibre; 
MHis  ferons  ainsi  disparaître  l'indétermination,  et  nous  déter- 
■inerons  les  véritables  valeurs  des  réactions  S,,  Sa. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  avons  commencé  par  étudier  le 
corps  AB  pris  isolément,  ce  qui  nous  a  donné  une  condition 
'équilibre 

6tcequi  nous  a  permis  de  remplacer  les  forces  F  par  leurs 
équivalentes  Ri,  R^. 

Nous  ferons  la  même  chose  pour  chaque  corps  séparément, 
Milors  en  composant  les  forces  qui  sont  appliquées  à  chacune 
ies  articulations,  et  les  remplaçant  en  chacun  de  ces  points 
ptf  une  force  unique,  nous  aurons  une  sorte  de  polygone  fu- 
iriculaire  dont  les  côtés  sont  rigides,  et  dont  ies  sommets  seuls 
sont  soumis  à  l'action  des  forces. 

L'équilibre  du  système  articulé  sera  ainsi  ramené  à  l'équi- 
Hbre  du  polygone  funiculaire,  avec  cette  restriction  en  moins 
que  les  tensions  des  côtés  d'un  système  articulé  pourront 
ftie  positives  ou  négatives,  tandis  que  dans  le  cas  dii  polygone 
hniculaire  elles  devraient  nécessairement  être  positives. 

En  écrivant  les  conditions  d'équilibre  du  polygone  funicu- 
laire, nous  aurons  : 

■ 

i^Les  nouvelles  conditions  d'équilibre  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  forces  R,,  R,,. . . ,  et  par  conséquent  les  forces 
données  F,  F„  F,, ...  ; 
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7P  Les  tensions  ou  pressions  qui  s'exercent  sur  chacun  des 
côtés  du  polygone,  tractions  ou  pressions  que  l'équilibre  de 
chaque  côté  isolé  laissait  précisément  indéterminées,  puisque 
cet  équilibre  donnait  seulement  la  somme  algébrique  X+I' 
des  réactions  longitudinales  aux  points  A  et  B,  et  que  noii 
pouvions  à  volonté,  en  transportant  ces  réactions  d'un  cM 
à  l'autre  de  la  barre,'  remplacer  une  tension  par  une  pres^ 
sion. 

Cette  méthode  ne  donne  pas  directement  l'action  de  chacm 
des  corps  l'un  sur  l'autre.  Or,  ces  actions  sont  très-impor- 
tantes à  connaître,  beaucoup  plus,  souvent,  que  les  tractions 
ou  pressions  qui  s'exercent  sur  les  côtés  du  polygone.  Ea 
effet,  la  statique  des  solides  naturels  nous  offre  deux  genres 
de  questions,  celles  qui  ont  rapport  à  la  forme  d'équliibie 
proprement  dite,  et  celles  dans  lesquelles  on  demande  l'éial 
d'équilibre  intérieur  du  solide,  c'est-à-dire  les  forces  qrf 
s'exercent  entre  ses  diverses  parties.  Or,  si  l'on  peut,  pour  ht 
première  étude,  remplacer  des  forces  extérieures  données  piP' 
leurs  équivalentes,  cette  substitution  n'est  plus  possible  pour 
la  seconde,  et  il  faut  appliquer  la  théorie  de  la  résistance  dei; 
matériaux,  théorie  qui  n'entre  pas  dans  le  programme  dt' 
l'École  Polytechnique.  On  considérera  chaque  côté  rigide  da 
polygone  articulé  comme  soumis  à  l'action  des  forces  exii* 
Heures  qui  lui  sont  directement  appliquées,  et  des  réactioas^ 
des  corps  voisins,  qu'on  aura  calculées  préalablement.  Lei^ 
tensions  obtenues  par  la  première  méthode  donneraient  uH^ 
idée  absolument  fausse  des  efforts  supportés  par  les  élémenH^ 
des  solides,  parce  qu'on  a  remplacé  des  forces  par  leurs  équi* 
valentes,  ce  qui  n'est  pas  permis. 

Mais  on  peut  traiter  directement  l'équilibre  des  systèmes 
articulés,  en  introduisant  les  réactions  inconnues  des  diffi^ 
renis  cotés  l'un  sur  l'autre,  ainsi  que  celles  des  appuis,  etip- 
pliquani  ensuite  les  équations  générales  de  l'équilibre  à  chi- 
que rôt''^  séparé:iî;int  et  à  l'ensemble  du  système.  11  ne  foudn 
pas  oiiblior  (jue  l'action  <iu  côté  1  sur  le  côté  II  est  toujours 
é^alo  et  dii\?ctement  opposée  à  l'action  du  côté  II  sur  le  côtél. 
On  obtiendra  ainsi  un  certain  nombre  d'équations  qui  déte^ 
mineront  les  réactions  inconnues,  et  qui,  s'il  y  a  lieu,  ferool 
connaître,  par  l'élimination  de  toutes  les  quantités  dont  on 
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(6,  les  conditions  auxquelles  les  forces  données  devront 
ire  pour  réquilibre. 

l'est  borné  dans  le  Cours  à  ces  quelques  indications  sur 
lestions  importantes  dans  la  théorie  de  la  charpente, 
u'elles  soient  extrêmement  simples,  elles  exigent  cepen- 
ne  attention  très-soutenue  si  Ton  veut  bien  se  rendre 
s  de  toutes  les  circonstances  qui  se  présentent  dans 
>ides  diverses  méthodes  qui  conduisent  à  la  solution  (*  ). 


V^IU.  —  Introduction  a  la  théorie  de  la  résistance 

DES   MATÉRIAUX. 

• 

jet  de  cette  théorie  est  de  donner  autant  que  possible 
(istructeurs  des  règles  précises  et  sûres  leur  permet- 
fixer  les  proportions  et  les  dimensions  des  diverses 
qui  constituent  un  édifice,  une  machine.  Ce  qui  dis- 
ces  problèmes  de  tous  les  autres,  c'est  que,  lorsque 
t  en  présence  d'une  construction  à  élever,  et  que  la 
m  d'en  déterminer  les  proportions  se  trouve  posée,  il 
)ûte  que  coûte,  en  avoir  une  solution  bonne  ou  mau- 
3r,  on  peut  y  arriver  de  deux  manières  différentes, 
léthode  des  praticiens  consiste  à  suivre  les  leçons  des 
3  expérimentés,  et  à  étudier  les  modèles  laissés  par  les 
$  constructeurs.  Chacun  selon  sa  spécialité  connaît  les 
lions  des  constructions  importantes  du  même  genre 
nt  célèbres  par  leurs  heureuses  dispositions  et  leur 
durée.  Accidentellement  on  a  vu  périr  des  édifices,  et, 
endant  bien  compte  des  causes  de  leur  destruction,  on 
d  à  se  mettre  à  l'abri  de  pareilles  catastrophes,  et  Ton 
assez  vite  à  poser  deux  limites  plus  ou  moins  rappro- 
entre  lesquelles  on  pourra  se  tenir  sans  craindre  de 
imettre  la  solidité  de  son  œuvre  d'une  part,  et  d'autre 
ns  gaspiller  inutilement  l'argent,  la  main-d'œuvre,  les 
lux.  Par  exemple,  on  veut  faire  un  mur  d'escarpe,  des- 
me  manière  régulière  à  supporter  une  certaine  charge 


I  trouTera  à  la  fin  de  ce  Chapitre  une  Noto  sur  lu  balance  de  Robcn'al 
ince  de  Quintenz,  dont  la  théorie  devrait  se  placer  ici. 
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de  terre,  et,  à  un  moment  donné,  à  résister  autant  que  pos- 
sible au  choc  des  boulets;  on  a  des  modèles  laissés  par  Viih 
ban  dans  les  circonstances  les  plus  variées;  on  les  connitl, 
on  les  étudie,  on  cherche  quel  est  celui  d'entre  eux  duquel 
on  se  rapproche  le  plus  sous  le  rapport  des  terrains,  des  mi* 
tériaux  de  construction,  du  climat,  etc.;  c'est  celui-U  qil 
servira  de  modèle,  avec  les  modificaiions  commandées  par  kl 
circonstances,  qui  ne  sauraient,  dans  deux  cas  différents,  É 
retrouver  tout  à  fait  identiques.  Il  faut,  pour  appliquer  00 
méthodes,  un  certain  esprit  de  rapprochement,  de  combinai 
son,  de  calcul,  joint  à  de  longues  études  préparatoires  ai» 
solides  que  variées;  c'est  tout  cela  qu'on  appelle  de  .la  pnt 
tique. 

Il  est  clair  que  ces  procédés,  qu'on  aurait  grand  tort  de  flé 
trir  inconsidérément  du  nom  de  routine,  suffiront  dans  m 
grand  nombre  de  cas.  Si  l'on  veut,  par  exemple,  constrair 
une  maison  à  Paris,  on  pourra  sans  grandes  difficultés  arriffl 
à  faire  une  maison  qui  durera  plus  ou  moins;  peut-être  n'aoi» 
t-on  pas  apporté  dans  certains  détails  toute  l'économie  possi- 
ble, toute  la  perfection  désirable,  mais  ce  sont  là  des  considi 
rations  un  peu  secondaires;  le  but  que  Ton  se  proposait 6É 
rempli,  on  a  fait  une  construction  stable. 

Malheureusement,  ces  ressources  font  trop  souvent  défaoL 
Quand  on  se  trouve  en  présence  de  constructions  qui  répoa- 
dcnt  à  des  besoins  inconnus  d'une  autre  époque,  ou  encort 
de  matériaux  nouveaux,  comme  le  fer,  la  fonte,  le  zinc, fll 
nombre  d'autres  éléments  qui  s'introduisent  maintenant  étÊÊ 
les  constructions,  la  pratique  n'est  plus  guère  d'aucune  utililfc 
et  il  faut  chercher  autre  chose.  On  est  obligé  d'aborder  di««" 
lement  la  question  au  moyen  de  toutes  les  ressources  qoe 
peuvent  fournir  Texpéricnce  et  la  théorie.  Voici  quelle  esli 
peu  près  la  marche  à  suivre.  On  fait  d'abord  une  étude  phyà- 
(jue  et  expérimentale,  non  pas  précisément  de  la  question  e> 
elle-même,  qui  est  rarement  abordable,  mais  des  élément 
simples  de  cette  question.  Veut-on,  par  exemple,  faire  m 
pont  en  fer,  on  étudiera  les  propriétés  des  matériaux  qu'oi 
doit  employer,  au  point  de  vue  spécial  des  conditions  où  C6 
matériaux  vont  se  trouver  placés;  la  forme  la  plus  convenaW 
à  donner  à  la  construction  pour  que  chaque  partie  soit  dan 
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les  meilleures  conditions  de  résistance  et  de  durée;  les  pré- 
autîoos  à  prendre  pour  se  tenir  en  garde  contre  certains  acci- 
deois,  ou  du  moins  pour  en  atténuer  les  effets,  .etc.  Puis»  on 
posera  une  hypothèse  simple,  représentant  avec  une  exacti- 
Iode  suffisante  les  données  de  Tobservation  ;  et  Ton  appliquera 
le  calcul  en  le  fondant  sur  cette  hypothèse  qu'on  aura  soin  de 
jttUre  nettement  en  évidence  sans  déguiser  son  côté  faible  et 
lus  ou  moins  douteux.  Enfin,  il  faudra  terminer  par  la  véri- 
fication expérimentale  des  résultats  du  calcul,  et  ces  résultats 
devront  être  regardés  comme  vrais  que  dans  les  limites 
I  foor  lesquelles  la  pratique  les  aura  vérifiés. 

Équilibre  des  solides  naturels. 

En  établissant  les  conditions  nécessaires  ei  suffisantes  pour 
jléqullibre  des  corps  solides  supposés  invariables,  nous  avons 
pilque  les  corps  communément  appe]és  solidesy  et  que  nous 
istinguons  des  précédents  par  Téplthète  de  naturels,  doivent 
l^lre  considérés  comme  susceptibles  de  céder  dans  une  cer- 
f-Mne  mesure  à  Faction  des  forces  auxquelles  ils  sont  soumis; 

que  même,  dans  le  cas  où  la  déformation  produite  est  invi- 
rible  à  l'œil,  elle  se  révèle  à  nous  par  des  phénomènes  dont 

théorie  va  nous  occuper. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  équations  de  féquilibre  d'un  solide 
iriable  s'appliquent  aux  solides  naturels,  et  si  les  efforts 
sont  en  jeu  ne'sontpas  très-considérables,  eu  égard  à  la 

istance  du  solide  qui  les  supporte,  on  pourra  indifférem- 
ment, pour  poser  les  équations  générales  auxquelles  doivent 
Sttisùiire  les  forces  extérieures,  prendre  le  solide  qu'on  étudie 
mec  la  forme  qu'il  possédait  avant  qu'il  fût  soumis  à  l'action 
4a  ces  forces,  ou  bien  lui  attribuer  la  forme  qu'il  a  prise  sous 
leur  action. 

Oiains  la  plupart  des  cas,  on  opère  de  la  première  manière; 
c'est-à-dire  que,  dans  la  recherche  des  relations  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  forces  extérieures  appliquées  au  solide 
pour  qu'il  y  ait  équilibre,  on  regarde  ce  solide  comme  ayant, 
sous  l'action  des  forces,  exactement  la  même  forme  qu'il  avait 
mot  d'être  soumis  à  cette  action.  Seulement,  après  avoir  ainsi 
déterminé  toutes  les  conditions  d'équilibre  où  n'entrent  que 
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les  forces  extérieures  en  négligeant  la  déformation  du  solide,  il 
faudra  se  préoccuper  des  nouvelles  conditions  qui  résultai 
de  la  constitution  physique  du  solide,  c'est-à-dire  calcohr 
les  tensions  et  les  pressions  qui  se  développent  dans  m 
diverses  parties,  afin  de  voir,  comme  dans  le  polygone  ftiÉ^ 
culaire,  si  ces  tensions  ou  ces  pressions  sont  ce  qu'elles  dot» 
vent  être  pour  Téquilibre.  Enfin,  il  faudra  s'assurer  quec^ 
tensions  ou  ces  pressions  ne  sont  pas  assez  fortes  pour  brial 
le  solide,  ou  pour  lui  faire  subir  une  modification  essentieM 
dans  son  état  et  ses  propriétés.  f' 

Le  calcul  de  ces  réac^ons  ou  forces  intérieures  est  lié  itt^ 
mement  à  l'étude  de  la  déformation  du  solide  sous  des  effortl 
donnés.  Ces  deux  parties  constituent  la  théorie  mathématiqM 
de  la  résistance  des  matériaux^  théorie  qu'il  ne  nous  est  pM 
même  permis  d'ébaucher  dans  ce  Cours.  Nous  devons  non 
borner  à  donner  un  exemple  d'un  cas  très-simple  d'équiliixii 
afin  d'indiquer  l'esprit  de  la  méthode  et  de  signaler  les  écucS 
qui  se  présentent  de  toutes  parts. 

Application.  —  Équilibre  d'un  prisme  élastique  tiré,—  Noi^ 
allons  considérer  le  cas  le  plus  simple  où  la  résistance 
matériaux  soit  mise  en  jeu  :  c'est  celui  d'un  solide  hom< 
de  forme  prismatique  (tel  qu'une  pièce  de  bois  de  chai 
ou  une  barre  de  fer),  ^\\é  à  l'une  de  ses  extrémités  d'une 
nière  qu-r^lconque,  et  soumis  à  son  autre  extrémité  à  l'ai 
d'une  force  tendant  à  l'allonger. 

L'expérience  prouve  que  tous  les  corps  de  la  nature  pew 
céder  dans  une  certaine  mesure  à  l'action  d'une  pareille  foreoii 
Vieni-on  ensuite  à  supprimer  la  force,  le  corps,  en  vertu di 
son  élasticité,  tend  plus  ou  moins  à  revenir  à  sa  forme  priai» 
tive,  cl  l'on  peut  admettre  avec  une  exactitude  suffisante  qiNb 
tant  que  Ton  n'a  pas  dépassé  une  certaine  limite,  dite  /imAi 
d'élasticité,  variable  avec  la  nature  et  l'état  du  corps,  celui-d 
reprend  exactement  sa  forme  et  son  état  primitifs,  sans  que  les 
propriétés  essentielles  aient  été  allérées-d'une  manière  pc^ 
manente  par  l'action  de  cet  effort  passager. 

Voilà  ce  que  nous  apprend  une  étude  superficielle.  Oo  la 
complétera  en  déterminant  expérimentalement  la  valeui 
exacte  de  cette  limite  d'élasticité  pour  tous  les  corps  em- 
ployés dans  l'industrie;  car  il  est  extrêmement  important di 
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r  dans  les  applications  bien  en  deçà  de  cette  limite. 
is  qu'on  l'a  dépassée,  le  corps  a  pour  ainsi  dire  changé 
ire,  et  Ton  ne  peut  plus  compter  sur  rien,  du  moins  en 

lance  à  la  rupture.^Oti  appelle  ainsi  le  plus  grand  des 
que  puisse  supporter,  sans  se  rompre  ou  s'écraser  corn- 
ent, un  prisme  solide  tiré  ou  comprimé  dans  le  sens  de 
les,  et  Ton  admet  que  ce  plus  grand  effort  P  demeure 
ionnel  à  Taire  Q  de  la  section  transversale  du  prisme, 
e  que  la  résistance  R  s'exprime  en  kilogrammes  par 
arré  ou  millimètre  carré,  et  que  l'effort  de  rupture  d'un 
est  représenté  par 

P  =  RÛ. 

a  pas  tardé  à  reconnaître,  ce  qu'on  aurait  d'ailleurs  pu 

à  l'avance,  que  la   limite  d'élasticité  était  quelque 

le  très-vague.  En  réalité  les  charges  les  plus  minimes 

lent  toujours  un  allongement  permanent^  c'est-à-dire 

"Stste  après  que  la  charge  est  supprimée.  D'un  autre 

détermination  de  cette  limite  exacte,  à  supposer  que 

t  possible,  ne  présenterait  pas,  au  point  de  vue  des 

Lions,  un  intérêt  bien  considérable,  car  il  faut  toujours 

des  efforts  accidentels  venant  s'ajouter  aux  charges 

res,  de  sorte  qu'on  doit  toujours  se  tenir  assez  loin  en 

i  la  limite  d'élasticité,  de  crainte  de  la  voir  dépasser  à 

nent  donné. 

en  même  temps  que  ces  difliculiés  se  sont  fait  jour,  les 
les  constructions  se  sont  multipliées.  On  a  acquis  de  la 
e,  et  l'on  est  maintenant  assez  généralement  d'accord 
charges  pratiques  qu'il  convient  de  faire  supporter  aux 
ijx  dont  l'usage  est  le  plus  fréquent. 
enons  notre  solide  étiré,  et  cherchons  ses  conditions 
ibre(yîg.  48). 


rtaines  opérations  industrhtllt^s,  wWv»  que  le  muriolugo,  le  laminage, 
le»  métaux  ductiles,  ont  uu  conlrairc  pour  but  de  dépasser  la  limite 
Âdeces  corps,  de  manière  à  clian(;er  leur  i'orme  d*une  manière  notable. 
,  qae  ces  opérations  modifient  beaucoup  la  plu(>art  des  propriétés  p)i>- 
I  corps  qui  y  sont  soumis. 
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Soit  /  la  longueur  primitive  du  prisme.  Sous  rinfluence  de 
causes  quelconques,  cette  longueur  est  actuellement  deveno^ 
l-hx;  enfin,  nous  savons  qu'à  l'instant  où  Ton  nous  demander 
si  le  solide  abandonné  à  lui-même  restera  en  équilibre,  une 
certaine  force  F  agit  sur  son  extrémité  dans  le  sens  de  h 
flèche.  11  y  a  trois  espèces  de  conditions  d'équilibre  : 

i®  Il  doit  y  avoir  équilibre  entre  les  forces  extérieures,  c'ctt- 
à-dire  entre  la  force  F  et  les  réactions  du  support. 

2^  L'équilibre  n'a  pas  lieu  directement  entre  ces  deux  forces; 
il  a  lieu  par  l'intermédiaire  de  la  tension  T  de  la  barre;  dt 
sorte  que  la  tranche  extrême  ab  du  solide  est  en  équilihvi 
sous  l'action  de  la  force  F  qui  lui  est  immédiatement  appliqués 
et  de  la  réaction  ou  force  intérieure  T,  ce  qui  exige  que  l'i 
ait 

3"*  Il  faut  enfin  que  cette  tension  T  ne  soit  pas  assez 
pour  briser  le  corps,  ou  même  qu'elle  ne  dépasse  pas 
charge  que  la  pratique  a  désignée  comme  la  plus  convenal 
pour  la  sécurité. 

Occupons-nous  de  la  seconde  condition.  L'expérience  proi 
que,  tant  qu'on  n'a  pas  dépassé  une  certaine  limite,  la  u 
sion  T  est  proportionnelle  à  l'allongement  ^,  à  la  seclioDl 
de  la  barre,  et  inversement  proportionnelle  à  sa  longueur 
mitive/;  donc  on  a 

£  étant  un  certain  coefficient  qui  dépend  de  la  nature  du  coipi  '. 
et  que  l'on  appelle  coefficient  d'élasticité.  De  sorte  que  now 
seconde  condition  s'exprime  par  l'équation 

^       Eiîx 

Il  y  a  à  peu  près  coïncidence  entre  la  limite  jusqu'à  laquelle 
cette  formule  est  applicable,  et  la  limite  d'élasticité  dont  nous 
avons  parlé  plus  haut;  si  cette  limite  est  dépassée,  rallonge- 
ment,  qui  croît  d'abord  plus  vite  que  la  tension,  peut  croître  aa 
delà  de  toute  limite,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  finalement  rupture. 
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coefficient  d'élasticité  £  dépend  de  la  nature  de  la  sub- 

09  de  son  état  physique,  etc.  On  peut  donner  une  idée 

coefficient.  S'il  était  possible,  en  effet,  d'avoir  à  la  fois 

X  =  1^     û  =:  I  ; 

le  proportionnalité  des  efforts  aux  allongements  subsis- 
lujours,  on  en  déduirait 

T=:E. 

c  E  est  la  tension  qui  serait  capable  de  doubler  la  longueur 
barre  de  i  mètre  carré  de  section.  La  valeur  exacte  de 
fficient  a  assez  peu  d'importance  dans  la  pratique,  parce 
î  nombre  est  extrêmement  grand.  Ainsi,  pour  le  fer, 
Koooooooooo  de  kilogrammes  environ.  Je  renvoie  aux 
»et  aux  Cours  de  physique  pour  la  description  des  expé- 
s  très-remarquables  par  lesquelles  M.  Wertheim  a 
é  les  coefficients  d'élasticité  de  divers  corps,  et  a 
liné  les  lois  des  variations  de  ces  coefficients  avec  la 
rature.  J'y  renvoie  également  pour  tous  les  détails  qui 
essent  pas  directement  les  constructeurs. 
tiance  à  la  compression.  —  Les  lois  de  la  compression 
\s  mêmes  que  celles  de  l'extension.  On  admet,  peut-être 
neuves  suffisantes,  que  le  coefficient  E  conserve  sensi- 
Qt  la  même  valeur.  Seulement  la  limite  d'élasticité  est 
ipprochée.  La  résistance  à  la  rupture  et  la  charge  pratique  { 

nsi  généralement  différentes  de  ce  qu'elles  sont  dans  le 
Text^rision.  La  rupture  par  compression  peut  être  de 
ortes.  Il  peut  y  avoir  :  i**  rupture  par  flexion  \  c'est  ce 
rîve  quand  on  comprime  à  ses  extrémités  une  barre  de 
de  bois  suffisamment  longue  [fig-^o);  a"  la  rupture 
itique  ou  par  glissement;  c'est  le  mode  de  rupture  de  il^ 

,e  et  des  roches  dures  {flg.  49);  enfin,  3*»  l'écrasement 
ornent  dit;  c'est  la  désagrégation  complète  d'un  corps 
!  comprimé.  11  est  clair  que  dans  chaque  cas  le  mode 
tare  qui  se  produira  sera  celui  qui  exigera  la  plus  petite 

irès  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  données  pratiques 
Mïur  chacune  des  substances  qui  sont  employées  jouriiel- 
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lement  dans  l'industrie,  la  résistance  à  la  rupture  et  la  clutij 
pratique,  cette  dernière  étant  en  général  pour  les  bois  ^f  d 
Teffort  de  rupture,  ~  pour  le  fer  et  la  fonte. 

La  charge  de  rupture  est  nécessairement  variable  pour  dJTers 
échantillons  d'une  même  substance;  mais  la  charge  pratlquei 
déduite  d'une  valeur  moyenne,  est,  comme  je  l'ai  dit,  parfaite- 
ment arrêtée.  Celte  charge  pratique  est,  pour  une  barre  ie 
fer,  de  6  kilogrammes  par  millimètre  carré  de  section.  Dans Iji 
service  du  génie,  on  admet  5  kilogrammes  au  lieu  de  6.  PoM 
les  ponts  suspendus,  les  charges  par  millimètre  ont  été  por 
tées  jusqu'à  12  kilogrammes  pour  les  barres  et  iSkilogramiMl 
pour  les  fils,  y  compris,  bien  entendu,  la  surcharge  d'épreuii 
de  200  kilogrammes  par  mètre  carré  de  tablier. 

Le  bois  de  chêne  ou  de  sapin  a  une  résistance  10  fois  moto 
dre  que  celle  du  fer,  soit  o^*S6  par  millimètre  carré.  Le  là 
résiste  assez  mal  à  la  compression;  aussi  évite-t-on  en  généni 
de  lui  faire  subir  une  pression  directe.  Cependant  il  peutant 
ver  qu'il  soit  soumis  à  des  efforts  mixtes  comprenant  extensifli 
et  compression.  Si,  par  exemple  {Jlg-5i),  on  charge  ensrf 
milieu  une  barre  de  fer  s'appuyant  sur  deux  supports,  celÉJ 
barre  est  soumise  à  la  flexion,  c'est-à-dire  que  les  ôbres  telld| 
que  ab  sont  étendues  et  celles  telles  que  cd  sont  comprimée^ 
Dans  ce  cas  où  la  compression  ne  s'exerce  pas  directem«ri| 
on  admet  qu'elle  peut  aller  aussi  jusqu'à  6  kilogrammes  prf 
millimètre  carré.  ' 

La  fonte  résiste  bien  à  la  compression  ;  sa  charge  pratiqua 
peut  aller  très-bien  jusqu'à  8  ou  10  kilogrammes;  au  contraire! 
elle  résiste  très-mal  à  l'extension.  Quand  on  ne  peut  pas  faire 
autrement  que  de  l'y  soumettre,  ainsi  que  cela  a  lieu  danslei 
grands  cylindres  des  presses  hydrauliques,  la  charge  ne  <Mi 
pas  dépasser  2  kiFogrammes,  et  encore  n'a-t-on  pas  une  sécurMf 
complète,  car  on  a  l'exemple  d'un  cylindre  qui  s'est  brisé  sM 
une  charge  de  i^",i7,  le  métal  étant  d'ailleurs  parfaitemeiil 
sain. 

On  admet  que  le  bois  résiste  à  la  compression  comme  i 
l'extension.  Seulement,  lorsqu'il  s'agit  d'une  pièce  de  grandi 
longueur,  c'est-à-dire  quand  la  grande  arête  dépasse  cinq 
six  fois  la  plus  petite,  il  peut  y  avoir  flexion  :  la  résistant 
diminue  alors  sensiblement. 
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X.  —  Ëquiubbb  et  stabilité  d'un  cobps  pesant  posé  sur 

PLAN  HOBIBONTAL    ET   SOUMIS    A    L*AGTION   DE   FORGES   QUI    TEN - 
T  A  LB  mBNTBBSBB. 

isidérons  un  corps  pesant,  un  mur,  par  exemple,  soumis 
farces  quelconques  et  reposant  sur  un  plan  horizontal, 
conditions  d'équilibre  sont  au  nombre  de  trois  : 
première,  c'est  que  le  corps  ne  puisse  pas  glisser.  En 
il,  cette  condition  est  remplie  d'elle-même.  Ce  ne  sera 
que  dans  certains  cas,  par  exemple  lorsque  le  sol  est 
it  et  pour  ainsi  dire  savonneux,  qu'il  faudra  vérifier  si 
Il  satisfaite. 

seconde,  c'est  que  le  corps  ne  puisse  être  renversé  au- 
Tune  arête. 

st  facile  de  vérifier  que  pour  que  cette  condition  soit 
le,  il  faut  que  la  verticale  du  centre  de  gravité  tombe 
rintérieur  dû  polygone  convexe  qui  renferme  tous  les 
i  d'appui.  Car  si  cette  verticale  tombait  par  exemple  au 
P  {fig»5i),  le  poids  tendrait  à  faire  tomber  le  corps 
r  d'une  certaine  arête  AB;  les  réactions  du  point  d'ap- 
e  peuvent  pas  s'opposer  à  ce  mouvement,  puisque,  au 
aire,  elles  tendraient  à  faire  tourner  le  corps  dans  le 
B  sens  (  *  ). 
fin  il  y  a  une  troisième  condition  d'équilibre  :  il  ne  faut 


On  considérait  autrefois  dans  réquilibrc  d'un  corps  et!  qu'on  appelait  lo 
tf  de  stabilité.  C'est  le  produit  du  poids  de  co  corps  par  la  distance  de  l.-i 
ion  de  ce  poids  au  côté  du  poly^jone  d'appui  dont  il  est  le  plus  rapproche. 
tons  en  effet  une  force  F  tendant  à  ren\orser  le  corps  autour  d'une  arête. 
k  ion  moment;  le  moment  P/  du  poids  du  corps  tendra  ii  le  mainte- 
I  place;  donc  l'équilibre  strict,  tel  que  lu  plus  petite  force  additionnelli» 
irait  le  renversement,  se  traduit  par  l'équation 

F^  =  P/. 

irodnit  P/  représente  le  moment  maximum  qu'on  peut  supposer  à  une 
lecidentellc  sans  produire  le  renversement.  En  prenant  le  moment  par 
rt  à  Tarète  pour  lequel  il  a  la  plus  petite  valeur,  on  a  ce.  qu'on  appelle  lo 
Bt  de  stabilité. 

II.  9 
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pas  que  le  mur  s'écrase  sous  la  pression  qu'il  supporte.  Si  P 

p 

est  la  pression  totale,  Q  la  surface  pressée,  ^^  est  la  pression 

moyenne  par  unité  de  surface. 

Il  y  aurait  donc  certainement  écrasement  et  désagrégation  de 

p 

la  matière,  si  ry  dépassait  la  résistance  des  matériaux  à  l'écra- 
sement. Mais  cette  condition  est  loin  d'être  suffisante,  il  faut 
encore  qu'en  aucun  point  la  pression  réelle  ne  soit  supérieure 
à  celle  qu'on  peut  faire  supporter  à  ces  matériaux  d'une 
manière  permanente. 

Il  est  donc  indispensable  d'étudier  la  loi  suivant  laquelle 
les  pressions  se  répartissent  sur  la  base  d'appui;  or,  nous 
avons  vu  que  les  règles  de  la  statique  générale  ne  peuvent 
en  aucune  façon  nous  renseigner  à  cet  égard,  de  sorte  que 
nous  sommes  réduits  à  faire  des  hypothèses. 

Considérons  donc  {Jig'53)  un  parallélipipède  droit  à  base 
rectangulaire  reposant  sur  un  plan  horizontal  que  nous  sup- 
poserons parfaitement  invariable,  et  soumis  à  une  force  ver- 
ticale P  qui  s'exerce  dans  le  plan  diamétral  mn  de  ce  prisme 
à  une  distance  a  de  l'arête  B'  b\ 

Nous  admettons  que  le  corps  se  comprime  sous  l'action  de 
la  force  P,  de  telle  sorte  que  les  molécules  situées  avant  la 
déformation  dans  un  plan  B'B''  parallèle  à  la  base  se  trouvent 
après  cette  déformation  dans  un  même  plan  h'b",  et  qu'il  est 
composé  de  fibres  verticales  indépendantes  pour  ainsi  dire  les 
unes  des  autres,  de  manière  que  chacune  d'elles  se  comprime 
comme  si  elle  était  seule. 

Considérons  une  de  ces  fibres  AB.  Elle  a  diminué  de  Bb; 
donc,  si  w  est  la  section  de  cette  fibre,  p  étant  la  pression 
moyenne  par  unité  de  surface,  la  pression  peut  être  repré- 
sentée par 

/?&)  =  /r/i  Cl), 

en  posant 

Bb=zh. 

La  résultante  des  pressions  individuelles  telles  que  poù  doit 
être  égale  à  P;  donc  on  a 


P  =  A^2/i 


Ût) 
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Or,  h(ù  est  proportionnel  au  volume  du  tronc  de  prisme 
rlîcal  compris  entre  les  plans  B'B''  et  b^b'^  et  dont  la  base 
u;  ia  pression  totale  P  est  représentée  par  le  volume  du 
me  B'VVb''y  et  sa  directiort  doit  passer  par  le  centre  de 
nié  de  ce  solide.  Donc,  si  h'  et  h"  désignent  les  longueurs 
'et  B'ft*',  on  aura 


k^"^ 


ppelant  Q  la  surface  de  la  base  du  solide.  Les  pressions 

(mes  sont 

p'=k/i\ 

p"  =  hli\ 

,_  P      ^h' 
'^  ""12  /l'H-A"' 

^__  P     lit" 
'^  ■"  il  A' H- A''* 

A' 
sufBty  pour  avoir  achevé,  de  trouver  le  rapport  r^- Pour 

exprimons  que  le  centre  de  gravité  du  solide  dont  la  base 
VW  b^b'  est  sur  la  direction  de  P.  II  suffira  d'exprimer 
le  centre  de  gravité  du  trapèze  B'fr'B"é"  est  à  la  même 
nce  a  du  côté  B'é'  que  le  poids  P,  ou  que  Ton  a 


(A'-+-A")a  =  A'(-f-A"|/, 


l'on  tire 


\nc 


ôa 

A' 

2 —  • 

3a 
l 

-I 

h' 

== 

2 

3a 

l 

'     A' 

-H  II"  ~ 

Za 
l 

—  «; 

h'A- 

h' 

9-    . 


on  a 
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donc,  enfin,  les  pressions  />'  et  /?"  sont 

En  supposant  a<  -j  la  pression  //  est  plus  grande  c 

Si  l'on  a 

a       I 

//  est  donc  double  de  la  pression  moyenne.  Cette  pr 
peut  encore  augmenter  en  supposant  que  a  diminue,  k 
pression  p"  devient  négative.  Il  semble  naturel  d'intei 
ce  résultat  en  supposant  qu'il  y  a  une  tranche  de  mu 
laquelle  la  pression  est  nulle;  c'est  la  tranche  qui  est 
distance  3a  de  l'arête  où  cette  pression  est  un  maxim 
partir  de  cette  tranche,  il  n'y  a  plus  de  pression,  de  sor 
la  pression  totale  se  répartit  sur  une  épaisseur  de  mui 
qu'au  delà  il  n'y  a  plus  pression  des  surfaces  en  cont 
joint  est  ouvert.  La  pression  p'  devient  alors  égale  à 


Zab 


Ces  considérations  trouvent  leur  application  dans  la  t 
des  voûtes  (fig»  54).  Lorsque  la  pression  entre  deux  voi 


(  *)  Étant  donnée  la  distance  a,  si  l'on  fait  /=■  a  a,  la  pression  est  ui 
ment  répartie  sur  la  base  i  ab^  (>t  l'on  a 


..     p 


tandis  que  si  l'on   augmentait  l'épaisseur  totale  du  mur   de   manière 
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se  rapproche  trop  d'une  arête  B,  le  joint  s'ouvre  du  côté  de 

faréte  opposée,  et  il  peut  y  avoir  écrasement  au  point  B,  bien 

p 

fue  la  pression  moyenne  jt  soit  bien  inférieure  à  la  limite  de 

h  résistance  des  matériaux. 


Note  sur  la  balance  de  Robbrval  et  sur  la  balance  de  Quintenz. 

Od  n  a  retrouvé,  dans  le  texte  préparé  par  M.  Bour,  rien  qui  corres- 
poDdlt  aux^f^.  33,  34  et  34  bis  de  la  Pi,  XXXII,  La  Note  que  nous  don- 
ions  ici  est  destinée  à  combler  cette  lacune. 

Balance  de  Quintenz  (6g.  33). 

La  balance  de  Quintenz,  dont  la  Jig.  33  représente  une  coupe  longitu- 

ânale,  comprend  un  système  de  deux  leviers  :  l'un,  UF,  est  mobile  dans 

b  plan  vertical  autour  du  point  fixe  0  ;  il  porte  à  son  extrémité  le  plateau 

lequel  on  met  les  poids  Q  destinés  à  effectuer  la  pesée.  L'autre  levier, 

I,  est  mobile  autour  d'un  point  D  fixé  dans  la  caisse  de  l'appareil  ;  il 

Importe  en  B  un  point  de  la  plate-forme  AA',  et  son  extrémité  libre,  E, 

«t  suspendue  par  une  tige  verticale  au  point  F  du  premier  levier. 

Une  seconde  tige  verticale ,  GK ,  attachée  au  point  G  du  levier  FH , 
porte  la  traverse  K,  à  laquelle  la  plate-forme  AA'  est  invariablement  liée. 
La  plate-forme  AA'  repose  donc  sur  les  deux  points  B  et  K,  rattachés 
m  points  F  et  G  du  levier  supérieur. 

Imprimons  au  point  H  un  déplacement  vertical  infiniment  petit  c,  le 
leal  qui  soit  compatible  avec  les  liaisons.  Il  en  résulte  pour  les  points  G 


=  ou  ^  3  a,  on  aurait 

p  =0,     mais    />  =3^ 


Ainsi,  quoique  la  base  fût  augmentée,  la  pression  extrême  />'  serait  augmentée 

MUB  le  rapport  de  ?  à  -9  ou  de  4  À  3. 

Il  ne  faut  d'ailleurs  pas  oublier  que  tous  ces  résultats  sont  fondés  sur  une 
lypothéie  plus  que  contestable,  et  qu'ils  ne  sont  pas  directement  vérifiables  par 
'expérience,  ils  ne  doivent  par  conséquent  être  admis  que  pour  ce  qu'ils  valent, 
'esf-à-^ire  comme  donnant  lieu  à  des  régies  qu'il  est  sage  de  suivre,  dans  l'im- 
WMsibilité  où  l'on  se  trouve  de  jamais  savoir  ce  qui  se  passe  efiectivement  quand 
lenz  laces  planes  en  contact  sont  pressées  l'une  contre  l'autre  avec  une  force 
lét«nninée. 
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et  F  du  levier  supérieur  des  déplacements  verticaux  dirigés  en  sens  con- 
traire, et  égaux  respectivement  à 

OG         .  OF 

Le  premier  déplacement  est  transmis  intégralement  au  point  K  de  la 
plate-forme  par  l'intermédiaire  de  la  tige  GK.  Le  second,  transmis  de 
môme  au  point  E  du  levier  inférieur,  communique  seulement  au  point  B 
de  la  plate-forme  un  déplacement  vertical  céduit  dans  le  rapport  des  dis- 
tances BD,  ED,  et  égal  à     ' 

OF       BD 

'^OH^ED' 

Les  déplac^^ments  simultanés  des  points  B  et  K  seront  donc  égaux,  et  [M 
suite  la  plate-forme  se  déplacera  parallèlement  à  elle-même  si  l*on  a 

OG  OF       BD 

'^ÔH~'^0H^ED' 

ou  bien  si 

OGBD 

OF  ~  ED* 

Supposons  que  la  construction  de  la  balance  satisfasse  à  cette  condi- 
tion. Le  corps  P.  dont  on  veut  déterminer  le  poids  pourra  être  placé  en    ; 
un  point  quelconque  de  la  plate-forme  AA'.  Le  poids  Q,  qui  fait  équilibre   . 
au  poids  P,  produit,  pour  un  déplacement  vertical  inûniment  petit  c  do 
point  H,  un  travail  virtuel  égal  à  Qe;  et  le  poids  P,  pour  ce  même  dé- 
placement, produit  un  travail  virtuel  de  signe  contraire,  égal  au  produit    j 
de  P  par  le  déplacement  do  la  plate-forme,  c'est-à-dire  égal  à 

Px.x^. 

Le  théorème  du  travail  virtuel  donne  donc  pour  unique  condition  d'é- 
quilibre réquation 

Qs  =  Ptx^, 

d'où  l'on  déduit 

P      OH 

Q  ""ÔG' 

de  sorte  que,  pour  la  pesée,  tout  se  passe  comme  si  le  poids  P  était  sus- 
pendu au  seul  point  G. 

La  poignée  L,  mobile  autour  du  point  N,  sert  à  Bxer  le  levier  supérieur 
et  à  empêcher  le  jeu  de  rapparcil.  On  l'abaisse  au  moment  des  pesée», 
pour  rendre  leur  liberté  aux  [ùèccs  mcbiles. 
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Deux  petits  index  saillants,  taillés  en  biseau  et  reliés  Tun  au  levier  HO, 
'satre  à  la  partie  fixe  de  la  balance,  sont  placés  en  regard  Tun  de  l'autre 
n  point  I.  L'affleurement  de  ces  index  indique  que  Téquilibre  est  obtenu. 

Balance  de  Roberval  (fig.  34). 

Les  deux  côtés  AB,  CD  d'un  parallélogramme  articulé  ABGD  sont  mo- 

Utt  autour  de  deux  points  fixes  E  et  F,  situés  sur  une  droite  parallèle 

deux  autres  côtés  AD,  BC.  La  figure  est  tout  entière  située  dans  un 

vertical.  La  déformation  de  la  figure  n'altère  pas  le  parallélisme  des 

AD,  BC  et  de  la  droite  fixe  EF;  lorsqu'on  imprime  au  système  un 

icement  quelconque,  chacun  des  côtés  latéraux  est  donc  animé  d'un 

ivement  de  translation;  les  vitesses  simultanées  de  chacun  d'eux  sont 

lléles,  dirigées  en  sens  contraire  et  proportionnelles  aux  distances 

EB. 

Mettons  un  poids  P  dans  un  plateau  qui  fait  corps  avec  le  côté  AD,  et 

poids  0  dans  un  plateau  faisant  corps  avec  le  côté  BC.  11  y  aura  équi- 

entre  les  poids  P  et  Q  dans  toutes  les  positions  de  la  figure,  pourvu 

Ton  ait  la  relation 

P  _  EB 

0"~  ae' 

fei  eflet,  appelons  c  la  projection  sur  une  verticale  du  déplacement  com- 
Itan  à  tous  les  points  du  côté  AD  lorsque  le  parallélogramme  reçoit  une 
lifimnation  infiniment  petite.  Le  travail  do  la  pesanteur  sur  le  poids  P 
P  X  8.  Mais  la  même  déformation  imprime  en  sens  contraire  à  tous 


EB 
!■  points  du  côté  BC  un  déplacement  vertical  égal  ù  ^  x  t^j  et  le 

EB 
feiraîl  de  la  pesanteur  sur  le  poids  Q  est  par  suite  égal  à  Qi  x  -r-r?'  1' 

f  a  donc  équilibre  si  l'on  a 

m  bien 

P  _  EB 

Q~  AE* 

L'équilibre  est  indifférent,  car  il  a  lieu  dans  toutes  les  positions  possibles 
la  système.  Les  poids  P  et  Q  peuvent  d'ailleurs  être  appliqués  soit  en 
les  points  des  côtés  AD  et  BC,  soit  en  des  points  P'  et  Q',  reliés  invaria- 
blement à  ces  côtés  et  entraînés  par  leur  mouvement  de  translation.  Le 
changement  de  place  de^  poids  P  et  Q  ne  trouble  pas  l'équilibre,  et  n  a 
Uniluence  que  sur  les  eiforts  intérieurs  développés  dans  les  côtés  du 
pmllélogramme  et  sur  les  charges  des  points  fixes  E  et  F. 
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La  balance  de  Roberval  est  ordinairement  disposée  de  manière 
droite  EF  soit  verticale,  et  qu'elle  divise  en  deux  parties  égales  la 
ÂB,  CD.  L'équilibre  exige  alors  que  les  poids  P  et  Q  soient  éganx. 

L'A  fis-  34  ^'^  représente  les  articulations  de  l'appareil  aux  somn 
parallélogramme  et  aux  centres  de  rotation  E  et  F.  Les  dispositioni 
tées  ont  pour  objet  de  réduire  le  plus  possible  le  travail  du  frot 
développé  au  contact  des  pièces  mobiles,  qui  doivent  se  toucher  11 
lement  par  des  arêtes  vives. 
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DEUXIÈME  SECTION. 


?  DES  MACHINES  A  L'ÉTAT  DE  MOUVEMENT 

UNIFORME. 


CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS   GÉNÉRALES  SUR  LE  TRAVAIL  DES  FORCES 

DANS  LES  MACHINES. 


m 

§  I.  —  IVPORTANGE  DK  LA  WOTION  DU  TRAVAIL. 

Nous  avons  défini  le  travail  élémentaire  d'une  force  F  dont 
poini  d'application  parcourt  un  espace  ds,  pai*  l'équation 


T,¥  =  ¥dscos¥,ds, 

inous  nous  sommes  servi  de  la  considération  du  travail  vir- 
■el  pour  énoncer  le  théorème  dont  nous  avons  fait  la  base  de 
I  Statique. 

Le  travail  proprement  dit,  correspondant  à  un  déplacement 

léel,  joue  un  grand  rôle  dans  la  Mécanique  industrielle.  Nous 

riions  commencer  la  théorie  des  machines  par  l'étude  de  cette 

quantité,  afin  de  justifier  la  dénomination  de  /rava//,  empruntée 

la  langage  des  économistes,  et  qui,  jusqu'ici,  n'a  eu  pour  nous 

d'auire  avantage  que  d'exprimer  d'une  manière  abrégée  le  pro- 

Mt  d'une  force  par  une  longueur,  ces  deux  quantités  étant 

considérées  comme  indépendantes. 

Quand  on  étudie  les  divers  effets  mécaniques  que  les  forces 

^général  sont  appelées  à  produire  dans  les  machines,  on  est 

loutde  suite  amené  à  ranger  dans  deux  classes  tout  à  fait  dis- 

^ctes  les  services  qu'une  force  quelconque  peut  rendre  à 

Modustrie. 
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Tantôt  on  emploie  des  forces,  des  poids  par  exemple,  à  s*6* 
quilibrer  mutuellement,  c'est  l'état  statique  :  alors  la  force  se  ^ 
présente  à  nous  comme  une  chose  qui  subsiste,  et  dont  oa 
use  indéfiniment  sans  la  consommer.  L'équilibre  une  fob 
établi  persiste,  tant  qu'une  cause  étrangère  ne  vient  pas  l'i!-: 
térer.  Dans  la  Section  précédente,  nous  avons  donné  de 
manière  la  plus  générale  les  lois  de  l'équilibre  des  forces  appi 
quées   à   une  machine  quelconque,  et  nous  n'avons  pas  i 
revenir  là-dessus. 

Mais  tel  n'est  pas  le  cas  habituel  de  l'emploi  des  forces  dans 
l'industrie  ;  on  les  applique  à  des  machines  en  mouvement, 
l'on  veut  produire  un  certain  effet;  par  exemple,  élever  do! 
fardeaux,  comprimer  ou  broyer  des  corps,  tourner,  couper, 
percer  le  bois  ou  les  métaux. 

Quelles  sont  les  lois  de  l'action  des  forces  appliquées  à  une 
machine  en  mouvement,  à  une  machine  qui  travaille,  dans 
l'acception  vulgaire  du  mot?  Quelles  sont  les  forces  à  déve 
lopper  pour  produire  un  effet  donné,  et  pour  le  produire  d'une 
manière  industrielle,  c'est-à-dire  avec  la  plus  grande  perfec- 
tion et  la  plus  faible  dépense  possible?  Telles  sont  les  questions 
en  présence  desquelles  nous  nous  trouvons  actuellement,- 
après  avoir  complètement  et  simplement  élucidé  toutes  celle» 
qui  se  rapportent  à  l'état  statique  des  machines. 

El  d'abord,  qu'est-ce  qu'une  machine?  Voici  la  définitioi 
qu'on  en  donne  ordinairement  : 

Lne  machine  est  un  système  Je  corps,  les  uns  fixes,  les  autres 
mobiles.  Ces  derniers  reçoivent  en  certains  points  faction  de 
forces  données,  et  exercent  en  d*autres  points,  sur  les  corpi  ] 
soumis  à  l'action  de  la  machine,  des  forces  qui  diffèrent  gêné'  , 
ralement  des  premières  par  leurs  intensités,  par  leurs  direc- 
tions,  et  par  les  vitesses  de  leurs  points  d'application. 

Nous  ajouterons  seulement  à  celte  définition  que,  dans  le 
cas  d'une  machine  en  mouvemeni,  il  y  a  nécessairement,  non- 
seulement  effort  exercé  par  le  moteur,  comme  lorsque  cet 
agent  avait  simplement  pour  mission  de  faire  équilibre  à  une 
résistance  quelconque;  mais  il  y  a  de  plus  déplacement  da 
point  auquel  est  appliqué  l'effort  moteur:  il  y  a  donc  travail&B 
cet  effort,  dans  le  sens  géométrique  du  moi. 
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Considérons  également  le  point  oii  la  résistance  est  appli- 
quée; nous  reconnaîtrons  de  la  même  manière  que,  non- 
seulement  cette  résistance  est  contre-balancée  par  l'efTet  des 
puissances,  mais  encore  qu'elle  est  vaincue,  c'est-à-dire  que 
son  point  d'application  marche  en  sens  contraire  du  mouve- 
ment que  cette  force  tendrait  à  lui  imprimer,  si  elle  agissait 
seule. 

Il  y  a  donc  à  la  fois,  comme  condition  tout  à  fait  nécessaire 
de  la  marche  de  la  machine,  travail  de  la  puissance  et  travail 
de  la  résistance.  Le  mot  travail  est  ici  toujours  pris  dans  son 
acception  géométrique;  mais  on  commence  déjà  à  se  rendre 
compte  de  la  justesse  de  celte  dénomination  étrangère  au  lan- 
gage de  la  science  pure  :  en  effet,  on  vient  de  le  voir,  sans 
travail  géométrique,  point  de  travail  industriel. 

Il  suit  de  là  qu'un  moteur  est  un  corps  qui  doit  avoir  la 
propriété,  non-seulement  de  développer  une  force  sur  un 
autre  corps,  mais  encore  de  faire  décrire  en  même  temps  un 
certain  chemin  au  point  d'application  de  cette  force,  dans  le 
sens  de  son  action.  Cette  double  condition  est  indispensable. 
Or,  une  remarque  qu'on  n'a  pas  tardé  à  faire,  c'est  que,  dans 
toutes  les  machines  imaginables,  du  moment  que  la  machine 
fonctionne  et  produit  un  certain  résultat  industriel,  le  moteur, 
quel  qu'il  soit,  se  trouve  toujours  au  bout  d'un  certain  temps, 
pour  une  raison  ou  pour  une  autre,  dans  l'impossibilité  de 
continuera  exercer  utilement  son  action. 

L'homme  et  les  animaux,  qui  sont  certainement  les  plus 
anciens  moteurs  utilisés,  ne  tardent  pas  à  réclamer  du  repos 
et  de  la  nourriture;  Teau  qui  fait  tourner  la  roue  d'un  moulin 
s'écoule  suivant  sa  pente  naturelle;  la  vapeur  de  nos  machines 
à  feu  se  condense  après  avoir  rempli  son  office;  et  il  faut  dans 
tous  les  cas,  à  certaines  époques  plus  ou  moins  rapprochées, 
remplacer  le  moteur  épuisé  par  un  autre,  à  moins  qu'on  n'ait 
le  moyen  de  replacer  celui  dont  on  a  fait  usage  dans  des  con- 
ditions telles,  qu'il  puisse  fournir  une  nouvelle  campagne. 

Depuis  qu'on  est  parvenu  à  substituer  à  peu  près  univer- 
sellement des  agents  inanimés  à  l'homme  et  aux  animaux, 
dont  les  besoins  de  réparation  sont  trop  manifestes,  le  rêve 
d'un  grand  nombre  d'inventeurs  a  été,  et  sera  toujours,  de 
trouver  un  agent  naturel  qui,  appliqué  à  une  machine  appro- 
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priée,  entretienne  indéfiniment  le  mouvement  de  cette  machine 
en  surmontant  une  résistance  continue. 

Malheureusement,  la  chimère  séduisante  du  mouveinent  per- 
pétuel cache  une  absurdité  mathématique,  et  nous  démontre- 
rons très-prochainement  que,  quelle  que  soit  la  disposition  ima- 
ginée, la  puissance  motrice  d'une  machine  est  quelque  chose 
qui  se  consomme,  qui  se  dépense  en  raison  même  de  l'usage 
qu'on  en  fait.  Le  problème  de  la  mécanique  industrielle  est  de 
rechercher  quelles  sont  les  dispositions  à  employer  pour  effec- 
tuer une  opération  définie  en  réduisant  la  dépense  au  mini- 
mum. 

Ce  dernier  point  est  une  condition  indispensable  de  l'exis- 
tence de  la  grande  industrie. 

C'est  donc  ce  fait  capital  de  la  dépense  qui  distingue  d'une 
manière  absolue  l'état  dynamique  d'ur\e  machine  de  son  état 
statique. 

Sur  quel  élément  porte  d'ailleurs  la  dépense?  Qu'est-ce  qui 
disparaît  dans  une  machine  en  marche  ?  Comment  le  moteur 
Qnil-il  par  se  trouver  incapable  de  continuer  son  service? 
D'après  ce  que  nous  avons  dit,  cela  peut  arriver  de  deux  ma- 
nières, soit  parce  que  cet  agent  ne  pourra  plus  exercer  d'ef- 
fort sur  la  machine,  soit  parce  que  le  point  d'application  de 
l'effort  exercé  ne  pourra  plus  se  déplacer  dans  la  direction  de 
cet  effort.  Dans  tous  les  cas  le  moteur  ne  pourra  plus  déve- 
lopper de  travail. 

Étudions  quelques  cas  très-simples. 

Par  exemple,  on  monte  le  ressort  d'une  pendule,  et  le  res- 
sort ainsi  monté  est  capable  d'imprimer  en  se  débandant  le 
mouvement  à  la  pendule,  mais  à  la  condition  de  voir  sa  ten- 
sion diminuer  à  mesure  qu'il  produit  son  effet  :  quand  le 
ressort  est  revenu  à  son  état  primitif,  il  faut  le  remonter  pour 
que  le  mouvement  continue  (  *  ). 

Le  ressort  qui  fait  marcher  le  mouvement  d'horlogerie  est 


(*)  Au  contraire,  les  ressorts  d'un  fauteuil  peuvent  servir  indéfiniment  à  l'u- 
sage auquel  on  les  destine,  du  moins  tant  que  leur  structure  physique  n*est 
point  altérée,  comme  elle  l'est  nécessairement  à  la  longue,  aussi  bien  que  celle 
du  ressort  du  pendule,  par  des  causes  dont  nous  n'avons  pas  en  ce  moment  à 
nous  occuper. 
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souvent  remplacé  par  un  poids,  et  le  poids  en  descendant  d'une 
hauteur  déterminée  remplit  exactement  le  même  office  que  le 
ressort  en  se  débandant;  il  faut  aussi  le  remonter  lorsqu'il' est 
arrivé  au  bas  de  sa  course,  si  Ton  veut  qu'il  continue  de  rendre 
le  même  service  ;  le  poids  n'a  rien  perdu,  différant  en  cela  du 
ressort;  mais  il  se  trouve  comme  celui-ci  dans  des  conditions 
telles,  qu'il  ne  peut  plus  continuer  à  faire  marcher  la  ma- 
chine. 

On  pourrait  même  imaginer,  sinon  réaliser,  des  dispositions 
telles,  que  l'intensité  de  la  force  motrice,  non-seulement  ne 
diminuât  pas  par  suite  de  son  action  sur  la  machine,  mais 
qu'elle  augmentât  au  contraire  dans  une  proportion  quelcon- 
que. Considérons  par  exemple  une  molécule,  un  petit  corps 
attiré  par  une  masse  flxe  ;  en  cédant  à  cette  force,  le  corps  peut 
exercer  un  certain  effort  sur  un  piston.  Au  bout  d'un  certain 
temps,  la  force  avec  laquelle  notre  corps  presse  le  piston  n'a 
pas  diminué;  loin  de  là,  elle  a  grandi  dans  le  rapport  inverse 
du  carré  de  la  distance  quf  sépare  les  deux  masses  agissantes; 
elle  augmentera  ainsi  jusqu'à  devenir  théoriquement  infinie, 
précisément  au  moment  où  la  masse  mobile  sera  venue  se  pré- 
cipiter sur  le  corps  attirant,  et  où  la  continuation  du  mouve- 
ment sera  devenue  impossible. 

Dans  les  trois  exemples  qui  précèdent,  nous  voyons  égale- 
ment un  certain  effet  produit,  avec  cette  différence  que  dans 
un  cas  la  force  motrice  a  disparu,  que  dans  l'autre  elle  est 
restée  constante,  que  dans  un  troisième  enfin  elle  a  grandi. 
Mais  dans  tous  les  cas,  pour  une  raison  ou  pour  une  autre,  à 
partir  d'un  certain  instant,  la  continuation  du  mouvement  est 
devenue  physiquement  impossible. 

C'est  donc  une  chose  non-seulement  inexacte,  mais  de  plus, 
absolument  vide  de  sens,  que  de  dire,  comme  on  le  fait  quel- 
quefois, qu'une  machine  qui  travaille  consomme  de  la  force. 

Une  force,  c'est  un  nombre  de  kilogrammes;  or  une  horloge 
ne  consomme  pas  le  poids  qui  lui  a  donné  le  mouvement,  et 
si  nous  trouvons  dans  certains  cas,  comme  dans  l'exemple  du 
ressort,  disparition  de  la  force  après  qu'elle  a  produit  son  effet, 
dans  d'autres  cas,  au  contraire,  la  force  croit  en  s'utilisant,  elle 
finit  même  par  devenir  infinie,  comme  dans  notre  troisième 
exemple,  au  moment  précis  où  elle  ne  peut  plus  développer 


l42         DEUIIÈIIB   SECTION.  —    DBS   MACHINES   EN   MOUTBHINT. 

d'effet  utile,  parce  que  la  continuation  du  mouvement  de  son 
point  d'application  est  devenue  impossible. 

II  suffit  d'ailleurs  de  se  rappeler  la  théorie  de  l'équilibre 
pour  reconnaître  combien  la  force  proprement  dite  semble 
jouer  un  rôle  peu  important  dans  les  machines.  Celles-ci  ont 
précisément  été  inventées  pour  multiplier  la  force  pour  ainsi 
dire  à  Tinfini,  et  la  plus  petite  force  peut  faire  équilibre  à  une 
force  quelconque,  par  l'intermédiaire  d'une  machine  conve- 
nable; seulement,  quelle  que  soit  la  disposition  employée,  on 
sait  que  si  l'équilibre  venait  à  être  rompu  accidentellement 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  le  travail  de  la  puissance  devrait 
toujours  être  rigoureusement  égal  au  travail  de  la  résistance. 
Tel  est  le  théorème  du  travail  virtuel,  base  de  toute  la 
science  de  l'équilibre  des  machines. 

Or,  c'est  cette  même  quantité  géométrique,que  nous  appelons 
le  travail  d'une  force,  fonction  composée  de  l'intensité  de  la 
force  et  d'un  mouvement  toujours  plus  ou  moins  indépendant 
de  cette  force,  c'est  cette  quantité,  dis-jc,  qui  joue  également 
le  rôle  le  plus  important  dans  la  théorie  des  machines  en  mou- 
vement. 

Nous  avons  vu  que  lorsqu'une  machine  travaille,  il  y  a  à  la 
fois  résistance  vaincue  et  déplacement  du  point  d'application 
de  la  résistance  en  sens  contraire  de  son  action. 

Nous  avons  vu  aussi  que,  pour  qu'une  machine  soit  capable 
de  vaincre  une  résistance,  c'est-à-dire  de  faire  marcher  le  point 
d'application  de  cette  résistance  en  sens  inverse  de  sa  direction, 
il  faut  qu'une  force  mouvante  ou  une  puissance  lui  soit  appli- 
quée; il  faut  en  outre  que  le  point  de  la  machine  sur  lequel 
agit  la  puissance  marche  dans  le  sens  de  cette  action  ;  il  faut 
donc  que  la  puissance  développe  un  certain  travail  positif.  Ce 
travail,  développé  par  la  puissance,  fait  que  la  machine  sou- 
mise à  son  action  peut  effectuer  le  travail  correspondant  à  la 
résistance  qu'elle  a  à  vaincre;  et,  ce  qu'il  importe  de  remarquer, 
ce  travail  correspond  à  quelque  chose  que  le  moteur  a  perdu, 
à  quelque  chose  qui  a  disparu,  consommé  sans  retour  par  la 
machine.  Que  la  puissance,  par  suite  de  son  action  sur  la  ma- 
chine, ait  augmenté,  diminué,  ou  qu'elle  soit  restée  constante, 
c'est  là  un  fait  tout  à  fait  secondaire  ;  l'essentiel,  c'est  qu'il  y 
a  eu  du  travail  dépensé.  Un  poids  P  situé  à  la  hauteur  U  au* 
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ssos  du  sol  peut  développer  un  travail  PH,  mais  une  fois  à 
V  il  ne  pourra  se  retrouver  en  état  de  produire  à  nouveau 
travail  qu'en  subissant  à  son  tour  l'effet  d'une  machine 
•foire  quelconque.  C'est  un  négociant  qui  a  acheté  des 
shandises  et  dépensé  de  l'argent,  il  ne  peut  rentrer  dans 
Tonds  qu'en  vendant  les  marchandises  qu'il  a  achetées,  ou 
res  qu'il  avait  en  magasin  (*). 

ils  après  avoir  porté  ainsi  au  passif  de  la  machine  la  dé- 
edu  travail  qu'elle  nécessite  de  la  part  du  moteur,  il  est 
de  porter  à  son  actif  le  travail  des  résistances  qu'elle  a 
;ues.  En  edfet,  il  y  a  de  ce  côté  effet  utile  produit;  il  y  a 
,  comme  il  y  a  dépense  aux  points  où  sont  appliquées  les 
ances.  Des  barres  de  métal  ont  été  étirées,  forgées,  limées. 
rein  a  été  réduit  en  farine,  on  a  lancé  du  vent  dans  un 
leau  pour  produire  certaines  réactions  chimiques,  on  a 
I  des  matériaux  pesants,  etc;  et  toutes  ces  gpérations  se 
accomplies  malgré  les  forces  qui  s'opposaient  aux  mou- 
mis  que  l'outil  était  obligé  de  prendre,  par  suite  de  sa 
»n  géométrique  avec  le  récepteur.  Le  travail  de  ces  forces 
tantes  a  été  vaincu,  et  on  a  fait  une  certaine  quantité 
frage  qui  représente  le  bénéfice  en  vue  duquel  la  machine 
construite. 

ur  bien  mettre  en  relief  l'importance  du  rôle  que  joue 
une  machine  quelconque,  aussi  bien  le  travail  moteur 
nsé  que  le  travail  recueilli,  nous  dirons,  au  lieu  de  con- 
er  une  machine  comme  un  intermédiaire  charge  de  Irans- 
re  l'effort  du  moteur  au  point  oii  est  appliquée  la  ré- 
fice,  que  la  machine  a  pour  effet  de  transmettre  le  travail 
loteur  au  point  où  l'on  a  besoin  de  produire  un  travail 
tant. 

Unité  de  travail, 

land  on  considère  le  travail  au  point  de  vue  économique, 
ne  ce  qui  se  paye  dans  l'industrie,  on  est  naturellement 


Seulement,  le  négociant  réalise  d'habitude  du  béuéficc  sur  ses  opérations, 
qu'en  Mécanique  c'est  le  contraire.  Si  nous  considérons  une  montre  et 
ail  qu'on  dépense  à  la  remonter  tous  les  jours,  ce  travail  est  plus  grand 
lui  que  le  ressort  restitue. 
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conduit  à  estimer  équivalents,  d'une  part  le  travail  de  deux 
moteurs  qui  ont  fait  le  même  ouvrage,  d'autre  part  les  travaux 
résistants  correspondants  à  deux  opérations  qui,  bien  que 
d'espèce  différente,  ont  été  effectuées  par  une  même  dépense 
de  travail  moteur  (*). 

Partant  de  là,  on  a  dû  chercher  une  unité,  un  étalon  com- 
mode auquel  on  pût  comparer  les  quantités  d'action  déve- 
loppées par  divers  moteurs,  ainsi  qu'une  mesure  du  service 
auquel  correspond  un  effort  vaincu  quelconque. 

On  a  pris  pour  terme  de  comparaison  le  cas  où  la  force,  soit 
mouvante,  soit  résistante,  est  celle  qui  nous  est  le  mieux 
connue,  celle  dont  les  lois  sont  les  plus  simples  :  la  pesan- 
teur. 

Rien  de  plus  facile  en  effet  que  d'évaluer  numériquement 
le  travail  développé  par  un  corps  qui  tombe.  En  effet,  foire 
tomber  un  poids  de  i  kilogramme  d'une  hauteur  H,  ou  deux 
poids  de  5oo  grammes  de  la  même  hauteur. H,  c'est  iden- 
tiquement la  même  chose,  et  c'est  deux  fois  ce  qui  correspond 
à  la  chute  d'un  seul  poids  de  5oo  grammes.  Semblablement, 
qu'un  poids  P  tombe  d'une  hauteur  de  a  mètres,  c'est  deux 
fois  plus  d'action  dépensée  que  s'il  n'était  descendu  que 
de  I  mètre;  donc  le  travail  développé  par  un  poids  P  tombant 
d'une  hauteur  H  est  proportionnelle  au  produit  PH,  et  ce 
travail  sera  représenté  numériquement  par  la  quantité 

PH, 

si  l'on  convient  de  prendre  pour  unité  de  travail  industriel 
celui  qui  correspond  au  cas  où  le  poids  P  est  égal  à  i  kilo- 
gramme, et  la  hauteur  H  à  i  mètre. 


(  *  )  Quand  nous  avons  défini  la  force,  nous  avons  dit  que  \qs  forces  les  plus 
différentes,  quant  aux  caractères  physiques,  doivent,  considérées  comme  causes 
de  mouvement,  être  traitcws  comme  des  quantités  de  même  espèce  et  comptrées 
à  une  unité  commune,  parce  qu'on  peut  les  remplacer  les  unes  par  les  autres 
dans  l'équilibre  ou  le  mouvement  d'un  point  matériel. 

Nous  retrouvons  ici  la  même  équivalence  au  point  de  vue  du  travail.  L'ne 
machine  peut  être  plus  ou  moins  bien  appropriée  à  l'action  d'un  moteur  plutôt 
que  d'un  autre;  mais,  en  définitive,  une  machine  ù  vapeur  fera  tourner  uu 
moulin,  mouvoir  une  scie,  etc.,  aussi  bien  qu'une  roue  hydraulique  ou  un  moulin 
à  vent. 
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Ceci  étant  une  fois  admis  pour  les  travaux  développés  par 
la  chute  d'un  poids,  on  peut  mesurer  à  l'aide  de  cette  unité 
le  travail  d'un  moteur  quelconque,  par  exemple,  celui  d'un 
cheval  qui  a  fait  parcourir  à  une  voiture  un  espace  de  5  mètres 
sur  une  route  donnée,  en  remplaçant  le  cheval  par  un  poids, 
laissant  la  même  chose  s'effectuer,  et  mesurant  le  travail  déve- 
loppé. 

La  même  unité  peut  encore  servir  à  comparer  les  travaux 
qui  correspondent  à  l'exécution  de  deux  ouvrages  de  nature 
différente,  car,  dans  l'élévation  du  poids,  on  trouvera  comme 
précédemment  que  le  service  rendu  est  proportionnel  h  PH, 
ou  qu'il  est  égal  à  PH,  si  l'on  adopte  l'unité  que  nous  venons 
de  déQnIr* 

Cette  unité  de  travail  industriel  porte  le  nom  de  kilogram- 
mètre  (*).  Estimer  une  quantité  de  travail  en  kilogrammètres, 
c'est  prendre  pour  mesure  du  travail  industriel  Yénergie  de 
la  force  motrice,  ou  celle  de  la  résistance  vaincue,  en  em- 
ployant pour  un  instant  le  vieux  mot  de  Jean  Bernoulli.  Cette 
dénomination,  assez  mal  choisie  d'ailleurs,  a  disparu  du  lan- 
gage scientifique,  ou  plutôt  n'y  a  jamais  été  admise,  et  on  dit 
aujourd'hui  le  travail  d'une  force,  pour  désigner  la  quantité 
purement  géométrique  qu'on  obtient  en  faisant  le  produit  de 
Tintensité  de  la  force  par  la  projection,  sur  sa  direction,  de 
l'espace  parcouru  par  son  point  d'application.  Il  est  clair  qu'à 
ce  point  de  vue  il  n'y  a  pas  d*unité  de  travail,  pas  plus  qu'il 
n'y  a  d'unité  de  masse  ou  d'unité  de  vitesse.  Le  produit  de 
deux  facteurs  est  égal  à  i ,  quand  chaque  facteur  est  séparément 
égal  à  son  unité;  c'est  là  une  chose  dans  laquelle  il  n'y  a  rien 
d'arbitraire,  tandis  que  l'adoption  d'une  unité  implique  né- 
cessairement la  liberté  du  choix. 


(  *  )  On  définit  assez  souvent  le  kilogrammètro  on  disant  que  c'est  le  traTail 
nécessaire  pour  élever  i  kilogramme  à  i  mètre  de  hauteur.  En  réalité,  un 
moteur  quelconque,  pour  produire  ce  résultat,  développera,  dépensera  une 
quantité  de  travail  qui  variera  selon  la  manière  dont  il  s'y  prendra.  Cette 
quantité,  comme  nous  le  verrons,  ne  saurait  descendre  au-dessous  de  i  kilo- 
^nimniëtre,et,dans  tous  les  cas,  le  service  rendu,  ce  qu'on  doit  payer  à  l'homme 
qui  élève  des  poids,  ou  au  propriétaire  de  U  machine  chargée  do  cet  office, 
est  proportionnel  au  produit  PH.  Tant  mieux  pour  l'ouvrier  qui  exécute  cette 
opération  dans  des  conditions  plus  avantageuses  pour  lui  que  son  voisin. 

II.  lO 
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Des  sources  de  travail. 

Le  temps  n'intervient  pas  dans  la  définition  que  nous  avons 
donnée  du  travail.  Faire  un  ouvrage  donné  en  huit  jours  ou  en 
quinze  jours,  ce  n'est  assurément  pas  la  même  chose,  mais  on 
comprend  qu'on  puisse  mettre  à  part  la  question  du  temps,  et 
mesurer  la  quantité  d'ouvrage  effectué.  Le  mot  de  /rai'aiV  s'ap- 
plique donc  à  une  quantité  indépendante  de  l'idée  du  temps. 

Au  contraire,  le  temps  intervient  nécessairement  dans 
l'appréciation  d'une  source  de  travail.  De  même  que  nous 
estimons  la  valeur  d'une  source  d'eau  au  point  de  vue  de  l'uti- 
lité publique  par  le  nombre  de  mètres  cubes  que  la  source 
peut  nous  fournir  en  une  seconde,  de  même  nous  estimerons 
la  valeur  d'une  machine  à  vapeur  ou  d'un  moteur  quelconque 
agissant  d'une  manière  continue,  par  le  nombre  de  kilogram- 
mètres  que  ce  moteur  peut  mettre  à  notre  disposition  dans 
une  seconde. 

L'usage  établi  est  de  diviser  par  75  ce  nombre  de  kilogram- 
mètres,  et  de  dire  que  le  quotient  représente  la  force  de  la 
machine  en  chevaux.  Cette  expression  est  doublement 
vicieuse;  d'abord  parce  qu'elle  emploie  le  mot /orée  dans  une 
acception  qui  n'est  pas  la  vraie,  ensuite  parce  qu'un  cheval 
n'est  pas  réellement  capable  de  développer  d'une  manière 
continue  75  kilogrammètres  par  seconde.  Quoi  qu'il  ei^soit, 
l'unité  de  source  de  travail  est  un  agent  capable  de  déve- 
lopper cette  quantité  d'action;  on  lui  donne  le  nom  de  cheval- 
vapeur, 

§  IL  —  Principe  du  travail. 

Après  avoir  essayé  de  faire  comprendre  l'importance,  dans 
la  théorie  des  machines,  de  la  quantité  géométrique  à  laquelle 
nous  donnons  le  nom  de  travail,  nous  allons  préciser  algébri- 
quement les  considérations  qui  précèdent,  et  établir  la  relation 
qui  existe,  dans  toute  machine  en  mouvement,  entre  le  travail 
des  puissances  appliquées  à  la  machine,  et  le  travail  des  résis- 
tances vaincues. 

Considérons  d  abord  le  cas  d'un  point  matériel  en  mouve- 
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ment  sous  Taction  d'une  force  F;  on  a  pour  Taccélération 
totale 

m 

dv 
L'accélération  tangenlielle  -j  est  la  projection  de  J  sur  la 

tangente;  donc 

dv       F 


;j-  =  -  cos  F,rf5  , 
ai       m 


d'où 


Or,  on  a 


mdv  =  Fdt  cosF, ds. 


ds 

dt 


Multiplions  ces  équations  membre  à  membre,  nous  aurons 


(i)  mvdv  =  Ydscos¥,ds  =  'Ï.F. 

Ainsi,  le  travail  élémentaire  de  la  force  F,  appliquée  à  un 
point  matériel  en  mouvement,    est  égal   à  la  différentielle 

de  -  mv*. 


Cela  posé,  il  est  évident  que  la  projection  F  cosY jds  a  une 
valeur  déterminée  en  chaque  point  M  de  la  trajectoire  du  point 
mobile,  position  définie,  comme  nous  l'avons  vu  en  Cinéma- 
tique, par  la  grandeur  et  le  signe  de  l'arc  s  qui  sépare  le 

point  M  de  l'origine  des  espaces;  donc  FcosF,^/^  est  une 
fonction  de  5,  connue  ou  non  ;  on  peut  donc  concevoir  qu'on 
calcule  l'intégrale 


/ 


ds.  ¥cos¥ y  ds 


entre  deux  positions  du  mobile  M«  et  M  séparées  par  un  inter- 
valle de  temps  quelconque  /.  C'est  celte  intégrale  qu'on 
appelle  le  travail  total  de  la  force  F  pendant  le  temps  /,  ou 
pour  le  parcours  s  —  5,.  On  peut  ainsi  mettre  l'intégrale  de 
l'équation  (  1  )  sous  la  forme 

(2)  TF  =  ^miv^'^vl). 

10. 
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Or,  le  produit  mv^  a  reçu  le  nom  de  force  vive.  Donc  : 

TefiORÈME.  —  Pendant  un  temps  quelconque,  le  travail  de  la 
résultante  des  forces  qui  agissent  sur  un  point  matériel  (ou  la 
somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  directement  appliquées 
à  ce  point)  est  égal  au  demi-accroissement  de  la  force  vive  de 
ce  point  matériel. 

En  considérant  le  point  dont  la  masse  est  m  comme  faisant 
partie  d'un  système  matériel  quelconque,  il  y  a  lieu,  comme 
on  sait,  de  distinguer,  parmi  les  forces  appliquées  à  ce  point, 
les  forces  F,  qui  sont  extérieures  au  système,  et  les  forces  que 
nous  appelons  intérieures.  Alors,  en  faisant  la  somme  des 
équations  telles  que  (2),  nous  aurons  l'expression  analytique 
générale  du  théorème  du  travail  pour  un  système  matériel 
quelconque, 

(3)       2Î'»*"-2Î'"*'î=2tf+2t/- 

On  appelle  force  vive  totale  du  système  la  somme  des  forces 
vives  des  divers  éléments  de  ce  système,  et  Ton  énonce  l'équa- 
tion (3)  de  la  manière  suivante  : 

TefiOBÈMB  GÉNÉHàL.  —  Dans  tout  système  matériel  en  mouve- 
ment,  le  demi-accroissement  de  la  force  vive  totale  est  égala 
la  somme  des  travaux  des  forces  y  tant  intérieures  qu'exté- 
rieures, appliquées  aux  différents  points  de  ce  système. 

Ce  qui  fait  le  grand  intérêt  de  ce  théorème,  c'est  qu'il  peut 
être  démontré,  comme  nous  l'avons  fait,  avant  d'avoir  abordé 
la  Dynamique.  L'équation  que  l'on  trouve  ainsi,  presque  sans 
calcul,  et  qui  établit  une  certaine  relation  entre  les  forces 
appliquées  à  un  système  quelconque  et  les  vitesses  des  dif- 
férents points  en  mouvement,  cette  équation,  dis-je,  est  suf- 
Gsante  pour  établir  la  théorie  des  machines. 

Nous  allons,  en  effet,  montrer  que,  quelle  que  soit  la  con- 
stitution intime  d'une  machine,  quel  que  soit  le  moteur  qui 
lui  soit  appliqué,  et  l'ouvrage  qu'elle  est  appelée  à  exécuter, 
il  existe  des  règles  générales,  qui  sont  vraies  pour  toutes  les 
machines  imaginables,  et  dont  la  connaissance  est  absolument 
indispensable  aux  mécaniciens  de  tous  les  ordres.  Ces  règles 
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se  déduisent  toutes  de  notre  équation  (3).  Nous  n'épuise- 
rons pas  d'ailleurs,  en  ce  moment,  toutes  les  conséquences 
renfermées  dans  cette  équation,  et  nous  exposerons  seule- 
ment ici  les  points  les  plus  importants  de  la  théorie  des 
machines,  en  réservant  pour  la  partie  du  cours  consacrée  à  la 
Dynamique  proprement  dite  Tétude  des  phénomènes  les  plus 
délicats.  ^ 

Quand  nous  avons  étudié  les  machines  en  Cinématique,  en 
nous  bornant  au  point  de  vue  purement  géométrique,  nous 
avons  reconnu  dès  l'abord  une  immense  variété  de  méca- 
nismes, didTérant  les  uns  des  autres  par  la  nature  des  cléments 
employés  (solides,  liquides,  gaz,  cordes  ou  courroies,  etc.), 
par  la  disposition  des  organes,  enfln  et  surtout  par  la  nature 
de  l'effet  final,  c'est-à-dire  du  mouvement  géométrique  pro- 
duit. 

Il  est  résulté  de  là  un  certain  embarras  pour  la  classification 
et  rénumération  de  tous  ces  engins.  Quant  à  leur  théorie 
géométrique,  nous  avons  dû  nous  borner  à  donner  quelques 
théorèmes  plus  ou  moins  généraux,  et  chaque  question  parti- 
culière doit  être  traitée  d'une  manière  distincte  par  le  moyen 
des  procédés  et  des  ressources  de  la  Géométrie  ordinaire  et  de 
la  Géométrie  analytique. 

Au  contraire,  dès  que  nous  nous  proposons  de  rechercher 
comment  ces  organes  si  différents  reçoivent  et  transmettent 
l'action  des  divers  moteurs  que  la  nature  met  si  libéralement 
à  notre  disposition,  tout  s'éclaircit,  se  simplifie,  s'unifie.  La 
théorie  de  toutes  les  machines  se  réduit  au  théorème  unique 
que  nous  venons  de  démontrer. 


§  III.  —  Théorie  de  la  transmission    du  travail  dans   les 

MACHINES. 

Reprenons  notre  équation  (3),  et,  parmi  les  travaux  de 
toutes  les  forces  dont  la  somme  algébrique  figure  au  deuxième 
membre,  désignons  par  T„  le  tmi^ail  moteur  reçu  par  la 
machine  pendant  la  période  que  l'on  considère,  c'est-à-dire  la 
somme  de  tous  les  travaux  élémentaires  positifs,  et  par  Tr  le 
travail  résistant,  c'est-à-dire  la  somme,  prise  positivement,  de 
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tous  les  travaux  élémentaires  négatifs.  Nous  écrirons  alors 

(4)  2î'"*"-2î'"*''='^--^- 

La  machine  étant  supposée  à  liaisons  complètes,  ce  qui  est 
le  cas  le  plus  général,  les  rapports  des  vitesses  de  tous  les 
points  sont  déterminés  par  des  lois  purement  géométriques, 
que  nous  avons  établies  dans  la  Cinématique.  Par  suite,  les 
vitesses  des  différents  points  s'expriment  en  fonction  des 
coordonnées  qui  fixent  la  forme  et  la  position  du  système,  et 
de  la  vitesse  d'un  seul  point  choisi  à  volonté.  L'équation  (4) 
donne  cette  dernière  vitesse  à  un  instant  quelconque,  si  l'on 
connaît  pour  cet  instant  la  somme  des  travaux  de  toutes  les 
forces,  à  partir  d'un  instant  initial  arbitraire. 

Pour  étudier  au  moyen  de  cette  équation  les  circonstances 
principales  de  la  marche  d'une  machine;  nous  distinguerons 
les  trois  périodes  suivantes. 

Première  période.  —  Mise  en  train  de  la  machine. 

Considérons  le  moment  où,  la  machine  étant  en  repos,  on 
commence  à  lui  appliquer  l'action  de  son  moteur. 

La  machine  se  met  en  marche,  surmonte  les  résistances 
qui  lui  sont  appliquées,  accomplit  un  certain  travail,  et  en 
même  temps,  comme  condition  nécessaire  de  son  fonctionne- 
ment, elle  fait  prendre  à  ses  pièces  des  vitesses  qui  générale- 
ment doivent  être  maintenues  dans  de  certaines  limites  pour 
que  la  besogne  soit  bien  faite. 

Pour  cette  première  période,  l'équation  doit  s'écrire 


^lmv^z=lL^—'\\, 


puisque   les  vitesses   initiales    des    diverses  parties    de   la 
machine,  représentées  d'une  manière  générale  par  c,,  sont 
toutes  nulles. 
De  là  nous  tirons 

(I)  l,^l^^^lnw\ 
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Donc,  dans  cette  première  période,  le  travail  résistant  vaincu 
par  la  machine  est  plus  petit  que  le  travail  moteur,  et  il  lui 
est  inférieur  d'une  quantité 


î2 


/nc% 


égale  à  la  demi-somme  des  forces  vives  acquises  par  les  diffé- 
rentes pièces  de  la  machine. 

Si  donc  le  travail  résistant  qu'il  s'agit  de  vaincre  est  constant 
dans  l'unité  de  temps,  il  faudra,  dans  cette  première  période, 
développer  un  travail  moteur  plus  considérable  que  ce  travail 
résistant. 

S'il  s'agit  d'un  moteur  animé,  il  faudra  donner  un  coup  de 
collier;  s'il  s'agit  d'une  machine  hydraulique  ou  à  vapeur,  le 
mécanicien  qui  la  conduit  devra  donner  plus  d'eau  à  la  pre* 
mière,  plus  de  vapeur  à  la  seconde,  et  cela  jusqu'au  moment 
où,  la  machine  ayant  atteint  sa  vitesse  normale,  le  travail  va 
devenir  régulier. 

Deuxième  période.  —  Travail  normal. 

Au  point  de  vue  du  travail  normal,  on  doit  distinguer  trois 
classes  principales  de  machines. 

X*  Pour  celles  de  la  première  classe,  le  mouvement,  une  fois 
réglé,  est  uniforme.  Tels  sont  les  moulins  à  blé,  les  métiers 
mus  par  une  roue  hydraulique,  et  un  grand  nombre  d'autres 
machines,  caractérisées  en  général  par  cette  circonstance,  que 
toutes  les  pièces,  sauf  peut-être  quelques  organes  accessoires, 
possèdent  un  mouvement  de  rotation  continu  et  uniforme. 

Une  fois  ces  machines  arrivées  à  leur  vitesse  de  régime,  leur 
force  vive  ne  varie  plus  d'une  manière  sensible,  et  Ton  a  pour 
un  intervalle  de  temps  quelconque 

T«— T.=  o. 

a®  Dans  les  machines  de  la  deuxième  classe,  le  mouve- 
ment des  diverses  pièces,  pendant  la  marche  régulière,  s'accé- 
lère et  se  ralentit  alternativement,  mais  de  telle  manière  que 
la  vitesse  de  chacun  des  points  de  la  machine  reste  toujours 
comprise  entre  certaines  limites,  et  que  la  vitesse  de  tout  le 
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système  se  retrouve  identiquement  la  même,  à  des  intervalles 
réglés.  C'est  ce  qu'on  observe  par  exemple  dans  les  pompes, 
les  machines  à  vapeur,  les  souffleries,  etc. 

Considérons  des  époques  correspondantes  de  ces  Intervalles 
successifs,  de  ces  périodes  de  temps,  tours  ou  révolutions  qui 
se  succèdent,  et  qui  sont  telles,  qu'au  commencement  et  à  la 
Gn  de  chacune  d'elles  les  vitesses  des  diverses  parties  sont  les 
mêmes  :  il  est  clair  que  si  l'on  applique  l'équation  du  travail, 
qui  a  lieu  pour  un  intervalle  quelconque,  depuis  le  commen- 
cement jusqu'à  la  fin  de  cette  période,  le  premier  membre  de 
l'équation  générale  est  égal  à  zéro,  et  par  conséquent  le  second 
l'est  aussi  ;  donc  le  travail  moteur  T«,  développé  pendant  une 
période,  ou  pendant  un  nombre  quelconque  de  périodes,  esi 
égal  au  travail  résistant  vaincu  Tr. 

Ainsi,  quoique  T.,  et  Tr  ne  soient  pas  égaux  pour  chaque 
élément  de  temps,  l'égalité  de  ces  quantités  peut  être  regardée 
comme  existant  en  moyenne,  pendant  toute  la  durée  de  h 
marche  régulière  de  la  machine.  On  peut  donc  écrire,  pendan 
toute  la  durée  du  travail  normal  de  la  machine",  l'équation 

(2)  T.  =  T.. 

3"*  Cette  relation  serait  encore  très-approximative  quanc 
même  le  mouvement  de  la  machine  ne  présenterait  pas  une 
périodicité  régulière,  comme  dans  les  locomotives,  pai 
exemple,  et  dans  beaucoup  d'autres  machines.  En  effet,  si 
nous  considérons  deux  instants  séparés  par  un  intervalle  suf- 
fisamment grand,  il  est  bien  évident  que  la  force  vive  ne 
saurait  croître  au  delà  d'une  certaine  limite,  et  que  par  consé- 
quent la  quantité 


2; '"'•■- 2; 


2  -A^  *>  • 


si  elle  n'est  pas  nulle,  ne  peut  dépasser  une  certaine  limite  po- 
sitive ou  négative,  plus  ou  moins  élevée,  selon  les  cas,  mais 
toujours  bien  déterminée. 

Au  contraire,  la  machine  ne  cesse  pas  de  vaincre  des  résis- 
tances, et  par  conséquent  de  consommer  du  travail  moteur; 
donc,  les  deux  termes  T«  et  Tr  croissent  tous  les  deux  et  peu- 
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vent  dépasser  une  grandeur  quelconque  assignée  à  l'avance, 
pourvu  que  Ton  considère  un  temps  suffisamment  long. 

Or,  l'équation  du  travail  nous  apprend  que  la  difTérence  entre 
ces  deux  termes  conserve  une  valeur  toujours  assez  petite;  on 
a  donc,  avec  une  faible  erreur  relative, 

T  — T 

*-m Ar» 

Donc,  en  général,  on  peut  dire  que,  pendant  la  marche  nor- 
male d'une  machine  quelconque,  il  y  a  égalité  entre  le  travail 
moteur  développé  et  le  travail  résistant  vaincu.  Ce  résultat  est 
indépendant  de  la  vitesse  de  la  machine. 

Troisième  pâriode.  —  Jrrét  de  la  machine. 

Supposons  enQn  que  nous  cessions  de  fournir  du  travail 
moteur  à  la  machine.  Les  résistances  continuant  à  agir,  le 
mouvement  se  ralentira  peu  à  peu,  pour  cesser  au  bout  d'un 
certain  temps.  Nous  avons  pour  la  période  d'arrêt  de  la 
machine  l'équation 

les  vitesses  fmales  étant  toutes  nulles,  et  les  vitesses  initiales 
étant  précisément  celles  de  la  fin  de  la  première  période, 
lesquelles  se  sont  conservées  sans  altération  pendant  toute 
la  durée  de  la  seconde,  comme  il  a  été  expliqué.  On  déduit 
de  là 

(3)  Tr  =  '^^nw\ 

Le  travail  résistant  qu*on  produit  ainsi  sans  dépenser  de 
travail  moteur  est  précisément  égal  au  travail  moteur  dépensé 
en  trop  dans  la  période  de  mise  en  train. 

Théorème  de  la  transmission  du  travail. 

Faisons  la  somme  des  trois  équations  obtenues  séparément, 
nous  aurons  en  définitive 


2;t„=2T'- 
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De  telle  sorte  que,  quelles  que  soient  les  variations  du  mou- 
vement de  la  machine,  le  travail  développé  par  les  forces 
mouvantes  qui  lui  sont  appliquées  pendant  tout  le  temps 
qu'elle  est  en  marche  est  toujours  égal  au  travail  développé 
dans  le  même  temps  par  les  forces  résistantes. 

Ce  théorème  remarquable  est  connu  sous  le  nom  de  théo- 
rème de  la  transmission  du  travail. 

Il  consiste  essentiellement  en  ce  que,  quelles  que  soient  la 
multiplicité  et  la  disposition  des  organes  d'une  machine 
(toutes  choses  qui  permettent  de  modifier  d'une  manière 
véritablement  merveilleuse  la  direction,  la  grandeur  et  le 
mode  d'action  d'une  force  quelconque,  en  même  temps  que 
les  vitesses  des  différents  points  soumis  à  cette  action  ),  il  y  a 
pourtant  une  chose  sur  laquelle  nous  n'avons  aucune  influence, 
c'est  la  quantité  de  travail  à  développer  ;  cette  quantité  doit 
toujours  être  rigoureusement  égale  au  travail  des  résistances 
à  vaincre  (*). 

(**)  C'est  ce  que  le  P.  Mersenne  fait  parfaitement  sentir  dans  le  petit  ouvragi* 
déjà  cite  à  Toccasion  de  la  théorie  des  machines  en  équilibre  : 

«  Avant  que  d'entreprendre  la  spéculation  des  instruments  de  la  Méchanique, 
il  faut  remarquer  en  général  les  commodités  et  les  profits  que  l'on  peut  en 
tirer,  afin  que  les  artisans  ne  croient  pas  qu'ils  puissent  servir  aux  opérations 
dont  ils  ne  sont  pas  capables,  et  que  l'on  puisse  lever  de  grands  fardeaux  aver 
peu  de  force;  car  la  nature  ne  peut  être  trompée  ni  céder  à  ses  droits,  et  nulle 
résistance  ne  peut  être  surmontée  que  par  une  plus  grande  force.  »  Nous 
dirions  aujourd'hui,  pour  être  plus  corrects  :  que  par  une  force  développant  un 
travail  plus  grand. 

»  Il  faut  donc  ici  considérer  quatre  choses,  à  savoir  :  le  fardeau  que  l'on 

veut  transporter  d'un  lieu  à  un  autre,  la  force  qui  doit  le  mouvoir,  la  dis- 
tance par  laquelle  se  fait  le  mouvement,  et  le  temps  dudit  mouvement,  parcf 

qu'il  sert  pour  en  déterminer  la  vitesse; de  sorte  que  si  l'on  suppose  telle 

résistance ,  telle  force  et  telle  distance  déterminée  que  l'on  voudra ,  il  n'y  a 
nul  doute  que  la  force  requise  conduira  le  fardeau  à  la  distance  donnée,  quo> 
que  ladite  force  soit  très-petite,  pourvu  que  l'on  divise  le  fardeau  en  tant  dt> 
parties  que  la  force  puisse  en  mouvoir  une,  car  elle  les  transportera  toutes  les 
unes  après  les  autres;  d'où  il  s'ensuit  que  la  moindre  du  monde  peut  trans- 
porter tel  poids  que  l'on  voudra. 

»  Mais  l'on  ne  peut  dire  à  la  fin  du  transport  que  l'on  ayt  remué  un  grand 
fardeau  avec  peu  de  force,  puisqu'elle  a  toujours  esté  égale  à  chaque  partie  du 
fardeau  :  de  manière  que  l'on  ne  gaigne  rien  avec  les  instruments,  d'autant  que 
si  l'on  applique  une  petite  force  à  un  grand  fardeau,  il  faut  beaucoup  de  temps, 

et  que  si  l'on  veut  le  transporter  en  peu  de  temps,  il  faut  une  grande  force 

»  Néanmoins  les  machines  sont  utiles  pour  mouvoir  de  grands  fardeaux  tout 
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Forme  définitive  de  V équation  du  travail. 

Le  théorème  fondamental  de  Tégalité  entre  le  travail  moteur 
et  le  travail  résistant  n'est  vrai  que  si  l'on  a  soin  de  tenir 
compte,  dans  l'évaluation  de  ce  dernier  élément,  des  résistances 
de  toute  nature  qui  tendent  à  s'opposer  au  mouvement  de  la 
machine.  Or,  au  point  de  vue  économique,  industriel,  il  y  a 
lieu  de  diviser  ces  résistances  en  deux  catégories  bien 
distinctes,  comprenant  : 

D'une  part,  les  résistances  utiles,  c'est-à-dire  celles  qui 
correspondent  à  l'ouvrage  même  que  la  machine  est  destinée 
à  exécuter. 

D'autre  part,  les  résistances  qui  se  développent  dans  la 
machine  par  suite  de  son  mouvement  (comme  les  frottements 
entre  les  pièces  solides  dont  la  machine  est  formée),  résistances 
qui  n'ont  rien  de  commun  avec  le  travail  en  vue  duquel  la 
machine  est  employée;  elles  sont  désignées  sous  le  nom  de 
résistances  passives  (  *  ). 

Soit  T  le  travail  des  résistances  utiles,  T^  celui  des  résistances 

passives,  on  a 

T.z=T-+-T^, 


d'uD  coup  sans  les  diviser,  parce  que  l'on  a  souvent  beaucoup  de  temps  et  peu 
de  force;  c'est  pourquoy  la  longueur  du  temps  récompense  le  peu  de  force. 
Mais  celuy-là  se  tromperait  qui  voudrait  abréger  le  temps  en  n'usant  que  d^une 
petite  force,  et  roonstrerait  qu'il  n'entend  pas  la  nature  des  machines,  ny  lu 
raison  de  leurs  effets,  etc. 

*  Or,  il  faut  conclure  de  tout  ce  discours  que  Von  ne  peut  rien  gaigner  en 
force  qu'on  ne  le  perde  en  temps,  etc.  » 

{Les  Méchaniques  de  Galilée,  chap.  I®'".  De  V utilité  des  machines,) 

lï  est  impossible  de  mieux  faire  ressortir  l'importance  capitale  de  ce  grand 
principe,  que  l'observation  attentive  retrouve  dans  toutes  les  machines,  et  qui 
constitue  tout  ce  qu'il  faut  ajouter  aux  considérations  de  Géométrie  pure  pour 
avoir  la  théorie  complète  d'une  machine  quelconque. 

{*)  Clés  résistances  sont  doublement  nuisibles,  d'abord  parce  qu'elles  con- 
somment inutilement  du  travail  moteur,  ensuite  parce  que  ce  travail  absorbé 
derant  toujours  se  retrouver  balancé  dans  le  budget  d'une  machine  par  une 
quantité  équivalente  de  résistances  vaincues,  et  se  trouvant  complètement  perdu 
pour  l'effet  utile,  est  employé  uniquement  à  user  les  diverses  pièces,  à  échauffer 
les  organes  ou  à  développer  des  vibrations  qui  se  transmettent  aux  supports  et 
nuisent  à  la  régularité  du  travail  de  l'outil. 
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et  Ton  écrit  ordinairement  l'équation  du  travail  sous  la  forme 

d'où  nous  tirons 

T  =  T.-T,-(2^"-'-2î'"*'î)' 

équation  qui,  si  Ton  considère  un  intervalle  de  temps  suffi- 
samment grand,  se  réduit,  comme  nous  l'avons  vu,  à 

Le  travail  utilisé  par  la  machine  est  donc  toujours  inférieur 
au  travail  moteur  dépensé,  puisqu'il  est  égal  à  ce  dernier, 
diminué  du  travail  des  résistances  passives. 

Du  rendement  d'une  machine.  —  On  appelle  effet  utile,  ou 
rendement  d'une  machine,  le  rapport  du  travail  utilisé  au  tra- 
vail dépensé,  c'est-à-dire  la  fraction 

T."       ï.      "'■      T«^   ^• 

C'est  là  l'élément  le  plus  important  qu'on  ait  à  considérer 
dans  les  machines,  quoique  cependant  ce  ne  soit  pas  le  seul; 
car  d'autres  choses,  telles  que  la  facilité  de  déplacement  de  la 
machine,  la  perfection  du  travail,  l'économie  de  frais  de  con- 
struction et  d'entretien  doivent  entrer  en  ligne  de  compte. 

Le  rendement  d'une  machine  s'exprime  par  une  fraction 
donnée  ordinairement  en  centièmes,  dont  la  grandeur  per- 
mettra  d'apprécier  la  bonté  de  la  machine  et  l'importance  des 
perfectionnements  qui  restent  à  faire. 

Disons  dès  maintenant  qu'on  estime  comme  excellentes, 
sous  le  rapport  de  l'effet  utile,  celles  qui  rendent  en  travail 
les  o,5o  ou  0,60  de  la  quantité  d'action  absolue  dépensée  par 


T 

(')  Le  rendement  o&t  égal  à  1  —  =r^f  de  sorte  que  la  détermination  de  cette 

m 

quantité  exige  que  nous  étudiions  d*une  manière  complète  les  différentes  causes 
des  résistances  passives  qui  diminuent  ce  rendement  et  le  rendent  plus  ou  moins 
inférieur  à  l'unité. 
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le  moteur,  et  qu'il  en  existe  un  grand  nombre,  précisément 
celles  qui  se  distinguent  par  la  complication  et  la  multiplicité 
des  rouages,  qui  ne  rendent  pas  même  -—  ou  y;  de  cette  quan* 
tité  d'action. 


§  IVè  —  Étude  d'un  ayant-projet  de  hacbine. 

Les  considérations  qui  précèdent  suffisent  pour  faire  com- 
prendre la  marche  à  suivre  quand  il  s'agit  d'arrêter  sommaire- 
ment les  éléments  principaux  d'une  machine,  d'en  faire  Yavani- 
projet. 

Du  moteur.  —  Connaissant  la  quantité  de  travail  résistant 
qui  doit  être  vaincue  dans  l'unité  de  temps,  on  connaît  par 
cela  même  la  quantité  de  travail  moteur  à  développer  dans  le 
même  temps,  c'est-à-dire  la  force  de  la  machine  en  chevaux. 
Le  nombre  qui  correspond  au  travail  des  résistances  utiles 
devra  être  multiplié  par  un  certain  coefficient,  inverse  de  celui 
que  nous  avons  appelé  le  rendement. 

Quant  à  la  nature  du  moteur,  au  point  de  vue  mécanique 
elle  est  indifférente;  c'est  uniquement  aux  conditions  écono* 
miques  spéciales  dans  lesquelles  on  se  trouvera  placé  qu'on 
devra  faire  appel  pour  fixer  son  choix  entre  les  divers  moteurs 
dont  on  peut  faire  usage. 

Du  récepteur.  —  Les  récepteurs  sont  les  premières  pièces 
mobiles  qui  fassent  partie  de  la  machine  proprement  dite  :  ils 
sont  en  liaison  directe  avec  le  moteur  d'une  part,  avec  la  trans- 
mission de  l'autre. 

'  Pour  chaque  moteur  en  particulier,  il  faut  étudier  les  divers 
récepteurs  connus.  Celte  étude  se  fait  dans  tous  les  cours  de 
Mécanique;  elle  détermine  les  appareils  qui  doivent  être  con- 
damnés d'une  manière  absolue,  et  ceux  parmi  lesquels  on 
pourra  choisir  suivant  les  cas  et  qui  permettent  le  mieux  à 
l'agent  moteur  de  développer  son  action  en  raison  de  sa  nature 
et  de  sa  qualité. 

Ce  n'est  pas  tout  :  le  choix  du  récepteur  une  fois  arrêté, 
nous  verrons  qu'il  existe  pour  chacun  de  ces  organes  une  vi- 
tesse de  régime,  une  allure  normale  dont  il  n'est  pas  possible 
de  s'écarter  beaucoup,  sans  diminuer,  en  général,  notablement 
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le  rendement  de  la  machine.  La  vitesse  du  récepteur  peu 
être  considérée  comme  connue  à  priori^  indépendaram* 
la  machine  à  mettre  en  mouvement  et  de  Touvrage  à  fai 

De  ^opérateur.  —  De  même  Toutil  à  employer,  la  'i 
avec  laquelle  il  doit  fonctionner  sont  deux  choses  détern 
par  la  considération  de  l'économie  du  travail,  mais  S' 
par  celle  de  la  bonne  exécution  de  l'ouvrage;  dans  to 
cas,  par  des  considérations  dans  lesquelles  n'entre  pou 
le  reste  de  la  machine.  L'étude  des  machines-outils  do 
à  peu  près  réservée  aux  praticiens. 

De  la  transmission.  —  Nous  avons  déterminé  séparéin 
vitesse  du  récepteur  et  celle  de  l'outil,  le  rôle  de  la  irar 
sion  est  d'établir  entre  ces  deux  organes  un  rapport  de  vi 
égal  au  rapport  fixé  dans  l'avant-projet.  Les  ressources  cl 
par  la  Cinématique  pour  résoudre  ce  problème  peuven 
considérées  comme  indéfinies,  et  l'on  n'aura  pour  ains 
jamais  à  se  préoccuper  de  cela  dans  la  fixation  des  vi 
les  plus  convenables  pour  le  récepteur  et  pour  l'outil. 

C'est  dans  la  transmission  de  mouvement  que  réside  V 
de  la  machine  :  on  peut,  au  moyen  d'organes  convenabl 
disposés,  transformer  et  modifier  de  mille  manières  le  1 
fourni  par  un  moteur  quelconque.  Cependant  il  ne  faut  j 
abuser  de  ces  organes  qui,  en  même  temps  qu'ils  facilil 
distribution  du  travail,  augmentent  les  résistances  passif 
par  conséquent  diminuent  le  travail  utilisé. 

Du  mouvement  uniforme  (*). 

Nous  avons  vu  que,  dans  la  plupart  des  machines,  le  1 
moteur  n'est  pas  à  chaque  instant  égal  au  travail  résistan 
respondant.  Tantôt  il  le  surpasse  et  tantôt  il  en  est  sur| 
par  suite,  la  machine  s'accélère  et  se  ralentit  périodique 
de  manière  à  gagner  ou  à  perdre  dans  un  temps  donn 
quantité  de  force  vive  précisément  égale  au  double  de  1' 
positif  ou  négatif  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistan 
dant  le  même  temps. 


(*)  Ce  paragraphe  est  extrait,  pour  la  plus  grande  partie,  des  Leçons 
soes  par  M.  Poncclel  à  TÉcolc  d'Application  de  McU. 
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Or,  il  est  généralement  important,  quand  une  machine  est 
destinée  à  marcher  pendant  un  temps  un  peu  long,  que  son 
mouvement  s'écarte  le  moins  possible  de  l'uniformité. 

En  effet,  dans  les  machines  qui  possèdent  le  mouvement 
uniforme,  et  où  les  puissances  et  les  résistances  agissent  d'une 
manière  continue  et  avec  la  même  intensité  d'action,  les  pièces 
se  conduisent  toujours  de  la  même  manière  et  demeurent  sans 
cesse  en  contact,  sans  éprouver  aucune  secousse  nuisible,  au- 
cun changement  brusque  de  vitesse  ;  et  comme  les  quantités 
d'actions  élémentaires  reçues  et  transmises  par  chacune  d'elles 
sont  égales  et  constantes,  ou  qu'il  y  a  équilibre  à  chaque  instant, 
de  même  que  pour  la  machine  entière,  les  chances  de  destruc- 
tion sont  moindres  et  l'on  peut  apprécier  dans  chaque  cas  les 
efforts  supportés  et  la  solidité  maximum  qui  convient. 

De  plus,  comme  il  existe  pour  chaque  moteur  une  vitesse 
du  point  d'application  qui  rend  le  travail  communiqué  à  la 
machine  un  maximum,  et  que  la  qualité  et  la  quantité  du  tra- 
vail des  outils  dépendent  aussi  de  leur  vitesse  et  surtout  de 
la  constance  de  cette  vitesse,  on  voit  que  le  cas  le  plus  avan- 
tageux possible  sera  celui  où  les  vitesses  des  pièces  extérieures 
de  la  machine  seront  telles  que  le  réclame  chaque  genre  de 
moteur  et  de  travail,  et  resteront  invariables  pendant  le  mou- 
vement aussi  bien  que  celles  des  pièces  intermédiaires. 

Dans  les  machines  dont  le  mouvement  est  variable  d'une 
manière  sensible,  le  contraire  de  tout  cela  a  lieu,  sans  compter 
les  autres  inconvénients  qui  peuvent  y  être  attachés.  Ainsi^ 
par  exemple,  il  pourrait  arriver  que  le  mouvement  ne  pût 
aucunement  naître  ou  s'entretenir,  parce  que,  l'action  dit  mo- 
teur étant  intermittente,  il  y  aurait  des  instants  où  celle-ci 
ayant  toute  sa  valeur  tandis  que  l'autre  a  atteint  le  maximum 
de  la  sienne,  le  mouvement  de  la  machine  ne  pourrait  s'entre- 
tenir au  passage  de  ces  points  morts. 

Même  en  supposant  que  le  mouvement  puisse  naître  et  s'en- 
tretenir, il  n'en  résulte  pas  moins  de  son  état  variable  que  la 
machine  ne  travaillera  pas  sous  les  conditions  les  plus  avanta- 
geuses possibles,  et  que  ses  différentes  pièces  éprouveront 
des  secousses,  des  pressions  et  des  dépressions  qui  altéreront 
leur  constitution  et  absorberont  inutilement  une  portion  du 
travail  moteur. 
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D'après  ces  divers  inconvénients  du  mouvement  varié,  ii 
semblerait  qu'on  dût  y  renoncer  dans  toutes  les  applications  à 
l'industrie  et  se  borner  uniquement  aux  moyens  qui  permettent 
l'uniformité  rigoureuse  du  mouvement,  ce  qui  réduit  à  n'em- 
ployer, même  pour  le  récepteur  et  l'outil,  que  des  pièces  de 
rotation,  des  courroies  sans  fin,  et  à  proscrire  toute  action 
intermittente  de  la  part  du  moteur  ou  de  la  résistance.  C'est 
à  quoi  tendent  tous  les  efTorts  des  bons  constructeurs  et  des 
mécaniciens  instruits;  mais,  quoiqu'on  ait  résolu  la  question 
pour  plusieurs  machines  importantes  d'une  manière  sufflsam^ 
ment  approchée,  il  n'y  a  pas  d'espoir  qu'on  puisse  le  faire  pour 
toutes.  La  nature  du  moteur  et  du  travail  à  faire,  souvent  même 
des  circonstances  de  localité,  et  principalement  trop  de  sujé- 
tion dans  l'exécution  matérielle,  trop  de  dépense,  s'opposeront 
à  ce  qu'on  atteigne  le  but  d'une  manière  satisfaisante;  du 
moins  on  doit  chercher  à  s'en  approcher  le  plus  possible  dans 
chaque  cas  particulier. 

Pour  cela,  on  doit  d'abord  chercher  à  supprimer  autant 
que  possible  les  causes  du  mouvement  variable,  c'est-è-dire 
rendre  aussi  uniformes  que  l'on  pourra  l'action  de  la  puis- 
sance et  celle  de  la  résistance;  et  dans  le  cas  où  cela  ne  sera 
pas  possible,  faire  en  sorte  que  les  variations  de  ces  deux 
quantités  soient  corrélatives,  de  manière  que,  dans  un  temps 
donné,  il  y  ait  toujours  égalité  entre  le  travail  moteur  et  le 
t(avaii  résistant. 

Outre  les  deux  causes  de  mouvement  variable  que  nous  ve- 
nons de  signaler,  il  en  existe  une  troisième  correspondant  à 
la  distribution  dissymétrique  des  pièces  un  peu  massives  qui 
entrent  dans  la  composition  de  la  machine. 

Considérons  les  roues  non  centrées,  les  pièces  à  mouvement 
alternatif  rectiligne  ou  circulaire  :  elles  ont  un  double  efTet 
nuisible  dans  les  machines. 

1**  Le  poids  de  ces  pièces  produit  alternativement  un  travail 
positif  et  négatif,  selon  que  leur  centre  de  gravité  s*élève  ou 
s'abaisse,  et  le  terme  correspondant,  en  s'ajoutant  ainsi  tantôt 
au  travail  moteur,  tantôt  au  travail  résistant,  ajoute  un  nouvel 
élément  aux  causes  d'irrégularité  inhérentes  à  la  nature  même 
de  la  puissance  et  de  la  résistance. 

2''  La  présence  de  ces  mêmes  pièces  se  manifeste  encore 
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par  une  autre  influence  bien  plus  nuisible,  en  ce  sens  qu'elles 
introduisent  dans  l'expression  de  la  force  vive  du  système  des 
termes  variables  dont  TefTet  perturbateur  croit  rapidement 
avec  la  grandeur  des  masses  mises  en  jeu,  et  plus  rapidement 
encore  avec  la  vitesse  dont  ces  masses  sont  animées. 

La  science  du  mécanicien  est  de  faire  en  sorte  que  ces  di- 
verses causes  d'irrégularité  se  combattent  mutuellement  et  se 
compensent  le  plus  exactement  qu'il  est  possible.  Quand  on  a 
épuisé  tous  ses  moyens  d'action  dans  cette  voie,  il  faut  du 
moins  faire  en  sorte  que  les  excès  périodiques  du  travail  mo- 
teur sur  le  travail  résistant  et  du  travail  résistant  sur  le  travail 
moteur  ne  se  traduisent  pas  par  une  trop  grande  accélération 
suivie  d'un  retard  du  même  ordre  de  grandeur.  On  arrive  à  ce 
résultat  par  l'emploi  des  volants. 

Des  volants. 

Un  volant  est  une  grande  roue  fixée  à  l'un  des  arbres  tour- 
nants de  la  machine,  et  préférablement  à  l'un  de  ceux  dont  la 
vitesse  est  le  plus  considérable.  Pour  bien  nous  rendre  compte 
du  mode  d'action  d'un  volant,  faisons  abstraction  des  masses 
des  autres  pièces  de  la  machine,  et  supposons  que,  pendant 
un  intervalle  de  temps  déterminé,  il  y  ait  un  certain  excès  du 
travail  moteur  sur  le  travail  résistant. 

D'après  ce  que  nous  savons,  la  force  vive  du  volant  reçoit 
pendant  le  même  temps  un  accroissement  numériquement  et 
algébriquement  égal  au  double  de  cet  excès.  Or,  si  Ton  assi- 
mile ce  volant  à  un  anneau  dont  la  masse  est  M  et  dont  le 
rayon  est  égal  à  R,  on  aura  pour  la  force  vive  du  volant,  &>  étant 
la  vitesse  angulaire  de  l'arbre, 

et  pour  l'accroissement  de  celte  force  vive,  pour  un  accrois- 
sement w'  —  w  de  vitesse, 

MR'  ( w"—  w')  =  MRM w  -f-  (ù'  )  (ro'  —  w). 

On  voit  que,  la  variation  de  force  vive  étant  donnée,  la  diffô- 
II.  Il 
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rence  w'  —  w  sera  d*autant  plus  petite  que  les  trois  autres  fac- 
teurs seront  plus  grands,  d'où  Ton  conclut  que  : 

Un  volant  est  d'autant  plus  puissant  qu'il  a  une  plus  grande 
masse  et  un  plus  grand  rayon  et  quil  tourne  avec  une  vitesse 
angulaire  plus  considérable, 

La  quantité  MR'  s'appelle  le  moment  d'inertie  du  volant. 

Nous  verrons  plus  tard  la  théorie  des  volants.  Dès  à  présent, 
on  peut  observer  que  ces  appareils  servent  à  resserrer  entre 
des  limites  convenables  les  variations  de  vitesse  d'une  ma- 
chine.  Ce  sont,  suivant  l'expression  usuelle,  des  réservoirs  de 
force  vive  ou  de  travaily  l'emmagasinant  quand  la  force  mo- 
trice l'emporte,  la  restituant  lorsque  la  résistance  devient 
prédominante,  le  tout  sans  varier  beaucoup  de  vitesse. 

Dans  tout  ceci,  nous  avons  supposé  la  machine  réglée  de 
manière  que  son  mouvement  se  compose  de  périodes  régu- 
lières pendant  chacune  desquelles  le  travail  moteur  soit  égal 
au  travail  résistant. 

Ceci  exige  évidemment  que,  du  moment  que  la  vitesse  nor- 
male est  atteinte  ou  que  la  première  période  est  terminée,  or 
change  le  mode  d'action  du  moteur  de  manière  à  lui  faire  dé 
yelopper  moins  de  travail  dans  l'unité  de  temps  (  la  résistanc 
étant  supposée  constante]  que  quand  ce'moteur  avait  non-set 
lement  à  vaincre  la  résistance,  mais  à  faire  acquérir  à  la  m 
chine  sa  force  vive  normale. 

Les  moteurs  animés  se  règlent  d'eux-mêmes;  les  au 
exigent  ordinairement  l'intervention  d'un  mécanicien.  Cet 
intervention  est  aussi  indispensable  quand  il  arrive  accide 


tellement  un  accroissement  ou  une  diminution   de  travsaB/i 
résistant,  distincte  des  variations  qui  se  produisent  régulier  ^- 
ment  par  suite  de  la  périodicité  du  mouvement.  Dans  ce  csms, 
le  volant  a  bien  pour  effet  d'empêcher  que  cette  variatio/7 
altère  trop  notablement  la  vitesse  du  régime,  mais  il  n'en  est 
pas  moins  vrai  que  cette  vitesse  serait  changée  pour  un  temp^ 
assez  long,  jusqu'à  une  perturbation  en  sens  contraire  dont  il 
est  impossible  de  prévoir  l'époque,  si  le  mécanicien  n'inter- 
venait pas  pour  rétablir  l'égalité,  troublée  entre  le  travail  mo- 
teur et  le  travail  résistant. 
Nous  verrons  aussi  qu'il  existe  certains  appareils  dits  régu- 
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laieurs^  au  moyen  desquels  une  machine  quelconque  règle 
d'elle-même  la  quantité  de  travail  moteur  qu'elle  doit  dépen- 
ser, de  manière  à  maintenir  sa  vitesse  dans  de  bonnes  limites. 

Impossibilité  du  mouvement  perpétuel. 

On  reconnaît  par  là  combien  est  grande  l'erreur  de  ceux  qui 
cherchent  le  mouvement  perpétuel,  c'est-à-dire  qui  se  pro- 
posent de  trouver  une  machine  à  l'aide  de  laquelle  on  puisse 
produire  du  travail  utile  sans  dépense  de  travail  moteur,  ou 
au  moins  produire  une  quantité  de  travail  utile  plus  grande 
que  la  quantité  de  travail  moteur  dépensée.  L'étude  des  solu- 
tions proposées  est  assez  curieuse.  Beaucoup  d'entre  elles 
consistent  à  fournir  à  la  machine  une  certaine  force  vive  plus 
ou  moins  considérable,  en  dépensant  une  certaine  quantité  de 
travail  moteur.  On  emploie  un  volant  très-lourd  qui  peut,  en 
se  ralentissant,  c'est-à-dire  en  perdant  sa  force  vive,  restituer 
une  partie  du  travail  moteur  qu'il  a  reçu  et  surmonter  des  ré- 
sistances tant  qu'il  lui  restera  de  la  force  vive. 

J'ai  dit  que  le  volant  ne  restitue  qu'une  partie  du  travail 
qu'on  a  dépensé  pour  le  mettre  en  mouvement.  En  effet,  c'est 
un  banquier  toujours  disposé  à  échanger  du  travail  contre  de 
U  force  vive,  et  inversement;  mais,  sous  prétexte  de  résis- 
tances passives,  il  ne  manque  jamais  de  retenir  tant  pour  loo 
Sur  chaque  opération,  de  sorte  qu'il  ne  faut  jamais  recourir  à 
son  ministère  que  quand  il  est  impossible  de  faire  autrement. 
Mais,  dans  tous  les  cas,  le  travail  que  la  machine  peut  vaincre 
a  toujours  une  limite  qu'on  ne  saurait  dépasser,  limite  mar- 
quée par  la  demi-force  vive  acquise,  c'est-à-dire  par  le  travail 
moteur  primitivement  dépensé. 

On  emploie  d'ailleurs  avantageusement  une  disposition  de 
ce  genre  quand  on  veut,  au  moyen  d'une  puissance  médiocre, 
surmonter  une  résistance  très-considérable,  mais  qui  ne 
s'exerce  que  pendant  un  temps  irès-courl.  Exemples  :  balan- 
cier à  battre  la  monnaie,  presse  à  timbre  sec,  etc. 

Dans  ce  cas,  l'addition  d'un  volant  permet  d'accumuler  dans 
la  machine  en  mouvement  une  force  vive  considérable,  sans 
qu'il  se  produise  en  même  temps  une  grande  vitesse  qui  serait 
nuisible  à  l'action  du  moteur;  et  lorsque  la  résistance  se  pré- 

II. 
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sente,  la  machine  la  surmonte  en  vertu  de  la  force  vive  qu'elle 
possèije. 

Le  volant  fonctionne  dans  ce  cas  comme  une  caisse  d'épargne  ; 
mais  il  ne  faut  pas  oublier  qu'en  général  ces  appareils  sont  fort 
lourds  et  qu'ils  augmentent  dans  une  forte  proportion  les  ré- 
sistances passives  de  la  machine.  La  tendance  est  aujourd'hui 
de  les  réduire  autant  que  possible  en  régularisant  séparément 
l'action  de  la  puissance  et  celle  de  la  résistance.  On  a  ainsi 
l'avantage  de  pouvoir,  en  cas  de  danger,  arrêter  presque  instan- 
tanément la  machine  qui  n*est  pas  animée  d'une  force  vive 
bien  considérable. 

Mais  revenons  au  mouvement  perpétuel. 

D'autres  machines  sont  plus  ingénieuses;  elles  mettent  en 
jeu  les  agents  naturels  les  plus  divers,  les  ressorts,  le  calo- 
rique, l'électricité,  le  magnétisme;  le  plus  fort  peut  s'y  laisser 
prendre.  Mais  dès  qu'on  s'aperçoit  qu'une  combinaison  quel- 
conque conduit  au  mouvement  perpétuel,  si  bien  déguisé  qu'il 
soit,  il  faut  s'empresser  de  condamner  le  tout  sans  appel. 

C'est  même  une  méthode,  sinon  bien  philosophique,  du 
moins  parfaitement  sûre,  suivant  moi,  que  celle  qui  consiste  à 
démontrer  certaines  lois  physiques  assez  difliciles  à  établir 
expérimentalement,  en  faisant  voir  que  leur  négative  condui- 
rait nécessairement  au  mouvement  perpétuel.  On  peut  ainsi 
partir  de  l'impossibilité  du  mouvement  perpétuel  comm 
d'un  axiome  très-commode  dans  un  grand  nombre  de  cas. 
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CHAPITRE  II. 

DES  RÉSISTANCES  PASSIVES. 


Les  résistances  passives  sont  des  résistances  qui  se  rencon- 
trent nécessairement  dans  toutes  les  machines  en  mouvement, 
comme  une  conséquence  des  conditions  générales  dans  les- 
quelles une  machine  quelconque  se  trouve.  On  peut  les  rat* 
Ucher  aux  deux  classes  suivantes  : 

I*  Les  résistances  qui  proviennent  de  la  présence  de  l'air 
dans  lequel  se  meuvent  les  diverses  pièces,  et  des  supports 
Considérés  comme  fixes,  avec  lesquels  ces  pièces  mobiles  sont 
en  contact.  D'une  part,  la  machine  communique  au  fluide 
ambiant  une  certaine  quantité  de  force  vive  aux  dépens  de  la 
sienne  propre  ou  du  travail  moteur  qui  est  obligé  de  l'entre- 
tenir; d'autre  part,  les  supports,  qui  ne  sont  jamais  absolu- 
itient  inébranlables,  détournent  aussi  à  leur  profit,  ou  plutôt 
à  leur  détriment,  une  certaine  quantité  de  force  vive  sous 
forme  de  vibrations  qui  se  propagent  de  proche  en  proche  et 
vont  se  perdre  dans  la  masse  de  la  terre. 

q!^  Dans  l'immense  majorité  des  cas,  la  plus  grande  partie  du 
travail  perdu  provient  de  la  résistance  spéciale  qui  a  reçu  le 
nom  de  frottement,  et  de  ses  congénères. 

Orr  comprendrait  difficilement  l'existence  de  ces  forces  si 
les  solides  étaient  absolument  invariables;  mais  il  n'en  est 
point  ainsi.  Les  solides  se  déforment,  même  sous  l'influence 
des  forces  dont  ils  subissent  l'action  dans  une  machine  bien 
conduite  ;  et  cette  déformation  ne  peut  s'accomplir  que  si  le 
travail  d'un  effort  moteur  quelconque  a  surmonté  le  travail 
des  forces  intérieures  qui  agissent  sur  les  molécules  du  solide 
dans  son  état  normal. 
Nous  avons  vu  que  la  somme  des  travaux  des  forces  inté- 
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rieures,  dans  un  système  quelconque,  se  composait  de  termes 
de  la  forme 

'  fdr. 


f^ 


/représentant  l'intensité  de  la  force  qui  s'exerce  entre  deux 
points  mobiles,  et  dr  la  variation  de  la  distance  de  ces  deux 
points. 

Il  y  a  trois  cas  limites  tout  à  fait  théoriques  pour  lesquels  ce 
terme  est  nul  :  i"  le  cas  des  corps  parfaitement  solides,  parce 

que  dr=o  et  par  suite  //rfr  =  o;  ?/*  le  cas  des  corps  liquides 

regardés  comme  incompressibles  et  sans  cohésion,  parce  qu'a- 
lors s'ils  sont  comprimés  dr=o;  s'ils  ne  le  sont  pas,/=  o,  et 

dans  les  deux  cas,   /  /rfr=r  o;  3°  le  cas  des  corps  parfaitement 

élastiques.  En  effet,  le  travail  résistant  produit  par  l'action 
d'un  corps  sur  un  corps  élastique  est  toujours  détruit  par  le 
travail  de  signe  contraire  que  produit  ce  corps  en  reprenant 
sa  forme  primitive.  Ces  trois  cas  étant  absolument  théoriques, 
nous  aurons  toujours  des  résistances  passives  dont  nous  de- 
vons étudier  l'action. 

Nous  commencerons,  dans  ce  Cours  de  première  année»  par 
le  frottement,  la  résistance  au  roulement  et  la  roideur  des 
cordes;  dans  le  Cours  de  la  seconde  année,  nous  terminerons 
cette  théorie  par  l'étude  du  choc  et  par  celle  de  la  résistance 
des  milieux. 

§  V.    —    Lois  DU    FBOTTBMENT. 

L'expérience  prouve  que,  quand  un  corps  est  appuyé  sur 
un  plan,  et  qu'on  cherche,  en  exerçant  un  effort  tangentiel, 
à  faire  glisser  le  corps  sur  le  plan,  il  faut  pour  cela  une  force 
supérieure  à  une  certaine  limite  déterminée  dans  chaque  cas. 
De  même,  lorsque  le  corps  a  commencé  à  glisser  sur  le  plan 
qui  le  supporte,  on  a  besoin,  pour  entretenir  son  mouvement 
uniforme,  de  lui  appliquer  constamment  une  certaine  force 
de  traction,  sans  quoi  le  corps  ne  tarde  pas  à  s'arrêter. 

Considérons  le  corps  au  moment  où  il  est  équilibré  sous 
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l'influence  d'une  force  qui  Tappuie  sur  le  plan  P,  et  d'un  effort 
tangemiel  F  [fig>  56).  La  réaction  du  plan  doit  être  égale  et 
opposée  à  la  résultante  de  ces  deux  forces.  Donc  ce  plan, 
outre  la  réaction  normale  que  nous  avons  considérée  seule 
jusqu'ici,  est  susceptible  d'exercer  sur  les  corps  une  réaction 
tangentieile  qui  est  connue  sous  le  nom  de  frottement. 

La  cause  physique  du  frottement  est  probablement  la  dé- 
formation naturelle  qui  se  produit  sur  les  deux  corps  en  con- 
tact sous  l'influence  de  la  pression  normale  P.  Le  contact  des 
deux  corps  ne  s'effectue  plus  alors  suivant  une  surface  plane. 
L'effet  de  la  force  F,  tant  qu'elle  reste  au-dessous  d'une  cer- 
taine limite,  est  de  faire  varier  la  déformation  de  manière  à 
déterminer  une  certaine  inclinaison  de  la  réaction  du  plan 
sur  la  normale.    Si    l'on  augmente   progressivement   cette 
force  F,  l'équilibre  ne  sera  plus  possible  et  le  mouvement 
arrivera  à  se  produire. 

L'équilibre  d'un  solide  naturel  posé  sur  un  plan,  sous  l'in- 
fluence des  forces  F,  P  et  de  la  réaction  R,  est  d'un  genre  tout 
particulier  et  diffère  essentiellement  de  l'équilibre  tel  que 
nous  l'avons  considéré  jusqu'ici.  Il  n'y  a  plus,  à  proprement 
parler,  d'équations  d'équilibre,  du  moins  entre  les  forces 
^térieures,  puisque  nous  venons  de  voir  que  l'équilibre  ayant 
lieu  sous  l'action  d'une  force  F  sufilsamment  petite,  on  peut 
augmenter  cette  force  jusqu*à  une  certaine  limite  sans  détruire 
l'équilibre  (*). 

Ce  qu'il  importe  de  connaître  dans  chaque  cas,  ce  sont  les 
conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que  l'équilibre  éta- 
bli soit  sur  le  point  d'être  rompu  dans  un  certain  sens,  c'est- 
à-dire  la  limite  précise  au-dessua  de  laquelle  la  force  F  ne 
saurait  croître,  dans  des  circonsiances  données,  sans  détermi- 
ner le  mouvement  du  corps  dans  sa  direction. 


(*)  Hàtons-nous  de  dire  que  cela  ticnl  ù  ce  qius  ^:i  nous  augmentons  la 
force  F,  la  réaction  R  prend  d'elle-même  la  valeur  convenable  pour  maintenir 
l'équilibre  dans  ce  nouveau  cas.  Ce  fait  est  tout  à  fait  analo[rue  à  ce  qui  se  pro- 
duit quand  nous  chargeons  une  poutre  ou  un  plancher.  Si  nous  augmentons  la 
charge,  l'équilibre  subsiste,  la  réaction  de  la  poutre  augmentant  d'une  égale 
quantité,  jusqu'à  ce  que  la  charge  dépassant  la  limite  de  In  résistance  des  ma- 
tériaux, l'équilibre  soit  détruit  par  la  rupture  de  l'appui. 
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Expériences  de  Coulomb. 

La  recherche  expérimentale  des  lois  qui  lient  cette  limite 
aux  diverses  circonstances  capables  d'influer  sur  le  phéno- 
mène a  été  faite  d'abord  par  Amontons  (i6g6),  puis  par  Cou- 
lomby  dont  les  travaux  sur  cette  question  sont  restés  clas- 
siques (*). 

Voici  quelles  sont  les  lois  trouvées  par  cet  illustre  expéri- 
mentateur : 

1*  Lorsque  deux  corps  sont  sur  le  point  de  pisser  l'un  sur 
Vautre^  ou  qu'ils  glissent  effectivement  d'un  mouvement  uni- 
forme^  chacun  d'eux  reçoit  de  Vautre^  en  chaque  élément  en 
contact,  une  réaction  tangentielle  ou  frottement  dont  le  sens 
est  opposé  à  celui  du  mouvement  relatif  acquis  ou  sur  le  point 
de  naître. 

2?  Le  frottement  est  proportionnel^  à  la  pression  normale 
et  indépendant  de  tétendue  des  surfaces  en  contact,  tant  que 
la  nature  de  ces  surfaces  et  de  leurs  enduits  n'éprouve  au-- 
cune  altération  résultant  de  la  pression  mutuelle  ou  de  tout^ 
autre  cause. 

3**  Sous  les  mêmes  conditions  et  dans  les  cas  ordinaires  d^- 
la  pratique,  le  frottement  est  indépendant  de  la  vitesse  rela^ 
tive  des  corps  frottants. 

Si  P  désigne  la  pression  normale,  F  le  frottement,  on  a, 
d'après  les  lois  précédentes, 

F=/P. 

Le  coefficient /porte  le  nom  de  coefficient  de  frottement. 
Il  dépend  de  la  nature  et  de  l'état  des  surfaces  en  contact,  de 
l'enduit  dont  elles  peuvent  être  revêtues,  et  quelquefois  du 
sens  dans  lequel  a  lieu  le  glissement  lorsqu'il  s'agit  de  corps 
fibreux,  comme  le  bois  et  certains  fers  à  nerf. 

Distinction  du  frottement  au  départ  et  du  frottement  pen- 
dant le  mouvement.  —  Coulomb  a  reconnu  que  la  force  né- 


(*)  Des  expériences  plus  précises,  entreprises  depuis  par  le  général  Morio, 
n'ont  fait  que  vérifier  les  résultats  trouvés  par  Coulomb. 
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cessaire  pour  rompre  l'équilibre  est  plus  grande  que  celle  qui 
suffît  pour  entretenir  le  mouvement  uniforme  une  fois  acquis. 
C'est  ce  qu'on  énonce  en  disant  que  le  frottement  au  départ 
est  toujours  plus  grand  que  le  frottement  pendant  le  mouve- 
ment. L'excès  est  d'ailleurs  indépendant  de  la  vitesse,  puis- 
que l'expérience  constate  que  le  mouvement  d'un  corps,  sous 
rinOuence  de  la  force  qui  a  produit  le  départ,  est  uniformé- 
ment accéléré. 
Il  faudra  donc  supposer  que,  dans  la  formule 

F=/P, 

le  coefQcient/,  les  corps  en  contact  restant  les  mêmes,  doit 
être  considéré  comme  ayant  deux  valeurs  légèrement  diffé- 
rentes, suivant  qu'on  étudie  leis  conditions  de  l'équilibre  sur 
le  point  d'être  rompu,  ou  celles  d'un  mouvement  uniforme 
dont  la  vitesse  sera  d'ailleurs  indifférente. 

Toutes  choses  égales  d'ailleurs,  le  frottement  est  d'autant 
moindre  que  les  surfaces  sont  plus  polies;  mais,  quel  que  soit 
le  poli  donné  préalablement,  le  frottement  est  toujours  plus 
grand  lorsque  les  deux  corps  commencent  à  glisser  l'un  sur 
l'autre  que  lorsqu'ils  ont  pu  se  roder  par  un  glissement  pro- 
longé. Ainsi,  une  machine  neuve  a  toujours  beaucoup  moins 
de  douceur  dans  sa  marche  qu'une  machine  fonctionnant  de- 
puis un  certain  temps. 

Ceci  suppose  toutefois  que  les  surfaces  frottantes  ont  été 
constamment  bien  graissées.  Sans  cette  précaution  les  sur- 
faces se  grippent,  il  s'en  détache  de  petits  fragments  qui  les 
sillonnent  de  plus  en  plus  profondément,  le  frottement  aug- 
mente avec  rapidité,  et  réchauffement  qui  en  résulte  peut  al- 
ler jusqu'à  faire  rougir  les  corps  et  à  les  enflammer  s'ils  sont 
combustibles. 

Observations  relatives  aux  lois  du  frottement. 

Ces  lois  ont  besoin  d'être  bien  comprises  pour  être  appli- 
quées convenablement. 

I*»  Par  exemple,  nous  avons  dit  que  le  frottement  est  indé- 
pendant de  l'étendue  des  surfaces  en  contact;  mais  il  faut, 
pour  que  cette  loi  soit  vraie,  que  la  surface  de  l'un  des  corps 
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ne  devienne  pas  assez  petite  ou  la  pression  par  unité  de  sur- 
face assez  forte  pour  faire  pénétrer  Tun  des  corps  dans  l'autre, 
ou  seulement  pour  expulser  les  enduits.  C'est  ce  qui  arrivera 
nécessairement  si  Ton  diminue  par  trop  les  dimensions  de 
Tune  des  surfaces  frottantes,  si,  par  exemple,  on  va  jusqu'à 
prendre  pour  cette  surface  le  tranchant  de  la  lame  d'un  cou- 
teau. 

2°  Le  frottement  au  départ  est  aussi  à  peu  près  indépeiH 
dantdu  temps  pendant  lequel  les  surfaces  ont  été  maintenues 
en  contact,  surtout  quand  il  s'agit  des  métaux  et  des  corps 
durs  en  général. 

Pour  les  bois,  cependant,  ce  frottement  paraît  augmenter  au 
bout  de  quelques  minutes  de  repos  pour  atteindre  très-vite 
un  maximum.  Ce  fait  tient  pi'obablement  à  la  flexibilité  et  à 
l'élasticité  des  Obres  du  bois,  qui  cèdent  plus  facilement  que 
les  molécules  métalliques  à  l'influence  d'une  pression  un  peu 
prolongée.  Cette  influence  serait  encore  plus  saillante  si  les 
enduits  avaient  pu  être  expulsés  ou  altérés  d'une  manière 
quelconque;  elle  est  évidemment  du  même  ordre  que  la  dif- 
férence entre  le  frottement  au  départ  et  le  frottement  pendant 
le  mouvement. 

3®  Enfin  on  a  annoncé,  contrairement  aux  lois  de  Coulomb, 
que  le  frottement  diminue  quand  la  vitesse  augmente.  Il  est 
facile  d'avoir  l'explication  des  faits  observés,  qui,  d'ailleurs, 
se  rapportent  tous  au  cas  où  il  y  a  un  enduit  interposé. 

Effets  des  enduits.  —  Le  frottement  qui  s'exerce  par  l'inter- 
médiaire d'un  enduit  dépend  de  la  vitesse  des  corps  en  con- 
tact et  aussi  de  l'étendue  des  surfaces;  mais  l'effet  de  ces 
deux  éléments  est  indirect,  en  ce  sens  qu'ils  influent  princi- 
palement sur  le  mode  d'action  de  l'enduit,  et  par  conséquent 
sur  la  grandeur  du  coefficient  de  frottement. 

Dans  toutes  les  expériences  relatives  au  frottement  des 
corps  graissés,  il  faut  avoir  soin  de  s'assurer  que  les  enduits 
ne  sont  ni  altérés  ni  expulsés.  Si  l'on  veut,  par  exemple,  com- 
parer les  divers  enduits  au  point  de  vue  de  l'atténuation  du 
frottement,  il  faut  se  garder  de  faire  cette  comparaison  toutes 
choses  égales  d'ailleurs.  On  doit  au  contraire  se  préoccuper  de 
mettre  chaque  substance  dans  les  conditions  qui  lui  sont  le 
plus  favorables,  et  ne  l'employer  dans  la  pratique  que  lors- 


CHAPITBB  II.  —    DES   RÉ8ISTÀ74CES    PASSIVES.  171 

qu'il  sera  possible  de  réaliser  ces  conditions,  au  moins  dans 
une  certaine  mesure. 

On  peut  poser  comme  principe  général  que  le  meilleur 
enduit  est  le  plus  fluide^  c'est-à-dire  qu'il  y  a  avantage»  quand 
on  le  peut,  à  remplacer  la  graisse  par  l'huile,  l'huile  par 
l'eau,  enfin  l'eau  par  l'air,  ce  qui  revient  à  supprimer  tout  en- 
duil.  Mais  ceci  suppose  évidemment  la  condition  que  la  vitesse 
soit  assez  grande  dans  chaque  cas  pour  ne  pas  expulser  l'en- 
duit expérimenté.  Or,  il  faut  une  vitesse  assez  considérable 
pour  que  les  pièces  gardent  un  enduit  fluide  comme  l'eau,  ou 
même  laissent  entre  elles  une  gaine  d'air;  dans  ces  conditions, 
H.  Hirn  a  vu  avec  étorinement  le  frottement  presque  complè- 
tement supprimé  entre  deux  pièces  frottant  sans  enduit  avec 
une  vitesse  énorme.  Cette  suppression  était  due  à  l'action  du 
coussinet  d'air  interposé,  matière  parfaitement  élastique. 

Les  expériences  récentes  faites  sur  le  chemin  de  fer  glis- 
sant de  M.  Girard  confirment  ces  indications  relatives  à  la 
proportion  considérable  dans  laquelle  le  frottement  se  trouve 
réduit  par  l'interposition  de  l'eau. 

Les  voitures  de  M.  Girard  reposent  sur  des  rails  en  fonte  au 
moyen  de  4  patins  de  o",9.6  de  largeur  sur  o"»,8o  de  longueur. 
Dans  ces  conditions,  le  coefficient  de  frottement  est 

/=ro.52. 

Au  moyen  d'une  pression  suffisante,  on  force  de  l'eau  à 
s'Interposer  entre  les  deux  surfaces  glissantes;  alors  le  coeffi- 
cient est  réduit  à 

/'  —  0.004. 

On  obtiendrait  une  atténuation  encore  plus  grande  si  l'on 
substituait  l'air  à  l'eau,  en  s'arrangcant  toujours  de  manière  à 
forcer  l'air  à  s'interposer  entre  les  surfaces  en  contact. 

Ainsi,  malgré  les  avantages  de  la  fluidité,  on  devra  employer 
un  enduit  d'autant  plus  consistant  que  les  surfaces  seront  sou- 
mises à  des  pressions  plus  considérables.  Et  le  progrès  con- 
sistera dans  chaque  cas  à  chercher  des  dispositions  qui  per- 
mettent d'augmenter  la  fluidité  de  l'enduit  sans  tomber  dans 
des  inconvénients  d'un  autre  genre. 

Ces  détails  de  graissage  sont  au  nombre  des  questions  dont 
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rimportance  pratique  est  le  plus  considérable.  La  substitution 
de  rhuile  à  la  graisse  et  du  graissage  continu  au  graissage  in- 
termittent constitue  un  véritable  progrès,  soit  dans  les  ma- 
chines fixes,  soit  dans  les  locomotives. 

Le  tableau  suivant  est  destiné  adonner  une  idée  de  la  gran- 
deur du  coefficient /dans  les  conditions  qui  se  présentent  le 
plus  habituellement  dans  les  machines. 

I.   C0BFF1CIB5T8   DU  FROTTEMENT  DES  SURFACES  PLANES  LORSQU'ELLES  OTT  <TC 

QUELQUE  TEMPS  EN  CONTACT. 

'  /  Surfaces  sans  enduit.  0,61 

Fibres  parallèles !  Surfaces  frottées  de 

(     savon  sec o,44 

Chêne  sur  chêne {  1  Surfaces  sans  enduit.  0,5^ 

Fibres  perpendiculaires. . .  <  Surfaces      mouillées 

(      d*eau 0,71 

Bois  debout  sur  bois  à  plat.    Surfaces  sans  enduit.  o,43 

I  Surfaces  sans  enduit.  o,6n 
Surfaces      mouillées 

d'eau 0,65 

Surfaces  graissées. . .  o,  1 3 

«     .  ^    ^  (  Surfaces  un  peu  onc- 

Fonte  sur  fonte \  *^ 

{      tueuses 0,16 

v  f    ^  (  Surfaces  un  peu  onc- 

Fer  sur  fonte î 

(      tueuses 0,19 

II.  Coefficients  du  frottement  des  surfaces  planes  en  mouvement. 

!  Surfaces  sans  enduit.  0,4^ 
Surfaces  frottées  de 

savon  sec 0,16 

Chêne  sur  chêne {  /  Surfaces  sans  enduit.  0,34 

Fibres  perpendiculaires...  |  Surfaces      mouillées 

(      d'eau 0,73 

Bois  debout  sur  bois  à  plat.     Surfaces  sans  enduit.  0, 1 9 

Frêne,   sapin,    hêtre,/  ^     . 

.  .  \  „..  ....  {  Surfaces     sans     en- 

poirier  sauvage,  sor-  {  Fibres  parallèles ,       ,   .  «^     ,         » 

r.  UA  )  duit o,36    à    0,40 

bier  :  sur  chêne (  »  11 

i  Surfaces  sans  enduit.    0,62 
Surfaces      mouillées 
-,. ,  ,      deau o,*6 

f      vement \^     .  -        .        . 

I  Surfaces  frottoes  de 

\     savon  sec 0,21 

Fer  sur  fonle  et  sur  \                                                l  Surfaces  un  peu  onc- 
hronse ( (      tueuses 0,18 
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FoDto  MIT  hronie J  Surfaces  un  peu  onc- 

i  I     tueuses o,i5 

!  Enduit  ordinf  •,  suif, 
saindoux.    0,07   à    0,08 
End^t  sans  cesse  re- 
nouvelé..    0,04    à    o,o5 
Surfaces   légèrement 
onctueuses...*...     o,i5 

III.  Coefficients  do  frottehe!<t  des  tourilloiis  scr  leurs  coussinets. 

ORAIttAOB 

_  ^  ordinaire.  contlaa. 

Fer  sur  fonte  ou  sur  bronze,  graissage  d'huile 

dH>liTe,  de  saindoux  ou  de  suif 0,07  à  0,08        0,04  à  o,o5 

Fonte  sar  fonte  on  sur  bronze,  surfaces  onc- 
toeuaes o,i4ào,i6         //  // 

Fer  sur  bronze,  surfaces  très-peu  onctueuses  et 
commençant  à  se  roder //  o,q5         r/  u 

Travail  du  frottement. 

Dans  l'équation  des  forces  vives,  nous  avons  à  considérer  le 
travail  du  frottement  qui  devra  entrer  dans  les  équations 
comme  s'ajoutant  au  travail  résistant  utile  pour  reproduire 
l'équivalent  du  travail  moteur  dépensé. 

Pour  un  espace  ds  parcouru  par  un  corps  mobile  glissant 
sur  un  solide  fixe  dans  le  sens  du  plan  de  contact,  le  travail 
élémentaire  du  frottement  est/Nrfs. 

Si  les  deux  corps  sont  mobiles,  il  y  aura  à  considérer  les 
deux  forces  de  frottement  qui  ont  pour  valeur  commune  /N 
et  qui  agissent  sur  chaque  corps  en  sens  inverse  de  son  mou- 
vement relativement-  à  l'autre,  chacune  d'elle  produisant  du 
travail  {Jig.5']). 

Supposons  que  les  mouvements  des  deux  corps  s'effectuent 
dans  le  sens  des  flèches  i ,  ds  ei  ds'  étant  les  chemins  respec- 
tivement parcourus  dans  cette  direction,  qui  sera  celle  du 
mouvement  relatif  du  corps  A  si  ds  est  >  ds\ 

Si  nous  considérons  le  mouvement  du  corps  A,  le  frottement 
produira  un  travail  égal  à  f^ds,  qui  devra  être  affecté  du 
signe  —  puisque  la  direction  de/N  est  inverse  de  celle  de  ds; 
ce  sera  donc  un  travail  résistant.  Au  contraire,  le  frottement 
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de  B  sur  A  produira  sur  ce  premier  corps  un  travail  positif 

/Nrfi' qui  se  retranchera  du  travail  résistant /Nrfs,  de  sorte 

qu'en  somme  le  travail  résistant  produit  par  le  frottement  sera 

en  valeur  absolue 

•  /N(A  — rfy), 

ds  —  dsf  étant  positif  d'après  Thypothèse  que  nous  avons  faite. 
Si  ds  —  ds'  devient  négatif,  Téquation  n'a  plus  lieu.  Il  faudra 
changer  le  sens  du  frottement,  et  au  lieu  d'avoir /N  (  ds  —  rf/) 
on  a 

de  sorte  que  le  travail  du  frottement  est  encore  négatif. 

Remarquons  ici  que  le  travail  développé  par  le  frottement 
sur  l'un  des  deux  corps  est  positif;  le  frottement  joue  donc 
relativement  à  ce  corps  le  rôle  de  force  motrice.  Les  transmis- 
sions de  mouvement  par  cylindres,  cônes  ou  plateaux  de  fric- 
tion sont  fondées  sur  cette  propriété, 

§  VI.  —  Équilibre  des  machines  simples  en  avant  égard 

AU    FROTTEMENT. 

L9  connaissance  des  lois  qui  précèdent  nous  permet  d'in- 
troduire la  considération  du  frottement  dans  l'étude  de  l'équi- 
libre des  principales  machines  et  de  leur  mouvement  uniforme. 

Quand  nous  nous  occuperons  de  l'équilibre,  il  faudra  tou- 
jours supposer  que  l'équilibre  est  sur  le  point  d'être  rompu 
dans  le  sens  de  la  puissance,  car  autrement  le  problème  ne 
serait  pas  déterminé. 

Connaissant  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  un  solide 
donné,  décomposons  toutes  ces  forces  normalement  et  paral- 
lèlement à  la  face  par  laquelle  le  corps  dont  on  cherche  les 
conditions  d'équilibre  est  en  contact  avec  un  autre  corps  sur 
lequel  il  est  susceptible  de  glisser. 

Soit  N  la  somme  des  composantes  normales,  N  représentera 
précisément  la  réaction  normale  de  l'appui  ;  et  s'il  n'y  avait  pas 
de  frottement,  il  faudrait  pour  l'équilibre  que  la  somme  des 
composantes  tangentielles  fût  rigoureusement  égale  à  zéro. 

Nous  savons  maintenant  que  cette  condition  n'est  pas  indis- 
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pensable  (*)•  Du  moment  que  l'appui  est  soumis  à  une  pres- 
sion Ny  il  est  susceptible  de  développer  une  réaction  tangen- 
lielle  dont  la  limite  est  représentée  par  /N.  Il  suffira  donc 
pour  réquilibre  que  la  somme  T  des  composantes  tangentielles 
soit  plus  petite  que  cette  limite  /N^  et  en  posant  Téquation 

T=/N, 

nous  aurons  Y  équation  de  V  équilibre  sur  le  point  d'être  rompu 
dans  la  direction  de  la  force  T. 

Alors  la  réaction  R  de  l'appui  est  la  résultante  de  la  réaction 
normale  N  et  de  la  réaction  tangentlelle/N,  dont  la  direction 
est  opposée  à  celle  du  mouvement  sur  le  point  de  nattre.  Cette 
réaction,  pour  l'équilibre  près  d'être  rompu^  fait  donc  avec  la 
normale  un  angle  9  déterminé  par  l'équation 

tang9  =  '^=/. 

Quant  à  sa  grandeur,  on  l'obtient  par  les  formules  ordinaires 

R'=N»(i+/»), 


d'où 


et  par  suite 


•^        coscp 
N  =  -- =  R  coscp, 

F  =  -/A^  ^  /  R  :^  R  sin  9, 


(*)  On  voit  que  la  considération  du  frottement  n'introduit  aucune  nouvelle 
condition  d'équilibre,  puisque,  si  l'équilibre  a  déjà  lieu  sans  le  frottement,  c'est 
que  la  composante  tangentiellc  des  forces  est  nulle.  Au  contraire,  le  frottement 
ponrra  établir  un  équilibre  qui  sans  lui  n'existerait  pas,  puisqu'il  suffît  que  la 
force  tangentielle  soit  inférieure  h  une  certaine  limite  pour  que  le  frottement 
pèche  tout  déplacement  de  se-  produire.  C'est  ainsi  qu'un  système  peut  être 
équilibre  sans  que  les  conditions  trouvées  en  statique  soient  rigoureusement 
Mtisfaites,  rigueur  qu'il  serait  pour  ainsi  dire  impossible  d'obtenir.  Pourvu  que 
ces  conditions  soient  à  peu  près  remplies,  et  que  la  somme  des  travaux  virtuels 
des  forces  soit  peu  différente  de  zéro,  l'introduction  des  travaux  virtueh  des 
foreet  de  frottement  suffira  pour  rendre  cette  somme  nulle. 
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en  désignant  par/  le  sinus  de  Tangle  9  dont  /  représente  la 
tangente. 

/,  est  généralement  peu  différent  de/,  car  l'angle  9  est  tou- 
jours assez  petit. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  donner  de  la  force  du  frottement 
les  deux  expressions  suivantes  : 

F=/N,      ¥=f,K, 

suivant  que  Ton  connaît  la  pression  normale  N  ou  la  réaction 
totale  R. 

/application  au  pian  incliné. 

Supposons  un  corps  A  posé  sur  un  plan  incliné  et  soumis  à 
Taclion  de  son  poids  et  d'une  force  Q  qui  s'oppose  à  sa  des- 
cente {Jig,  58).  Quelles  sont  les  conditions  d'équilibre?  Ces 
conditions  sont  au  nombre  de  trois. 

1°  Il  ne  faut  pas  qu'il  y  ait  écrasement  du  corps;  nous  avons 
dit  précédemment  tout  ce  que  nous  pouvons  dire  sur  cette 
question,  nous  n'y  reviendrons  pas. 

2?  Il  ne  faut  pas  qu'il  y  ait  renversement  ou  rotation  du 
corps  autour  de  l'une  des  arêtes  du  polygone  d'appui  sur  ce 
plan,  ce  qui  exige,  comme  nous  avons  déjà  eu  occasion  de  le 
dire,  que  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  lui  vienne 
rencontrer  le  plan  incliné  dans  l'intérieur  du  polygone  des 
points  d'appui. 

3"  Enfin  le  glissement  du  corps  le  long  du  plan  doit  être 
impossible;  de  là  une  dernière  condition  sur  laquelle  nous 
n'avons  pas  insisté  :  nous  y  revenons.  Celte  condition  serait, 
sans  l'existence  du  frottement,  que  la  résultante  de  toutes  les 
forces  qui  s'exercent  en  dehors  du  plan  fût  normale  à  ce  plan 
et  qu'elle  tendît  à  appuyer  le  corps  sur  le  plan. 

Si  l'on  tient  compte  du  frottement  il  n'y  a  plus,  à  propre- 
ment parler,  de  condition  de  nature  à  s'exprimer  par  des  équa- 
tions entre  les  forces  extérieures  indépendamment  des  réac- 
tions; il  faut,  pour  préciser  la  question,  demander  que  le 
mouvement  soit  sur  le  point  de  naître  dans  un  sens  déterminé. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  mouvement  soit  sur  le  point 
de  nattre  dans  le  sens  descendant,  c'est-à-dire  que  la  force  Q 
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soit  tout  juste  sufBsante  pour  retenir  le  corps  sur  le  plan 

(yîff-  59)- 

La  réaction  totale  est,  dans  ces  conditions,  une  force  R  fai- 
sant avec  la  normale  AN  un  angle  9  dans  le  sens  ascendant.  11 
6ut  que  les  forces  P,  Q,  R  se  fassent  équilibre,  c'est-à-dire  que 
chacune  d'elles  soit  égale  et  directement  opposée  à  la  résul- 
tante des  deux  autres.  Donc>  étant  donné  l'angle  f ,  l'inclinai- 
son du  plan,  le  poids  P,  on  peut  trouver  quelle  est  la  force  qu'il 
faut  appliquer  dans  une  certaine  direction  pour  retenir  le  corps 
sur  le  plan.  Il  sufBt  de  décomposer  P  en  deux  forces  dirigées 
Tune  suivant  la  direction  donnée  pour  la  force  Q,  l'autre  sui- 
vant la  ligne  faisant  avec  la  normale  au  plan  incliné  l'angle  9 
dans  le  sens  convenable.  On  voit  que  la  force  Q  est  représentée 
par  une  ligne  partant  du  point  P  et  terminée  à  la  ligne  AR'  ; 
elle  a  sa  plus  petite  valeur  possible  lorsque  sa  direction  est 
perpendiculaire  à  celle  de  la  réaction  R,  c'est-à-dire  lorsqu'elle 
fiiil  avec  le  plan  incliné  et  dans  l'intérieur  de  ce  plan  un  angle 
égal  à  <f.  Si  Ton  veut  que  ce  minimum  soit  égal  à  zéro,  il  faut 
que  Tinclinaison  du  plan  sur  l'horizon  soit  égale  à  9  ;  alors  le 
corps  ne  tend  pas  à  glisser. 

8i  rinclinaison  descendait  au-dessous  de  zéro,  c'est-à-dire 
de  ce  que  l'on  appelle  Vangle  de  frottement^  il  faudrait  appli- 
quer au  corps  une  force  descendante  indépendamment  de  son 
poids  pour  le  faire  descendre  le  long  du  plan. 

Si  le  corps  tend  à  monter  [fig,  60),  c'est-à-dire  si  la  force  Q 
est  telle,  qu'une  force  un  peu  plus  grande  fasse  monter  le 
corps,  il  faudra  placer  la  réaction  R  à  gauche  de  la  normale  : 
les  conditions  d'équilibre  sont  d'ailleurs  les  mômes;  le  mini- 
mum est  différent. 

En  résumé,  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  pour 
l'équilibre  les  forces  appliquées  à  un  corps  pressé  contre  un 
plan  flxe  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

i"  La  résultante  de  ces  forces  doit  passer  assez  loin  de  toutes 
les  arêtes  de  contact  pour  que  l'écrasement  ne  soit  pas  à 
craindre,  eu  égard  à  la  nature  des  matériaux. 

2**  Elle  doit  faire,  avec  la  normale  au  plan  d'appui,  un  angle 
inférieur  à  Yangle  de  frottement. 


IL  12 
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Application  au  treuil. 

Considérons  un  corps  solide  assujetti  à  tourner  autour  d'un 
axe  fixe.  Sous  l'influence  des  forces  directement  appliquées 
au  corps  tournant  et  des  réactions  de  ses  appuis,  le  système 
est  en  équilibre,  mais  le  mouvement  est  sur  le  point  de  naître 
dans  un  certain  sens.  Cherchons  les  conditions  qui  doivent 
être  remplies  pour  cet  équilibre  particulier  en  tenant  compte 
des  frottements  de  toute  espèce  qui  se  manifestent  aux  points 
de  contact  des  parties  mobiles  avec  les  différents  appuis  fixes. 

Si  Ton  se  reporte  aux  leçons  consacrées  à  la  description  des 
orgues  de  machines,  on  sait  qu'on  assure  Tinvariabilité  des 
axes  de  rotation  de  la  manière  suivante  :  on  tourne  exactement 
deux  parties  spéciales  de  l'arbre  que  Ton  appelle  des  tou- 
rillons; ces  tourillons  frottent  sur  des  coussinets  bien  graissés 
contenus  dans  des  espèces  de  bottes  (paliers  ou  colliers)  qui 
sont  elles-mêmes  solidement  fixées  au  bâti  général  de  la 
machine,  et  qui  s'opposent  à  tout  déplacement  transversal  de 
l'axe. 

Il  faut  encore  rendre  le  déplacement  longitudinal  impossible. 
Il  y  a  plusieurs  procédés  que  nous  avons  aussi  décrits  précé- 
demment. C'estau  moyen  d'un  pivot  portant  sur  une  crapaudine 
que  l'on  produit  cet  eflet  dans  le  cas  d'un  arbre  vertical,  et  au 
moyen  d'un  épaulement  convenablement  placé  dans  le  cas 
d'un  arbre  horizontal  [fig.  64  et  65). 

Enfin  certains  arbres,  comme  les  arbres  de  tour  en  fer, 
tournent  sur  pointes,  c'est-à-dire  que  les  tourillons  sont  rem- 
placés par  des  pointes  coniques  tournant  dans  des  trous  prati- 
qués dans  des  plaques  d'acier  qui  s'opposent  en  même  temps 
aux  déplacements  longitudinaux  et  transversaux. 

Frottement  des  tourillons,  —  Occupons-nous  d'abord  du 
frottement  des  tourillons  sur  leurs  coussinets,  et  supposons 
que  les  deux  forces  P  etQ,  qui  agissent  sur  la  machine,  soient 
situées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe,  ce  qui  supprime 
toute  tendance  au  mouvement  longitudinal  [fig*  61). 

Je  puis  remplacer  les  deux  forces  P  et  Q  chacune  par  une 
force  et  un  couple,  c'est-à-dire  que  je  puis  les  supposer  appli- 
quées toutes  deux  à  l'axe,  en  introduisant  deux  couples  dont 
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les  momenls  seront  Pp  et  Qg,  el  qui  ne  presseront  pas  Tarbre 
sur  ces  supports.  Cela  fait,  je  décompose  la  force  Q  en  deux 
autres  mQ,  m'Q,  appliquées  aux  deux  tourillons.  J'opère  de 
même  pour  la  force  P,  et  soient  /iP,  n'P  ses  composantes.  On 

a  évidemment 

m  -\-  m'  =:  i,     n  -i-  n'  — -  I . 

Considérons  Tun  des  tourillons,  celui,  par  exemple,  auquel 
sont  appliquées  les  forces  /iP  el/nQ  (^îg:.  62)  (*).  Ce  tourillon 
repose  dans  l'œil  du  coussinet  qu'il  touche  en  un  certain 
point.  Il  faut  évidemment,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  que  la 
résultante  des  forces  qui  lui  sont  appliquées  passe  par  le  point 
de  contact  du  tourillon  sur  le  coussinet,  sans  quoi  il  y  aurait 
roulement  et  déplacement  du  point  de  contact.  Il  faut  en  outre 
que  celle  résultante  soit  telle,  que  si  on  la  décompose  en  deux, 
dirigées  l'une  suivant  la  normale,  l'autre  suivant  la  tangente, 
cette  dernière  soit  égale  à  la  force  normale  multipliée  par  le 
coefficient  de  frottement/,  ce  qu'on  peut  énoncer  encore  en 
disant  que  la  résultante  fait  avec  la  normale  Taiigle  de  frotte- 
ment. 

Or,  si  R  désigne  cette  résultante  appliquée  au  point  de  con- 
tact du  tourillon,  on  a 


R2=  //i*Q=-+-  /i»P^-4-  2mQ.nP  cosmQ./iP. 

Le  frottement  est  égal  à  /  R,  de  sorte  que,  pour  un  tour  com- 
plet du  tourillon,  il  y  aura  un  travail  résistant  représenté  par 

le  produit 

27:/ Rp, 

p  étant  le  rayon  du  tourillon.  On  aura  à  l'autre  tourillon  un 
travail  analogue  dont  l'expression  sera 

2  7:/R'p, 

en  supposant,  ce  qui  a  toujours  lieu,  que  les  rayons  des  deux 
tourillons  soient  égaux,  R'  étant  donnée  par  une  équation  de 
même  forme  que  celle  qui  détermine  R, 

R'î  z=  m'»Q'  -+-  /i" P»  -h  2  m' Q .  n'  P  cos m' Q  n' P. 


(*)  La  y?^.  6a  montre  souloment  la  résultante  R  et  ses  doux  composantes, 
l'ane  tangentieUe  au  touriUon,  l'autre  normale. 

12. 
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Donc,  enfin,  Téquation  du  travail  deviendra,  en  introduisant 
ce  travail  du  frottement  comme  s'ajoutant  au  travail  résistant 
utile. 

On  voit  que  le  travail  du  frottement  diminue  quand  on  diminue 
le  rayon  p  des  tourillons.  Donc,  quand  on  le  peut,  il  y  a  avan- 
tage à  avoir  des  arbres  tournant  sur  pointes.  Cependant  la 
diminution  du  rayon  doit  avoir  une  limite  pour  deux  causes  : 
d'abord,  parce  que  les  tourillons  doivent  pouvoir  porter 
l'arbre,  et  ensuite  parce  que,  à  partir  d'une  certaine  limite, 
quand  on  diminue  p,  on  augmente  en  même  temps  beaucoup 
le  facteur /i  par  suite  de  l'expulsion  des  enduits;  de  sorte  qu'on 
perd  plutôt  qu'on  ne  gagne.  C'est  à  la  pratique  de  reconnaître 
quelle  est,  dans  chaque  cas,  la  solution  la  plus  avantageuse. 

L'équation  du  travail  écrite  précédemment  permet  de  trouver 
la  puissance  P  nécessaire  pour  tenir  en  équilibre  une  résis- 
tance donnée  Q.  Il  faut,  dans  cette  équation,  remplacer  R 
et  R'  par  leurs  Valeurs.  Or,  R  et  R'  sont  deux  radicaux  sous 
lesquels  P  entre  au  carré.  Donc,  si  l'on  voulait  faire  dispa- 
raître les  radicaux  pour  trouver  P,  on  arriverait  à  une  équation 
du  quatrième  degré  impossible  à  résoudre  par  les  méthodes 
élémentaires. 

Ce  n'est  pas  la  méthode  employée  habituellement;  on  peut 
opérer  de  deux  manières  : 

i"*  Par  approximations  successives,  en  prenant  pour  valeur 
approchée  de  P  celle  qu'on  obtient  en  négligeant  le  frottement, 
c'est-à-dire  en  posant 

On  se  servira  ensuite  de  cette  première  valeur  pour  calculer 
la  correction  qui  représente  le  travail  du  frottement  et  en 
déduire  une  seconde  valeur  plus  approchée  de  P,  et  ainsi  de 
suite. 
2»  Par  une  autre  méthode  indiquée  par  le  Général  Poncelet 


(")  Pour  appliquer  ceci  à  la  poulie,  il  faut,  dans  le  travail  du  frottement, 
prendre  le  rayon  de  Taxe  de  la  poulie  si  cet  axe  est  mobile,  et  le  rayon  de  l'œil 
de  la  poulie  si  Taxe  est  fixe. 
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ei  qui  peut  servir  dans  beaucoup  de  cas  analogues.  Elle  con- 
siste à  trouver  une  fonction  rationnelle  équivalente  à  une 
fonction  radicale.  D'abord,  tout  radical  de  la  forme 


^x^  -4- j»  —  '^.xy  cos6 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

En  effet,  on  a 

^x^'\-y^—  ^xy  cos6  =  ^(a;  —  j^cosO)'  "4-/*sin*0. 


Si  Ton  cherche  ensuite  à  égaler  le  radical  ^a*-hb^  à  une 
expression  de  la  forme  aa  +  6^»  on  arrive  à  une  équation  à 
laquelle  il  n'est  pas  possible  de  satisfaire  en  laissant  a  et  6 
quelconques;  mais  on  peut  trouver  les  valeurs  les  plus  con- 
venables des  coefficients  a  et  |3,  de  manière  que  l'équation 
soit  vérifiée  avec  la  plus  grande  approximation  possible. 

On  trouve  ainsi  : 

I*  a  et  6  étant  quelconques» 

^a'-l-6'=o,83(a-i-fc)  à  g  près; 
a*  Si  l'on  sait  que  a>  6,  on  a 

V^a»-l7  b^=Oy^a-h  o, 4ofcà  -=  près; 

3*  Si  enfin  a  est  >  4^»  on  peut  poser 

v/a'"4-  b^=  0,996  «  "4-  o,  i23fc  à  -^  près. 

Frottement  des  épaulements.  —  Il  nous  reste,  pour  avoir 
étudié  complètement  la  question  des  arbres,  à  examiner  le 
frottement  sur  les  épaulements.  Supposons  qu'il  y  ait  dans 
l'axe  une  force  T  dirigée  dans  le  sens  de  la  longueur  et  qui 
tende  à  appuyer  le  corps  contre  un  épaulement  [Jig.  63). 

L'aire  d'un  élément  de  la  surface  frottante  est 

rdQdr. 
Soit  S  la  surface  totale,  et  supposons  que  la  pression  T  se 
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rc|;>artisse  également  sur  la  surface  ;  la  pression  sur  Télément 
considéré  sera 

I  rdO  dr, 
et  le  frottement  particulier  correspondant  à  cet  élément  sera 

Le  moment  de  ce  frottement  autour  de  Taxe  de  Tarbre  sera 
évidemment 

\fr'dOdr, 

d'où,  pour  le  moment  total,  on  a  la  somme  des  moments  élé- 
mentaires 


flH" 


dOdr. 


Intégrant  d'une  part  de  o  à  27:,  de  Tautre  entre  les  limites  r, 
et  r,  il  vient 

Or, 

S  =  7:(r»-r;). 

donc  le  moment  est 

3(r-hr.) 

En  faisant  r,  =  o,  on  aurait  la  formule  du  frottement  des 
pivots  (  *  ). 


(  *  ]  Il  arrive  quelquefois  qu*eu  vue  de  diminuer  le  travail  du  frottement,  on 
termine  Textrémité  inférieure  du  pivot  par  une  surface  convexe,  ainsi  que  le 
fond  de  la  crapaudine  (/ig.  65);  il  faut  alors  mettre  pour  r  le  rayon  du  petit 
cercle  de  contact,  qui  a  toujours  une  certaine  étendue  à  cause  de  la  compres- 
sion et  de  l'usure. 

On  diminue  ainsi,  non  \e  frottement  lui-même,  qui  est  indépendant  de 
l'étendue  des  surfaces,  mais  son  travail^  qui  dépend  du  bras  de  levier  moyen, 
lequel  est  proportionnel  à  r. 
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Effet  d* une  force  parallèle  à  Vaxe  et  en  dehors  de  cet  axe, 
—  On  peut  encore  avoir  une  force  F  agissant  parallèlement  à 
l'axe,  mais  hors  de  cet  axe  {fig>  66).  On  la  remplacera  par  une 
force  Fi  agissant  dans  Taxe  et  un  couple  (  F,,  F3)  parallèle  à  cet 
axe.  On  pourra  tourner  ce  couple  comme  on  voudra  dans  son 
plan,  et  faire  en  sorte  que  ses  deux  forces  passent  respective- 
ment par  les  points  d'appui  des  deux  tourillons. 

Une  pareille  force  augmentera  donc  à  la  fois  le  frottement 
sur  les  tourillons,  et  le  frottement  sur  les  épaulements. 

Frottement  des  excentriques  et  des  boutons  de  manivelle. 

Un  bouton  de  manivelle  est  un  tourillon  qui  se  meut  dans 
UD  coussinet  mobile.  Le  travail  du  frottement  qui  se  développe 
dans  son  mouvement  se  détermine,  comme  pour  un  tourillon, 
en  considérant  le  mouvement  relatif  du  bouton  dans  le  «cous- 
sinet mobile. 

L'excentrique  n'étant  qu'une  manivelle  dont  le  bouton  a  été 
agrandi  de  manière  que  sa  surface  enveloppe  Taxe  de  rotation 
de  l'arbre,  le  travail  du  frottement  se  détermine  pour  un  excen- 
trique comme  pour  une  manivelle.  Il  est  évident  que  le  travail 
du  frottement  dans  la  manivelle  est  de  beaucoup  moins  consi- 
dérable  que  dans  l'excentrique,  à  cause  du  facteur  qui  repré- 
sente le  chemin  parcouru  ;  aussi  n'emploiera-t-on  ce  dernier 
organe  que  lorsqu'il  ne  devra  être  soumis  qu'à  de  petites 
pressions.  Dans  le  cas  d'efforts  considérables,  on  se  servira 
plutôt  d'une  manivelle. 

§  VIL  —  De  l'arc-boutement. 

L'introduction  du  frottement  dans  la  théorie  de  l'équilibre 
et  du  mouvement  uniforme  d'une  machine  quelconque  se  fait 
en  suivant  la  marche  dont  nous  venons  de  donner  deux 
exemples.  Je  veux  seulement  insister  sur  les  cas  où  le  frotte- 
ment empêche,  d'une  manière  absolue,  certains  mouvements 
géométriques,  ce  que  le  calcul  nous  apprend  en  nous  disant 
qu'il  faudrait,  pour  les  produire,  une  force  infinie.  On  dit  alors 
qu'il  y  a  arc-boutement. 
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Équilibre  du  coin, 

La  presse  à  coin  consiste  en  un  prisme  triangulaire,  qu'on 
enfonce  entre  deux  pièces  qu'il  s'agit  d'écarter  en  exerçant 
une  forte  pression  sur  les  matières  qui  s'opposent  à  cet  éca^ 
tement  (Jig.  67  ). 

Soit  P  l'effort  exercé  sur  la  tète  du  coin,  c'est-à-dire  sur  la 
face  horizontale  supérieure,  on  demande  quels  sont  les  efforts 
qui  en  résultent  sur  les  faces  latérales,  efforts  qui  sont  égaux 
et  directement  opposés  aux  réactions  des  corps  pressés  sur  le 
coin. 

Si  l'on  néglige  le  frottement,  ces  réactions  sont  normales 
aux  faces  correspondantes,  et  il  faut  pour  l'équilibre  que  les 
trois  forces  P,  N,  N',  auxquelles  est  soumis  le  coin,  se  rencon- 
trent «en  un  même  point  A,  et  que,  de  plus,  chacune  d'elles 
soit  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  des  deux 
autres.  De  sorte  que,  si  on  décompose  la  force  P  en  deux 
autres  AD,  AC  dirigées  suivant  les  normales  aux  faces  laté- 
rales, les  longueurs  AD,  AC  représentent  les  réactions  exercées 
sur  ces  faces.  Or,  le  triangle  ABC  est  semblable  au  triangle 
section  droite  du  coin;  donc  on  peut  énoncer  le  théorème  en 
disant  que  les  pressions  sont  entre  elles  comme  les  côtés  du 
triangle  section  droite  du  coin. 

Quand  on  veut  tenir  compte  du  froitcment,  il  faut  considérer 
les  réactions  comme  inclinées  sur  les  plans  de  contact.  A 
l'instant  où  le  coin  est  sur  le  point  de  descendre,  ces  réactions 
font  avec  la  normale  un  angle  égal  à  <p,  du  côté  du  haut. 

Supposons  le  coin  isocèle  {Jig,  68),  et  soit  2 a  Tangle  au 
sommet.  Le  coin  est  serré  entre  deux  corps  soumis  chacun 
à  une  force  horizontale.  Dans  Fétat  d'équilibre,  les  deux 
forces  latérales  ont  une  valeur  commune  Q,  sans  quoi  tout  le 
système  se  déplacerait  dans  le  sens  de  la  plus  grande.  Cette 
condition  est  la  seule  qui  soit  fournie  par  l'équilibre  de  l'en- 
semble. 

Cela  posé,  l'équilibre  du  coin  donne  l'équation 

„         -.  sin(a-+-©) 

P=  2N '-y 

COS9 
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à  laquelle  il  faut  ajouter,  pour  l'équilibre  de  chacun  des  solides 
latéraux  9 

Q  _  j^  C0S{ajjr_9) . 

cos  9       ' 

on  a  donc 

P  =  2Qtang(a-|-9). 

Cette  relation  donne  P  =  oo  pour  a  =  90®  —  cp.  Le  coin  est 
alors  très-^obtus  et  incapable  de  s'enfoncer  [fig.  69)  (*). 

Supposons  maintenant  le  mouvement  sur  le  point  de  nattre 
dans  l'autre  sens,  c*est-à-dire  le  coin  près  de  remonter  sous 
l'influence  des  efforts  latéraux.  Pour  avoir  les  formules  qui 
conviennent  à  ce  cas,  il  faut  changer  les  signes  des  forces  tan* 
gentielleSy  ou  celui  de  l'angle  9  dans  le  résultat  final.  On  a 

P  =  2Qtang(a— 9). 

Pour  a  =  9,  on  a  P  =  o.  Si  donc  l'angle  au  sommet  est  plus 
petit  que  le  double  de  l'angle  de  frottement  (fig*  70),  il  n'y 
aura  pas  besoin  de  force  pour  maintenir  le  coin  enfoncé» 
quels  que  soient  les  efforts  latéraux.  Tel  est  le  principe  de 
\i  presse  à  coin. 

Équilibre  de  la  vis» 

Considérons  ijlg»  71)  une  vis  à  filets  carrés,  chargée  d'un 
poids  Q,  et  sur  la  tête  de  laquelle  est  appliqué  un  couple  ho- . 
rizontal,  dont  le  moment  est  Vp.  L'écrou  est  maintenu  fixe, 
et  on  suppose  que  la  vis  soit  sur  le  point  de  monter  sous  l'ef- 
fort du  couple  Pp,  malgré  la  résistance  Q. 

Dans  ces  conditions,  l'équilibre  a  lieu  entre  les  forces  direc* 
tement  appliquées  à  la  vis,  et  les  réactions  qu'elle  reçoit  de 
l'écrou.  Soit  r  le  rayon  de  l'hélice  moyenne,  i  son  inclinaison 
à  l'horizon  ;  nous  admettrons  que  les  actions  mutuelles  R  qui 
s'exercent  aux  divers  points  de  contact  de  la  vis  et  de  l'écrou 
sont  toutes  égales,  et  disposées  symétriquement  dans  des  plans 


(*)  On  fait  abstraction  ici  du  frottement  entre  les  blocs  A  et  B  et  leurs  sup- 
ports. 
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tangents  au  cylindre  sur  lequel  est  tracée  rhélice  moyenne. 
Ces  réactions  {Jig,  72)  font  un  angle  9  avec  la  normale  aux 
surfaces  en  contact,  par  suite,  un  angle  égal  à  1  +  9  avec  la 
génératrice  du  cylindre;  et  l'on  a  pour  l'équilibre  de  la  vis  les 
équations 

Q=2Rcos(/-f-9),     P/?=2)^''sin(i-h9); 

d'où,  en  éliminant  ^  ^> 

P/>==Qrtang(i -4-  9). 

Pour 

1  +  9  =90% 

le  moment  Vp  est  infini,  ce  qui  montre  qu'il  n'est  pas  possible 
de  vaincre  le  frottement  qu'une  charge,  aussi  faible  qu'on  le 
voudra,  détermine  sur  une  vis  à  pas  très-allongé. 

On  passe  au  cas  du  mouvement  descendant  en  changeante 
signe  de  9  dans  les  équations  précédentes.  Si  l'on  résout  l'équa- 
tion ainsi  obtenue  par  rapport  à  Q,  qui  joue  dans  le  cas  actuel 
le  rôle  de  puissance,  on  trouve 

Q=-^cot(i-9); 

Q  est  inGni  pour  1  =  9.  Donc,  pour  une  vis  à  filets  peu  inclinés, 
ce  qui  est  le  cas  des  vis  de  pression,  aucune  force  dirigée 
dans  le  sens  de  l'axe  ne  pourrait  desserrer  la  vis.  Pour  i  <[9, 
la  pression  Q  étant  donnée,  on  trouve  pour  Vp  une  valeur  né- 
gative, ce  qui  indique  que,  pour  desserrer  la  vis,  il  faut  lui 
appliquer  un  couple  agissant  dans  le  même  sens  que  la  force  Q, 
seulement  l'effort  à  exercer  est  assez  faible. 

On  trouverait  des  résultats  du  même  genre  en  supposant 
la  vis  fixe  et  l'écrou  mobile.  Dans  les  cas  ordinaires,  il  est  tout 
à  fait  impossible  de  desserrer  un  écrou  par  un  effort  de  trac- 
tion,  tandis  qu'un  couple  assez  petit  est  suffisant. 

Quand  on  craint  que  des  vibrations  répétées  n'amènent  ce 
résultat  à  la  longue,  on  emploie  un  contre-écrou,  dont  l'effet 
est  d'empêcher  l'écrou  proprement  dit  de  tourner,  ce  qui  ne 
pourrait  se  faire  sans  soulever  le  contre-écrou. 
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Prisons  des  bocards. 

Soit  AB  (fig*  73)  une  tige  de  pilon  dirigée  dans  son  mouve- 
ment par  quatre  guides.  Cette  tige  est  armée  d'un  mentonnet 
sur  lequel  s'exerce  l'action  de  la  came.  Soit  N  la  pression  de  la 
came  perpendiculaire  au  mentonnet,  Q  le  poids  du  bocard  et 
de  la  tige.  Cherchons  les  conditions  d'équilibre  qui  conviennent 
au  cas  où  le  mouvement  est  sur  le  point  de  nattre  dans  le  sens 
de  la  puissance  de  P  (^  ). 

Étudions  géométriquement  le  phénomène.  L'effet  de   la 

force  P  sera  d'abord  d'appuyer  la  tige  aux  points  a  et  a'  et  de 

lui  fiadre  quitter  les  deux  autres  guides,  au  contact  desquels  il 

n'y  aura  aucune  pression,  partant  aucun  frottement.  Donc 

Véquilibre  a  lieu  sous  l'influence  des  forces  P,  Q,  des  réactions 

normales  et  des  réactions  tangentielles  des  points  a  et  a\  ces 

dernières  étant  dirigées  vers  le  ba&  de  la  figure. 

Projetons  sur  la  verticale,  nous  aurons 

P  =  2/N  +  Q; 

prenons  les  moments  par  rapport  au  point  0  pris  sur  Taxe  de 
la  tige,  nous  trouverons 

P6=:N/; 

60  éliminant  N  entre  ces  équations,  nous  aurons 


d'où 


/— 2/6"'"'  ^  /  — 2/6 


Le  second  terme  mesure  l'influence  du  frottement;  il  peut  de- 
venir infini  si  l'on  a 

/:=2/6; 

alors  le  glissement  est  impossible,  et  l'équilibre  a  lieu  entre 
la  puissance  et  la  résistance  par  l'intermédiaire  de  réactions 


(*)  On  fait  encore  abstraction  ici  du  frottement  de  la  came  sur  le  men- 
tonnet. 
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qui  font  avec  les  normales  aux  surfaces  pressées  des  angles 
plus  petits  que  l'angle  du  frottement.  Ce  genre  d'équilibre 
particulier  s'appelle  arc-bouiemeni. 

Pamin  exemple.  —  Falei  de  menuisier.  —  On  connatt  cet 
instrument  en  fer  qui  sert  au  menuisier  pour  Qxer  sur  son 
établi  le  bois  qu'il  travaille  {Jtg.  74)- 

L'établi  est  percé  d'un  trou  dans  lequel  on  introduit  la  pièce 
en  fer  V,  qu'on  enfonce  d'un  coup  de  maillet.  Le  morceau  de 
bois  mn  se  trouve  alors  très-solidement  assujetti;  c'est-à-dire 
que,  quelque  grand  que  soit  l'effort  P  qu'il  exerce  pour  sou- 
lever le  valet,  tout  mouvement  de  ce  genre  est  impossible.  Au 
contraire,  on  desserre  facilement  le  tout  par  un  coup  frappé 
en  K  ou  en  L  dans  la  direction  de  la  flèche.  Cherchons  les 
conditions  pour  que  le  mouvement  soit  sur  le  point  de  naître 
dans  le  sens  ascendant,  sous  l'influence  de  la  force  P  et  du 
poids  Q  appliqué  en  G. 

Nous  aurons  deux  forces  extérieures,  l'une  Q,  le  poids  du 
valet,  l'autre  P,  la  réaction  de  la  pièce  de  bois  pressée.  Les 
forces  P  et  Q  ont  pour  résultante  une  force  S  qui  leur  est  pa- 
rallèle et  située  du  côté  de  la  plus  grande  P.  U  faut  pour  l'équi- 
libre que  les  réactions  R  et  R'  se  coupent  sur  la  direction  de 
cette  force,  chose  qui  n'est  pas  possible  avec  les  dimensions 
ordinaires. 

Donc  le  mouvement  dans  le  sens  ascendant  n'est  pas  pos- 
sible. Alors,  dans  l'équilibre  comme  il  est  établi,  les  réactions 
ne  font  plus  avec  la  normale  un  angle  9.  Elles  font  un  angle 
plus  petit  et  se  disposent  de  manière  que  leurs  directions  vont 
précisément  se  couper  sur  la  direction  de  S,  et  que  la  résul- 
tante de  ces  réactions  est  égale  et  directement  opposée  à  S. 
Si  l'on  exerce  au  point  K  une  force  ascendante  détruisant  l'effet 
de  la  force  Q  et  remplaçant  cette  force  par  une  autre  en  sens 
contraire,  on  déplacera  la  résultante  S  et  on  l'amènera  au 
point  H,  où  se  croisent  les  réactions  dont  rinclinaisonsurla 
normale  est  celle  qui  convient  à  la  rupture  de  l'équilibre.  Ainsi 
se  trouve  desserré  le  valet. 

Dbuxièiib  exemple.  —  Encliquetage  à  frottement.  —  Les 
mêmes  principes  nous  expliqueront  comment  on  exécute, 
ainsi  que  nous  l'avons  dit  en  Cinématique,  des  encliquetages 
fondés  sur  la  propriété  de  l'arc-boutement. 
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Soit  AB  {Jig.  75)  une  tige  qui  ne  peut  que  glisser  suivant  sa 
fugueur.  Une  came  C,  mobile  autour  du  point  0,  est  constam- 
lent  pressée  contre  AB  par  Taction  d'un  ressort  DE  dont  l'ex- 
émité  E  est  fixe.  Si  Ton  cherche  à  faire  glisser  AB  dans  le 
îDS  de  la  flèche,  la  came  ne  s'y  opposera  pas  ou  du  moins  ne 
ra  que  développer  en  F  un  frottement  qu'il  sera  facile  de 
lincre.  Mais  si  l'on  veut  donner  à  AB  un  mouvement  en  sens 
intraire,  la  came  empêchera  ce  mouvement  de  se  produire. 
il  y  avait  glissement  de  AB  sur  la  came  dans  ce  nouveau  sens, 
came  éprouverait  en  F  une  action  totale  dirigée  suivant  une 
pie  FH  faisant  avec  la  normale  FG  un  angle  égal  à  l'angle  de 
dUement.  Mais  le  point  0  est  choisi  de  manière  à  se  trouver 
l'intérieur  de  l'angle  GFH  :  la  came  ne  pourrait  donc  pas 
ister  immobile  sous  l'action  de  la  force  dirigée  suivant  FH, 
jisque  cette  force  et  le  ressort  DE  tendraient  l'un  et  l'autre 
la  foire  tourner  dans  le  même  sens  autour  du  point  0. 
Cet  encliquetage  peut  être  appliqué  à  un  mouvement  de  ro- 
tion.  AB  est  remplacé  par  un  anneau  circulaire  à  l'intérieur 
iquel  agissent  plusieurs  cames  telles  que  C,  disposées  régu- 
brement  au  centre  de  cet  anneau.  C'est  l'encliquetage  Dobo 
'oir  Cinématique,  p.  292  et  Jig.  228  bis). 


§  YIII.  —  R£sistàncb  au  roulement. 

Lorsqu'un  cylindre  pesant  roule  uniformément  sur  une  sur- 
ce  plane  et  horizontale,  les  deux  corps  éprouvent,  dans  le 
)isinage  du  point  de  contact,  des  déformations  plus  ou  moins 
3nnanentes.  De  là  un  travail  résistant  dû  aux  actions  mole- 
ilaires  qui  se  développent  entre  les  deux  corps,  et  par  con- 
îquent  il  faut  une  force  exerçant  un  certain  travail  moteur 
9ur  entretenir  le  mouvement  uniforme  du  rouleau.  De  même, 
3ur  rompre  l'équilibre  supposé  établi,  il  faut  une  force  dont 
I  moment,  par  rapport  à  l'arête  de  contact,  axe  instantané  de 

rotation  qui  doit  se  produire,  soit  précisément  égal  au  mo- 
lent  des  actions  mutuelles  dont  le  siège  est,  eu  égard  à  la  dé- 
irmation,  en  dehors  de  cette  arête  géométrique.  Ces  actions 
3rtent  le  nom  de  résistance  au  roulement.  Cette  résistance 
st  généralement  très-faible;  cependant  il  est  utile  de  con- 
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nattre  les  lois  qui  la- régissent,  pour  savoir  quelle  est  son  in- 
fluence dans  chacun  des  cas  où  elle  se  trouve  mise  en  jeu  (*), 
et  de  s'assurer  si  cette  influence  est  négligeable.  Coulomb  a  le 
premier  déterminé  expérimentalement  les  lois  de  la  résistance 
au  roulement. 

Considérons  (fig.  76)  deux  madriers  horizontaux  séparés  par 
un  intervalle  vide.  Sur  ces  madriers  se  trouve  posé  un  rouleaa 
en  bois  de  gaïac  de  rayon  CA  =  r.  Pour  produire  sur  ce  rou- 
leau une  pression  variable,  on  faisait  passer  sur  lui  une  Bcelle 
aux  deux  extrémités  de  laquelle  étaient  suspendus  deux  poids 
égaux  à  la  moitié  de  la  charge  Q  qu'on  voulait  donner  au  rou- 
leau. Cela  fait,  pour  déterminer  le  mouvement  dans  un  certain 
sens,  on  ajoutait  d'un  côté  une  surcharge  9,  et  Ton  observait 
quelle  était  dans  chaque  cas  la  force  q  ou  plutôt  le  moment  qr 
nécessaire  pour  que  le  mouvement  fût  sur  le  point  de  se  pro- 
duire, ou  pour  qu'un  mouvement  très-lent  persistât  uniformé- 
ment une  fois  imprimé. 

Considérons  l'équilibre  sur  le  point  d'être  rompu  :  il  est 
clair  que  la  réaction  totale  de  l'appui  est  une  force  verticale  et 
ég^le  à  Q  +  9.  Donc  le  mouvement  qui  tend  à  se  produire  ne 
saurait  être  un  glissement,  quelle  que  soit  l'intensité  de  la 
force  9,  bien  que  rien,  dans  les  conditions  géométriques  de  h 
question,  ne  s'oppose  à  ce  que  le  mouvement  soit  plutôt  ud 
glissement  qu'un  roulement.  Mais  nous  savons  que  le  premier 
n'existe  que  si  la  réaction  de  l'appui  est  inclinée  d'un  certain 
angle  9  sur  la  normale.  Ici,  au  contraire,  la  réaction  Q  -f-  ^  de 
l'appui  est  verticale;  seulement,  comme  cette  réaction  doit 
avoir  pour  l'équilibre  un  moment  égal  et  de  signe  contraire  au 


(*)  Toutes  \v»  fois  que  Ton  aura  dans  une  machine  deux  surfaces  (dont  l'une 
au  moins  doit  être  mobile)  assujetties  à  être  constamment  en  contact  l'une  arec 
l'autre,  et  en  outre  à  remplir  certaines  conditions  qui  résultent  de  leur  lîaÎMD 
géométrique  avec  d'autres  pièces  fixes  ou  mobiles,  il  faudra  commencer  par  étu- 
dier géométriquement  la  nature  du  mouvement  relatif  de  l'un  des  deux  corps 
par  rapport  à  l'autre.  La  première  question  qui  se  trouve  posée  est  donc  toujours 
une  question  de  Cinématique  :  c'est  cette  science  qui  nous  apprendra  si  le  mou- 
vement relatif  est  un  roulement,  un  glissement,  un  mouvement  mixte  composé 
des  deux.  Quelquefois  il  arrivera  que  l'un  ou  l'autre  effet  sera  possible  indiffé- 
remment ou  point  de  vue  géométrique;  alors  la  Dynamique  fera  connaître  quel 
est  le  mouvement  effectif. 


\ 
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ment  qr  de  la  force  additionnelle,  elle  doit  s'écarter  du 
Dt  de  contact  A,  dans  le  sens  du  mouvement,  d'une  dis- 
se i  déterminée  par  l'équation 

loulomb  a  constaté  que  le  rapport  ^^ —  du  poids  addi- 

inel  à  la  réaction  normale  ou  pression  est  constant  pour  un 

me  rayon  r  et  pour  les  mêmes  substances  en  contact. 

I  a  cru  reconnaître  en  outre  que  quand  le  rayon  r  varie,  le 

popl  77~ —  varie  en  raison  inverse  de  ce  rayon  r,  de  sorte 

j  le  rapport  du  moment  moteur  à  la  pression,  ^Y^ — ,  c'est- 

ire  la  distance  d,  est,  d'après  l'équalion  précédente,  une 
igueur  constante,  quel  que  soit  le  rayon  r. 
'ette  loi,  comme  celles  du  frottement,  a  été  trouvée  par 
ilomb  dans  les  limites  de  la  pratique;  il  serait  absurde  de 
iloir  l'appliquer  en  dehors  de  ces  limites,  car  la  longueur  AA' 
i  doit  toujours  être  beaucoup  plus  petite  que  r.  M.  Morin, 

•  de  nouvelles  expériences,  a  vérifié  que  cette  loi  est  très- 
Qsftmment  approchée  dans  les  cas  ordinaires. 

jsk  longueur  d,  dans  les  expériences  de  Coulomb  relatives  à 
cylindre  de  bois  de  gaïac  de  o'",i6a  de  diamètre  roulant  sur 
i  règles  en  chêne,  a  été  trouvée  égale  à  o^jOoo^S. 
7as  d'une  réaction  inclinée,  —  On  peut  encore  produire -le 
ilement  d'une  autre  manière.  Le  cylindre  supportant  tou- 
irs  une  force  Q,  on  peut  lui  appliquer  une  force  horizon- 

*  9  (fie'  77)*  Voyons  quelles  sont  les  conditions  pour  que 
roulement  soit  sur  le  point  de  naître. 

jà  réaction  du  corps,  R,  qui  doit  toujours  être  égale  et  op- 
îée  à  la  résultante  de  Q  et  de  ç,  doit  être  ici  oblique;  elle 
ise  par  un  point  A'  situé  en  avant  de  A  et  se  décompose  en 
iXyl'une  verticale  et  égale  à  Q,rauire  horizontale, égaleà  q  et 
igée  en  sens  inverse  du  mouvement.  L'expérience  a  prouvé 
e  le  moment  qh  de  la  force  parallèle  au  plan  par  rapport 
i  ou  à  A'  a  la  même  valeur  que  le  moment  qr  dans  le  cas 
îcédent,  les  pressions,  dans  les  deux  cas,  étant,  bien  en- 
idu^  supposées  égales. 
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Or»  si  nous  remplaçons  la  réaction  R  par  ses  composantes, 
il  faudra  pour  l'équilibre  que  le  moment  Qi  soit  égal  à  qh;  de 
sorte  que  la  distance  S  du  point  A'  au  point  A  est  la  même  que 
dans  le  cas  déjà  étudié.  Celte  quantité  d  étant  connue,  nous 
aurons  pour  Téquation  de  l'équilibre 

Qd  =  qh. 
d'où 


Mais,  dans  le  cas  actuel,  il  peut  y  avoir  glissement  ou  roule- 
ment, puisque  la  réaction  de  l'appui  est  inclinée  sur  la  nor- 
male; le  premier  cas  se  produira  quand  cette  inclinaison  sen 
égale  à  l'angle  de  frottement. 

Il  y  aurait  donc  glissement  si  la  force  q=:Q  tj  nécessaire 

au  roulement,  était  plus  forte  que  la  force  /Q,  c'est-à-dire  si 
l'on  avait 


0 


En  résumé,  toutes  les  fois  qu'un  corps  roule  sur  un  autre, 
la  réaction  totale  de  l'appui  passe  un  peu  en  avant  de  l'arête 
de  contact  géométrique,  toujours  dans  le  sens  du  mouvement. 

La  distance  S  du  point  d'application  de  cette  réaction  au 
point  de  contact  ne  dépend  nullement  de  la  direction  de  celte 
réaction  qui  peut  être  normale  ou  inclinée. 

Dans  ce  dernier  cas,  l'appui  exerce  une  réaction  tangentielle 
qui  peut  être  quelconque,  pourvu  qu'elle  soit  inférieure  à 
celle  qui  correspond  au  glissement  sur  le  point  de  nattre. 

Usage  des  rouleaux  pour  le  transport  horizontal  des 

fardeaux. 

Quand  on  veut  transporter  horizontalement  un  madrier 
très-lourd,  ou  une  pierre  de  taille,  il  est  presque  impossible 
de  les  faire  glisser  sur  un  sol  rugueux  dont  le  coefBcient  de 
frottement  est  considérable.  On  remplace  le  glissement  par  le 
roulement,  le  frottement  par  la  résistance  au  roulement,  qui 
est  beaucoup  plus  faible. 
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Pour  cela,  on  dispose  parallèlement  sur  le  sol  deux  rou- 
eaux  de  même  rayon  r(Jlg.  78),  et  Ton  place  dessus  le  ma- 
Irier  qu'il  faut  transporter;  puis  on  applique  à  ce  madrier  une 
brce  de  traction  Q  pour  le  faire  avancer.  On  demande  quelle 
toit  être  la  valeur  de  cette  force  pour  que  le  mouvement  soit 
nir  le  point  de  naître,  connaissant  le  poids  P  du  madrier. 

Comme  dans  toutes  les  questions  de  ce  genre»  il  faut  d'abord 
étudier  comment  se  fera  le  mouvement  au  point  de  vue  géo- 
nétrique. 

Les  rouleaux  auront  un  mouvement  instantané  de  rotation 
lotour  de  leur  arête  de  contact,  A  pour  Tun,  A.  pour  l'autre. 
Le  madrier  à  son  tour  roulera  sur  ces  rouleaux  dont  le  mou- 
rement  relatif  par  rapport  au  madrier  sera  également  une 
rotation  instantanée  autour  du  point  B  dans  le  sens  de  la 
llèche^(*). 

Cherchons  maintenant  les  conditions  d'équilibre  sur  le 
point  d'être  rompu.  Prenons  l'un  des  rouleaux.  Il  roule  à  la 
fois  sur  le  plan  et  sur  le  madrier;  et,  si  nous  négligeons  son 
poids,  les  seules  forces  qui  lui  sont  appliquées  sont  les  réac- 
tions des  corps  en  contact. 

D'après  la  théorie  du  roulement  des  solides  naturels,  la 
réaction  totale  du  point  d'appui  passe  en  un  point  A'  situé  en 
avant  du  point  A,  et  elle  se  compose  en  général  d'une  réac- 
tion normale  N  et  d'une  réaction  langentielle  F  (**)  dirigée  en 
sens  inverse  du  mouvement. 


(*)  D'après  cela,  on  reconnait  d'abord  que  la  vitesse  du  madrier  sera  double 
de  celle  des  centres  des  rouleaux.  En  cflct,  puisque  le  mouvement  du  premier 
rouleau  est  un  mouvement  instantané  de  rotation  autour  du  point  A,  les  vitess&s 
de  SCS  différents  points  sont  entre  elles  comme  leurs  distances  au  point  A  ;  donc, 
U  vitesse  du  point  B  est  double  de  la  vitesse  du  point  0,  et,  d'un  autre  côté, 
la  vitesse  du  point  B  est  la  même  que  celle  du  point  du  madrier  qui  coïncide 
avec  lui  pour  qu'il  n'y  ait  pas  glissement. 

n  résulte  de  là  que  le  corps  P,  s'avançant  deux  fois  plus  vite  que  les  rou- 
leaux, finira  par  les  quitter,  de  sorte  qu'il  en  faut  un  troisième  qu'on  apportt^ 
à  la  partie  antérieure  du  corps  P,  un  peu  avant  que  celui  de  derrière  se 
troBve  dégagé. 

{**)  On  sait  que  cette  dernière  réaction  est  nulle  dans  certains  cas;  son  exis- 
tence n'est  donc  point  une  conséquence  nécessaire  du  roulement.  Dans  tous  les 
cas,  il  est  bien  évident  qu'on  sera  toujours  averti  de  son  absence,  parce  qu'on 
trooTera  sa  valeur  égale  à  zéro. 

II.  I  3 
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A  la  partie  supérieure,  il  y  a  mouvement  relatif  du  rouleau 
sur  le  madrier,  et  il  est  bien  clair  que  ce  mouvement  a  lieu 
en  sens  inverse  du  premier.  Donc»  la  réaction  sera  inclinée, 
passera  par  un  second  point  B'  situé  à  une  certaine  distance  V 
en  arrière  de  B,  et  elle  pourra  se  décomposer  en  deux,  l'une 
normale,  Tautre  tangentielle.  La  quantité  à'  sera  généralement 
différente  de  i  parce  que  les  substances  en  contact  ne  sont 
pas  les  mêmes  dans  les  deux  cas. 

Cela  posé,  pour  l'équilibre  de  ce  rouleau,  il  faut  d*abord  que 
les  réactions  normales  soient  égales  en  bas  et  en  haut;  il  doit 
en  être  de  même  des  réactions  tangentielles.  Prenons  de  plus 
les  moments  des  quatre  forces  autour  du  point  B,  et  nous 
aurons 

et,  pour  l'autre  rouleau, 

F,X2r=N.(a-+-d'). 

Écrivons  maintenant  les  équations  qui  résultent  de  l'équi- 
libre du  madrier. 

Il  est  soumis  à  des  forces  égaies  et  opposées  aux  réac- 
tions N,  Ni  et  F,  F„  qu'il  exerce  sur  les  rouleaux;  on  aura 
donc,  pour  l'équilibre  de  ce  corps  solide, 

F-f-F.=:Q,     N-hN.=  P. 

En  ajoutant  les  premières  équations  membre  à  membre,  et 
ayant  égard  à  ces  dernières,  nous  aurons 

d'où 

Comme  application  numérique,  faisons 

4  =  0", CI,     ô'  =  o,ooi,     r=:o,ï, 

on  aura 

Q  =  o,o55P. 

Ainsi,  la  résistance  est  considérablement  réduite. 
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On  emploie  toujours  ces  rouleaux  pour  transporter  horizon- 
talement une  pierre  de  taille  arrivée  au  sommet  du  tas,  c'est- 
à-dire  à  la  partie  supérieure  d'un  mur  en  construction.  On  a 
des  appareils  Gxes  qui  servent  à  l'élever  sur  le  tas  en  un  point 
donné»  puis,  par  des  rouleaux,  on  la  conduit  à  la  place  qu'elle 
doit  occuper.  Ces  rouleaux  n'ont  pas  la  forme  cylindrique;  ils 
sont  généralement  fusoïdes  ou  renflés  au  milieu  (fig,  79),  afin 
qu'on  puisse  facilement  changer  quelque  peu  leur  direction, 
soit  que  leur  axe  n'ait  pas  été  à  l'origine  exactement  perpen- 
diculaire aux  faces  du  mur,  soit  que  celui-ci  se  compose  de 
parties  faisant  un  angle  très-obtus. 

Galets, 

Les  galets  ne  rendent  pas  le  même  service  que  les  rou- 
leaux; ils  n'ont  pas  pour  effet  de  supprimer  complètement  le 
frottement;  seulement  ils  diminuent  le  travail  inutilement 
consommé. 

Considérons,  par  exemple,  le  tourillon  à  roulettes  comme 
celui  qui  est  employé  dans  la  machine  d'Atwood;  ce  tourillon 
porte  sur  les  jantes  croisées  de  deux  galets,  mobiles  eux* 
mêmes  sur  leurs  propres  tourillons  {Jig.  80). 
.  Le  frottement  est  complètement  remplacé  sur  le  tourillon 
principal  par  un  roulement  dont  l'effet  nuisible  est  négli* 
geable.  Mais  il  y  a  ailleurs  des  parties  fixes  dans  le  sys- 
tème; le  frottement  n'est  donc  pas  détruit;  'A  ne  fait  que 
changer  de  place,  car  il  se  produit  maintenant  entre  les  tou- 
rillons des  galets  et  leurs  coussinets.  L'avantage  qu'on  trouve 
dans  cette  position,  c'est  que  le  travail  du  frottement  est  con- 
sidérablement réduit. 

En  effet,  si  le  tourillon  avait  porté  sur  un  coussinet  fixe,  le 
travail  pour  un  tour  de  la  roue  aurait  été  égal  au  frottement 
multiplié  par  la  circonférence  de  ce  tourillon,  tandis  qu'avec 
cette  disposition,  pendant  que  le  tourillon  fait  un  tour,  le 
galet  ne  fait  qu'une  fraction  de  tour,  de  sorte  que  le  travail 
du  frottement,  qui  est  égal  au  produit  de  ce  frottement  par 
une  fraction  égale  de  la  circonférence  du  tourillon  des  galets, 
est  beaucoup  plus  petit  que  dans  le  premier  cas. 

Mais,  à  côté  de  cet  avantage,  nous  pourrions  signaler  dans 

i3. 
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certains  cas  un  grand  nombre  d'inconvénients  pratiques  dont 
nous  avons  déjà  dit  quelques  mots  ailleurs.  Par  exemple, 
quand  on  se  sert  de  galets  pour  guider  une  tige  en  ligne  droite 
(Jig.  81  )f  il  arrive  de  deux  choses  l'une  :  ou  bien  la  tige  tend  à 
dévier  dans  le  sens  A,  ou  bien  dans  le  sensB.  Dans  le  premier 
cas,  le  mouvement  ayant  lieu  dans  le  sens  de  la  flèche  F,  le 
galet  tournera  dans  le  sens  de  la  flèche  a;  dans  le  second,  le 
galet  tournera  dans  le  sens  de  la  flèche  6.  Il  y  a  un  moment 
d'arrêt  quand  le  sens  du  mouvement  change;  un  glissement 
se  produit  alors,  d'où  il  résulte  qu'il  se  forme  dans  le  galet 
des  méplats  qui  empêchent  bientôt  le  galet  de  rouler.  On 
retombe  ainsi  dans  l'inconvénient  qu'on  avait  voulu  éviter. 


§    IX.   —  FrOTTEME?IT   sixte   des  EKGRBlfAGES. 

Nous  avons  encore  à  étudier  le  cas  mixte  où  deux  corps 
roulent  et  glissent  en  même  temps  l'un  sur  l'autre,  comme 
cela  se  présente  pour  les  engrenages  (*). 


(  *  )  Rappclons-Rous  d'abord  la  questioo  cinématique  de  la  tracsmission  du 
mouTement.  Noud  arons  trouTé  qu*au  moyen  des  engrenages  le  mouTement  de 
l'une  des  roue*  se  transmet  uniformément  à  l'autre.  Or,  cela  a  été  démontre 
géométriquement,  indépendamment  de  la  nature  des  roues,  des  frottements,  etc. 
Donc  cela  aura  toujours  lieu,  quels  que  soient  les  frottements  qui  se  mani- 
festent et  la  grandeur  des  cITorts  mis  en  jeu;  les  résistances  passiTCS  n'ont  donc 
aucun  effet  sur  la  transmission  du  mouvement  proprement  dit;  elles  ne  font 
qu'augmenter  le  travail  qu'il  faut  dépenser  pour  entretenir  le  mouvement  uni* 
forme  de  la  roue  motrice.  Je  signale  en  passant  ce  nouvel  exemple  de  l'indé- 
pendance parfaite  des  deux  points  de  vue  différents  auxquels  on  peut  se  placer 
pour  étudier  les  machines  : 

i*'  Considérées  comme  organes  de  transmission  de  mouvement,  elles  se  com- 
portent  comme  des  figures  géométriques  et  sont  uniquement  soumises  aux  lois 
do  la  Géométrie.  Otte  première  partie  détermine  les  vitesses  du  tous  les  divers 
points  en  fonction  de  celle  d'un  seul  pris  à  volonté. 

i9  Considérées  comme  transmettant  l'action  des  forces  d'un  point  et  d'une 
direction  à  un  autre  point  et  à  une  autre  direction,  les  machines  sont  régies 
par  le  théorème  du  travail  :  ce  théorème,  comme  nous  l'avons  vu,  donne  en 
fonctio  1  du  travail  disponible  à  chaque  instant  les  lois  de  la  vitesse  du  point 
régulattur,  et  par  conséquent  celles  de  tous  les  autres. 

Accii'entellemeut,  toutes  ces  vitesses  peuvent  être  nulles,  c'est-à-dire  le  mou- 
vement impossible,  ce  qui  n'est  nullement  en  contradiction  avec  les  lois  pri- 
mord 'aies  delà  Cinématique. 
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Dans  ce  cas,  on  néglige  généralement  la  résistance  due  au 
roulement,  parce  que  les  dents  sont  assez  dures  et  assez  bien 
polies  par  le  frottement  même,  pour  que  cette  résistance  soit 
tout  à  fait  négligeable,  surtout  en  présence  du  frottement,  qui 
est  beaucoup  plus  considérable. 

Nous  supposerons  que  le  contact  commence  un  pas  avant  la 
ligne  des  centres,  et  unisse  un  pas  après,  ce  qui  conduit  à 
avoir  constamment  deux  paires  de  dents  en  contact.  Soit  T 
[Jig,  8^  )  le  point  de  contact  de  deux  dents  sur  la  ligne  des 
centres  :  quand  les  roues  auront  tourné  chacune  de  l'angle 
correspondant  à  un  pas,  le  point  de  contact  T  aura  parcouru 
sur  chaque  circonférence  primitive  des  espaces  TM'  et  TM. 
L'arc  de  glissement  est  égal  à  MM'.  Le  mouvement  relatif  de 
la  roue  C  par  rapport  à  C  comprend  un  glissement  MM'  et  un 
roulement  de  M'  en  T';  nous  négligerons  le  travail  nuisible 
résultant  de  ce  roulement. 

Supposons  le  pas  a  très-pelit;  alors  M'M  sera  sensiblement 
égal  à  sa  projection  sur  la  ligne  des  centres,  c'est-à-dire  à  LL'. 
Or 

LL'  =  TL-f-TL'=^U-^  =  ?-(i4.i;V 
Si  l'on  désigne  par  N  la  valeur  moyenne  (*),  pendant  le  par- 


(*)  La  prcsftioD  N  n'est  pas  constante  en  (junéral  ;  elle  ne  le  serait  rigoureu- 
sement que  dans  le  cas  de  l'encrenagc  à  développantes,  et  encore  si  l'on  négli- 
geait le  frottement. 

Supposons  en  eflet  un  engrenage  quelconque  (  fig.  83  ).  Soit  P  la  puissance 
appliquée  à  l'une  des  roues,  Q  la  résistance  appliquée  à  l'autre,  et  soit  AB  la 
ligne  suivant  laquelle  s'exerce  la  pression  M  à  un  certain  moment,  c'est-à-dire 
la  normale  aux  surfaces  de  deux  dents  en^  contact,  normale  qui  passe  toujours 
an  point  de  contact  T  des  circonférences  primitives  sur  la  ligne  des  centres. 

Pour  que  la  roue  C  soit  en  équilibre,   en  négligeant  le  frottement,  il   faut 

qu'on  ait 

PR 

PR  =  Nr,     d'où     1^=--, 

R  et  r  désignant  les  bras  du  levier  des  forces  P  et  ^  par  rapport  au  centre  C  ; 
or,  il  n'y  a  que  dans  l'engrenage  à  développantes  que  r  soit  constant;  donc  il 
n'y  a  que  dans  cet  engrenage  que  la  pression  normale  N  soit  constante,  du  moins 
quand  on  néglige  le  frottement. 

Pour  les  autres,  elle  est  variable;  c'est  la  valeur  moyenne  de  cette  quantité 
qu'on  fait  entrer  dans  l'expression  du  travail  du  frottement. 
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cours  d'un  pas,  de  la  somme  des  composantes  normales  des 
actions  mutuelles  des  deux  paires  de  dents  en  contact,  le 
frottement  sera  égal  à  /N,  et  le  travail  du  frottement  pendant 
ce  parcours  sera  égal  au  produit  de/N  par  l'arc  de  glissement; 
donc  le  travail  du  frottement  pour  le  parcours  d'un  pas  est 
égal  à 

Admettant  cette  valeur  approximative,  représentons  par  T  le 
travail  moteur,  par  T'  le  travail  résistant  utile,  ces  quantités 
de  travail  étant  prises  pour  un  parcours  de  K  fois  le  pas,  on 
aura 

Pour  éliminer  N,  il  faut  considérer  l'une  des  roues  seule; 
on  remarquera  que,  le  pas  étant  toujours  supi^osé  assez  petit, 
on  peut  remplacer,  avec  une  approximation  suffisante,  l'équa- 
tion  de  l'équilibre  de  la  roue  menée,  par  la  formule 

r  =  KNa, 

formule  qui  serait  rigoureusement  exacte  si  la  normale  com- 
mune aux  profils  des  dents  en  prises  était  constamment  nor- 
male à  la  ligne  des  centres.  On  le  peut  d'autant  plus  que  la 
quantité  KN  se  trouve  dans  l'équation  (i)  multipliée  par/,  qui 
est  très-petit;  on  ne  commettra  donc  qu'une  erreur  très-faible 
en  remplaçant  KNa  par  T';  donc  nous  pourrons  écrire  avec 
une  exactitude  suffisante  cette  formule  donnée  pour  la  pre- 
mière fois  par  le  Général  Poncelet  : 

,.,  T=r[..i/a(i.l)]. 

On  voit,  par  cette  formule,  qu'on  a  intérêt  à  diminuer  le  pas 
autant  que  possible;  mais  cette  diminution  a  nécessairemenl 
une  limite,  parce  qu'on  arrive  bientôt  à  des  dents  trop  minces 
pour  résister  aux  efforts  qu'elles  ont  à  subir. 

Si  l'engrenage  est  cylindrique,  on  peut  introduire  dans  la 


CBAPITRI  II.  —  DBS   RÉSISTANCES   PASSITBS.  199 

formule  précédente  les  nombres  de  dents  des  roues.  En  effet, 
on  a 

n'a  =  aTrr'; 
donc 

(3)  T  =  T'[.+/.(l-^i-,)]. 

Exemple  : 

f=Oyio,    /i  =  2o,     n!=z^Oj 

fnl — I — ;  )  =  0,024  =  7-- 
•^     \/i       n' J         '     ^      42 

Dans  le  cas  des  engrenages  coniques  {Jig.  84)»  la  formule  (2) 
pourra  servir,  pourvu  qu'on  ait  soin  d'y  remplacer  r  et  r'  par 
les  longueurs  TO,  TO'  des  génératrices  des  deux  cônes  qu'on 
développe,  aGn  d'avoir  les  circonférences  primitives  qui  ser* 
vent  au  tracé  des  profils.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que 
nous  avons  dit  sur  ces  engrenages.  En  effet,  les  courbes  (tes 
dents  se  touchent  pendant  une  courte  durée,  comme  si  elles 
restaient  dans  le  plan  00'  perpendiculaire  à  AT.  Ces  engre- 
nages sont  plus  doux  que  les  engrenages  cylindriques  d'un 
même  nombre  de  dents. 

Ces  formules  ont  été  établies  en  supposant  l'arc  d'approche 
et  l'arc  de  retraite  égaux  tous  deux  à  un  pas.  Il  n'y  aurait  rien 
à  changer  si  le  contact  n'avait  lieu  que  d'un  côté  de  la  ligne 
des  centres,  dans  l'étendue  d'un  pas,  soit  avant,  soit  après  le 
passage  au  point  T.  En  effet,  il  n'y  a  plus  alors  à  la  fois  que 
deux  dents  en  prise  ;  la  pression  N  s'exerce  entre  les  deux 
dents,  au  lieu  de  se  partager  entre  les  deux  paires  de  dents, 
comme  dans  le  cas  que  nous  venons  d'étudier,  de  sorte  que 
le  frottement  n'est  pas  changé  (  ^  ). 

Au  contraire,  s'il  n'était  pas  indispensable  de  proscrire  d'une 
manière  absolue  la  transmission  opérée  par  le  simple  contact 
d'une  paire  de  dents,  on  pourrait  diminuer  de  moitié  le  travail 


(*)  Nous  STODs  dit  que  la  dernière  disposition  serait  extrêmement  défectueuse 
en  pratique,  parce  quVIle  exposerait  à  des  chocs  par  suite  des  moindres  irrégu- 
laritét  dans  la  fifrurc  des  dents. 


200         DBUXIÈMB  SECTION.  —  DES   MACHINES   EN   MOUYEMBNT. 

du  frottement  en  faisant  commencer,  par  exemple,  le  contact 
~  pas  avant  et  finir  -  pas  après  la  ligne  des  centres. 

Dans  les  formules  que  nous  avons  établies  jusqu'ici,  Tin- 
fluence  du  frottement  est  la  même  avant  la  ligne  des  centres 
et  après.  Ce  résultat  est  contraire  à  toutes  les  indications  de  la 
pratique,  qui  montrent  que  le  frottement  avant  le  passage  à  la 
ligne  des  centres  est  beaucoup  plus  nuisible  que  le  frotte- 
ment après,  et  qu*il  peut  même  produire  des  arcs-boutements 
et  empêcher  toute  espèce  de  mouvement. 

Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  nous  avons  supposé  le  pas 
très-petit,  et  alors  nos  résultats  peuvent  être  considérés  comme 
Suffisamment  exacts.  Il  n'en  serait  plus  de  même  si  le  contact 
avait  lieu  à  une  assez  grande  distance  de  la  ligne  des  centres, 
en  un  point  tel  que  M,  par  exemple  iJig'SS).  (La  figure  est 
faite  dans  le  cas  particulier  d'un  engrenage  à  flancs  et  épicv- 
cloTdes.  ) 

Soient  C  et  C  les  centres  des  deux  circonférences  primi- 
tildes  qui  tournent  dans  le  sens  indiqué  par  les  flèches.  Soient 
Q  et  P  les  forces  qui  agissent  sur  ces  roues,  Q  étant  la  puis- 
sance et  P  la  résistance.  Avec  ces  hypothèses ,  le  contact  a 
lieu  après  la  ligne  des  centres. 

Cherchons  les  conditions  de  Téquilibre.  La  roue  C  est  en 
équilibre  sous  l'influence  de  la  force  P,  de  la  réaction  nor- 
male N'  et  d  une  réaction  tangentielle/N'  dirigée  de  M  en  A, 
dans  le  sens  du  mouvement  relatif.  L'équation  d'équilibre 
sera,  en  prenant  les  moments  par  rapport  au  point  C, 

x'  désignant  le  bras  de  levier  de  la  réaction  N  et  r'  le  rayon 
de  la  roue  C;  le  bras  de  levier  du  frottement  est  nul. 

Écrivons  maintenant  les  conditions  d'équilibre  de  la  roue  C. 
Elle  est  en  équilibre  sous  l'influence  de  la  force  Q,  et  des 
réactions  N  et  /N  égales  et  directement  opposées  aux  réac- 
tions N'  el/N'.  Soit  X  le  bras  du  levier  de  la  force  N,^-  le  bras 
de  levier  de/N;  nous  aurons,  en  prenant  les  moments  par 
rapport  au  point  C, 

Qr—^x—fNy=zo. 
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Éliminons  N  entre  ces  deux  équations»  et  nous  aurons 

Pr' 

Or,  on  a,  en  vertu  des  triangles  semblables  CTE,  CTM, 


donc 


QrrzrPr-hP'^, 

X 


ou 

0  fr 

P  X 

On  peut  encore  donner  une  autre  forme  à  cette  expression 
en  introduisant  la  longueur  CD  =  z  de  la  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  centres  comprise  entre  le  point  C  et  la  ligne  CM 
prolongée.  En  effet,  les  triangles  CDA,  CTE  sont  semblables 
et  donnent 

y_ z  ^ 

X       r  * 

donc  enfin 

P  /• 

de  sorte  que  la  fraction  du  travail  moteur  absorbée  par  le 
frottement  est 

/• 

Faisons  maintenant  la  supposiiion  inverse.  Si  P  est  la  puis- 
sance et  Q  la  résistance,  le  mouvement  est  sur  le  point  de 
nattre  dans  le  sens  opposé  au  précédent,  et  le  contact  a  lieu 
avant  la  ligne  des  centres.  Dans  ce  nouveau  cas,  les  formules 
se  déduisent  des  précédentes  en  changeant  simplement  le  signe 
de/.  On  aura  donc 

P  /• 


aoa      VEUxibHE  sbction.  —  dbs  ■achikbs  eh  hodtbbeht. 

et  si  l'on  veut  avoir  le  rapport  de  la  puissance  à  la  résistance, 

P  _      I 

Q~,_/£" 

r 

Cette  quantité»  de  même  que  la  précédente,  est  plus  grande 

que  l'unité;  mais  elle  peut  devenir  beaucoup  plus  grande  si 

la  quantité  z  augmente  sufOsamment.  En  effet,  on  voit  que  si 

fz 
Ton  a  —  =  I,  la  puissance  P  est  infinie,  c'est-à-dire  que  le 

mouvement  n'est  pas  possible (^)  :  c'est  un  nouvel  exemple 
de  ce  que  l'on  appelle  arc-boutement. 

Cette  condition  conduit  à  l'arc-boutement,  lors  même  que  les 
dents  sont  parfaitement  exécutées.  11  y  a  d'autres  cas  d'arc- 
boutement  qui  doivent  contribuer  encore  à  faire  proscrire  de 
plus  en  plus  les  contacts  commençant  à  une  trop  grande  distance 
en  arrière  de  la  ligne  des  centres.  Ils  tiennent  à  certains  dé- 
fauts de  construction  des  engrenages,  lorsque»  par  exemple, 
dans  un  flanc  de  la  roue  menante  se  présentent  de  petites  cavités 
où  peut  s'engager  l'extrémité  de  la  dent  de  la  roue  conduite 
{fis*  86).  Ces  irrégularités  ne  gênent  pas  le  mouvement  dans 
un  sens;  elles  l'empêchent  dans  le  sens  inverse. 


§  X.  —  Frottement  dans  la  vis  sans  fin. 

Avant  d'étudier  cette  question,  qui  vient  naturellement 
après  la  recherche  du  frottement  dans  les  engrenages,  com- 


(*)  11  est  facile  do  démontrer  que  la  condition  précédente  répond  au  cas  où 
la  réaction  résultante  des  forces  N  et/*N  (cette  dernière  ayant  maintenant  une 
direction  opposée  à  colle  que  suppose  la  figure)  passerait  par  le  centre.  En  effet, 
cette  condition  donne 

Ungf  =  r  =  ^^Z  ^D'T- 

Or,  les  triangles  CEN,  CDT  sont  semblables;  donc  Tangle 

ONT  =  CDT  =  f. 

Donc  la  réaction  motrice  pour  la  roue  C  passe  par  le  centre  de  cette  roue, 
et  ne  peut  par  conséquent  déterminer  aucun  mourement. 
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mençOBS  par  rappeler  quelques  notions  sur  lesquelles  nous 
avons  déjà  beaucoup  insisté  en  Cinématique. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  (Jig.  87  ),  et  faisant  deux 
projections  rectangulaires,  supposons  que  0  j  soit  l'axe  de  la 
vis  sans  Gn,  et  que  l'axe  de  la  roue  soit  situé  au-dessus  paral- 
lèlement à  0:Kr.  Soit  0^  le  sens  dans  lequel  on  doit  porter  l'axe 
de  la  vis  dont  la  rotation,  par  conséquent,  a  lieu  dans  le  sens 
de  la  flèche  (a)  de  z  vers  x.  Cherchons  dans  quel  sens  nous 
devons  porter  l'axe  de  rotation  de  la  roue.  Il  y  a  deux  cas  à 
distinguer,  selon  que  le  sens  de  la  vis  est  dextrorsum  ou 
sinisirorsum.  Supposons  le  premier  cas,  c'est-à-dire  supposons 
que  l'hélice  de  la  vis  soit  tracée  comme  le  montre  la  figure,  la 
dent  de  la  roue  en  contact  avec  cette  hélice  vient  en  avant  du 
plan  zOx;  donc,  la  rotation  de  la  roue  se  fait  dans  le  sens  de 
la  flèche  (b)  de  y  vers  z  ;  l'axe  de  la  rotation  doit  donc  être 
compté  dans  le  sens  CA. 

Si  la  vis  était  sinistronum^  ce  serait  l'inverse  qui  aurait  lieu. 

Désignons  par  n  le  nombre  des  dents  de  la  roue,  et  par  tù  sa 
vitesse  angulaire;  na>  sera  la  vitesse  angulaire  de  la  vis  sans 
fin.  Appelons  a  la  distance  CO. 

Pour  avoir  le  frottement  de  la  roue  sur  la  vis,  il  faut  cher- 
cher son  mouvement  relatif.  Pour  cela,  d'après  les  règles 
établies,  il  faut  composer  le  mouvement  de  la  roue  avec  un 
mouvement  égal  et  contraire  à  celui  de  la  vis,  c'est-à-dire  une 
rotation  dirigée  suivant  Cxi  (Jig,  88)  avec  une  rotation  no), 
dirigée  suivant  OA,  en  sens  inverse  de  Oj.  Pour  cela,  nous 
appliquons  au  point  C  deux  rotations  CA.,  CA',  de  sens  con- 
traires et  égales  toutes  deuxà  noi).  Nous  avons  alors  au  point  G 
trois  rotations;  mais  l'une  d'elles  forme  avec  celle  qui  est  sur 
le  prolongement  de  Oj  un  couple  de  rotation  équivalent  à 
une  translation  OCxncj  ou  natù  perpendiculaire  au  plan  du 
couple,  c'est-à-dire  parallèle  à  0:r  et  dirigée  en  sens  contraire, 
le  moment  du  couple  étant  négatif.  Soit  CB  la  vitesse  de  ce 
mouvement  de  translation.  Les  deux  autres  rotations  appli- 
quées au  point  C  se  composent  en  une  seule  égale  à 


û)  >jn}  -4-  1 . 

Nous  avons  maintenant  une  rotation  autour  de  CD  et  une 
translation  dont  la  vitesse  est  CB.  Nous  pouvons  décomposer 
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cette  translation  en  deux  dirigées,  l'une  suivant  CF,  prolonge- 
ment de  CD,  l'autre  suivant  une  perpendiculaire  CE  k  CD.  On 
a,  d'après  les  triangles  semblables, 


CE  = 


sji  -4-n' 


Or  on  peut,  en  transportant  l'axe  CD  parallèleaient  à  lui- 
même  en  Ci  D.,  faire  naître  un  couplede  rotations  (CD, CiD,}qai 
détruise  précisément  cette  translation  CE. 

On  aura  ainsi  l'axe  de  rotation  glissant  qui  représentera  à  la 

fois  une  rotation  6)  ^/i  +  'i',  et  une  translation  inverse 

natù 


On  sait  que  la  position  du  point  €■  est  déterminée  par  les 
équations  suivantes  que  l'on  retrouve  aisément  4ci  : 

ce.  _  , 

ôc;~''' 

d'où 

OC.=  _f-„     CC.=.    "'" 


Si  Ton  prenait  OC,  pour  rayon  de  la  circonférence  primitive, 
la  direction  de  CiD,  serait  précisément  celle  de  la  tangente  à 
l'hélice  de  la  vis  sans  fîn,  car  on  a 

,        27rR 

h  = 1 

n 

R  étant  le  rayon  de  la  roue,  d'où,  si  R  =  wV, 

h 


^T.r 


—  /i  =  tangDCjr'. 


De  la  sorte,  le  mouvement  relatif  se  composerait  simplement 
d'un  glissement  (mouvement  de  rosion  )  de  la  dent  de  la  roue 
sur  le  plan  incliné  de  la  vis,  et  d'un  roulement  autour  d'un 
axe  situé  dans  le  plan  tangent  aux  surfaces  en  contact,  roule- 
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(iiem  dont  Tinfluence  nuisible  serait  négligeable.  Quant  à  la 
iranslation,  elle  aurait  en  ce  point  sa  grandeur  minima,  comme 
)n  Ta  vu  en  Cinématique. 

Malheureusement,  cette  disposition  est  peu  pratique,  car 
si  n  =  lOf  par  exemple,  le  rayon  de  la  vis  se  trouve  réduit 

I  j —  de  la  distance  des  deux  axes.  Il  faut  augmenter  ce 

■ayon.  Alors,  si  nous  transportons  l'axe  C|D,  au  point  de  con- 
act  des  cylindres  primitifs,  cet  axe  se  trouve  oblique  par 
rapport  au  plan  tangent  commun,  et  donne  lieu  à  deux 
rotations,  l'une  qui  se  réduit  à  un  simple  roulement  autour 
l'un  axe  situé  dans  le  plan  tangent,  l'autre  qui  a  lieu  autour 
i'un  axe  perpendiculaire  et  qui  produit  un  frottement  ana- 
logue à  celui  d'un  pivot  sur  sa  crapaudine. 

Nous  négligerons  le  frottement  qui  résulte  de  cette  rotation 
n  nous  assimilerons  le  mouvement  à  une  translation  sur  un 
plan  incliné,  dont  l'inclinaison  i  est  celle  de  l'hélice  moyenne. 

Cela  posé,  remplaçons  les  couples  qui  sollicitent  les  deux 
anrbres  par  des  couples  équivalents  dont  les  bras  de  levier 
respectifs  soient  les  rayons  R  et  r  des  circonférences  primi- 
tives. Soit  Pr  le  couple  appliqué  à  la  vis,  QR  celui  qui  agit 
sur  la  roue  ;  nous  pouvons  supposer  que  l'une  des  forces  de 
chaque  couple  rencontre  l*axe  correspondant,  les  deux  autres 
étant  appliquées  au  point  de  contact  des  deux  corps.  La  vis 
étant  conductrice,  P  est  la  puissance,  Q  la  résistance;  le 
problème  est  le  même  que  celui  de  l'équilibre  du  plan 
incliné,  bien  qu'ici  les  deux  corps  considérés  soient  tous  les 
deux  mobiles  (Jig,  89).  Au  moment  où  la  roue  est  sur  le 
point  de  céder  à  ta  pression  de  ta  vis,  la  réaction  K  de 
celle-ci  est  inclinée  à  gauche  de  la  normale,  et  on  a  pour 
l'équilibre  de  la  roue 

Q  =  Kcos(/-f-(f). 

Pour  l'équilibre  de  la  vis,  il  faut  considérer  la  réaction  K., 
égale  et  opposée  à  K,  et  l'on  a 

P  =  Ksin(/-f-cp), 

d'où 

P  =  Qtang(/-f-9). 
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CHAPITRE  m. 

DES  CORDES  ET  COURROIES. 


Au  point  de  vue  qui  nous  occupe  actuellementy  il  n'est 
plus  possible  de  considérer  les  cordes  et  courroies  comme 
absolument  flexibles  et  inextensibles.  11  importe  aussi  de  se 
rendre  compte  du  frottement  qui  se  développe  entre  ces  corps 
et  les  solides  sur  lesquels  ils  s'enroulent. 

§   XI.  —  ROIDEUR  DBS  COEDBS. 

Les  cordes  employées  à  transmettre  des  efforts  un  peu  con- 
sidérables présentent  toujours  une  grande  résistance  à  la 
flexion.  Il  suit  de  là  que,  si  Ton  considère  une  corde  passant 
sur  une  poulie  fixe,  et  le  mouvement  uniforme  acquis  ou  sur 
le  point  de  naître  dans  le  sens  de  la  puissance,  la  raideur  de 
la  corde  est  une  nouvelle  résistance  passive,  qui  s'ajoute  au 
frottement  de  l'essieu  de  la  poulie  sur  ses  appuis,  une  portion 
du  travail  de  la  puissance  étant  inutilement  employée  à  pro- 
duire  la  déformation  de  la  corde. 

Il  résulte  encore  de  la  roideur  du  câble  que  celui-ci  ne 
passe  pas  brusquement  de  la  forme  rectiligne  à  une  forme  cir- 
culaire modelée  sur  la  poulie  [fig*  90),  de  sorte  que  le  bras 
de  levier  de  la  résistance  Q  est  un  peu  plus  grand  que  la 
somme  du  rayon  de  la  poulie  et  de  la  demi-épaisseur  du  câble. 

D'après  Coulomb,  en  faisant  abstraction  du  frottement  de 
l'essieu,  l'excès  de  la  puissance  sur  la  résistance,  qui  repré- 
sente la  roideur  de  la  corde,  est  une  fonction  linéaire  de  la 
résistance  Q  et  peut  se  mettre  sous  la  forme 


P_Q==:^, 


CHAPITRE  III.  DES   CORDES  ET   COURROIES.  209 

D  étant  le  diamètre  de  la  poulie,  augmenté  de  celui  de  la 
corde. 

Dans  cette  formule,  A  et  B  sont  deuX' coefficients,  indépen- 
dants des  quantités  Q  et  D,  ainsi  que  de  la  vitesse  du  mouve* 
ment  de  la  poulie,  au  moins  quand  les  tensions  sont  un  peu 
fortes.  Ces  coefDcients  varient  avec  la  grosseur  et  la  nature  de 
la  corde,  blanche  ou  goudronnée,  sa  sécheresse  ou  son  humi- 
dité, son  état  de  vétusté. 

Le  tableau  suivant,  calculé  par  Navier,  donne,  pour  certaines 
cordes  expérimentées  par  Coulomb,  les  valeurs  de  A  et  de  B 
qui  conviennent  quand  on  prend  le  kilogramme  pour  unité  de 
force,  et  le  mètre  pour  unité  linéaire.  Les  cordes  étaient  for- 
mées de  trois  torons  ou  cordes  moins  grosses,  et  les  torons 
composés  d'un  certain  nombre  de  brins  nommés  ^/5  de  caret. 


Tableaa  pour  calculer  la  roideur  de  différentes  cordes  autour 
d'une  poulie  de  i  mètre  de  diamètre. 


▼ALEUR 

INDICATION    DES  CORDES. 

DIAMÈTRE. 

POIDS 

par  mètre 

VALEUR 
de  A. 

de  B. 
Boldear 

de 
longaeur. 

Boldear 
constante. 

par 

kllojcramme 

de  rékislanco. 

Cordes  blanches  de  3o  fils  . . . 

m 
0,020 

kil 
0,283 

kil 

kll 
0,0097 

»               de  1 5  fils  . . . 

0,014 

0,1^5 

0,064 

o,oo55 

B               de  6  fils. . . . 

0,009 

0,052 

0,011 

0,0024 

Cordes  çoudroniiées  de  3o  fils. 

0,0a '1 

0,333 

o,35o 

0,0126 

»                  de  i5  fils. 

0,017 

o,i63 

0, 106 

0,0061 

»                  de  6  fils. 

0,010 

0,069 

0,021 

n,op26 

Les  expériences  de  Coulomb  ne  permettent  pas  de  tenir 
compte  de  la  diminution  considérable  qui  se  produit  dans  la 
roideur  d'une  corde,  au  bout  d'un  certain  temps  d'usage.  La 
roideur  constante  doit  être  doublée,  quand  il  s'agit  d'une 
corde  blanche  imbibée  d'eau.  Cette  même  roideur  augmente 
sensiblement,  pour  les  cordes  goudronnées,  quand  la  tempé- 
rature descend  au-dessous  de  zéro. 


IL 


14 
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Nous  n*insisterons  pas  davantage  sur  ce  sujet,  qui  appelle 
de  nouvelles  expériences,  surtout  au  point  de  vue  des  câbles 
en  fer. 

Les  seuls  conseils  pratiques  qu'on  puisse  donner  consistent 
à  recommander  d'employer  des  poulies  de  grand  diamètre,  des 
câbles  aussi  minces  qu'il  est  possible,  eu  égard  à  leur 
résistance  ;  et  enfin,  au  point  de  vue  de  la  durée  de  la  corde, 
d'éviter  de  lai  soumettre  à  des  flexions  successives  en  sens 
opposé. 


§  Xll.  —  Frottement  des  cordes  et  courroies. 

Nous  avons  dit  que  les  transmissions  de  mouvement  par 
courroies  sans  fin  étaient  fondées  sur  l'intensité  considérable 
du  frottement  qui  se  développe  quand  une  courroie  glisse  ou 
est  sur  le  point  de  glisser  sur  un  cylindre  qu'elle  enveloppe 
en  partie  (Jig.  91). 

Bien  que  les  phénomènes  du  frottement  des  courroies  dif- 
fèrent essentiellement  de  tous  ceux  que  nous  avons  rencon- 
trés jusqu'ici,  nous  allons  voir  qu'ils  sont  des  conséquences 
mathématiques  des  lois  de  Coulomb.  N'oublions  pas  toutefois 
que  les  déductions  d'une  loi  approximative  sont  d'autant  moins 
certaines  qu'elles  sont  plus  éloignées. 

Soit  Q  la  force  résistante,  Pla  force  mouvante,  et  supposons 
le  mouvement  sur  le  point  de  naître  dans  le  sens  de  cette 
force. 

Faisant  abstraction  de  la  roideur,  considérons  la  corde  comme 
composée  d'éléments  solides  articulés  glissant  sur  le  cylindre. 

Soit  T  la  tension  d'un  des  éléments  de  la  courroie,  cette 
tension,  pour  l'élément  suivant,  est  devenue 

T-hrfT; 

dT  est  l'effort  tangentiel  qui  détermine  le  glissement  de  la 
portion  infiniment  petite  de  courroie  que  nous  considérons, 
malgré  le  frottement  déterminé  par  la  pression  normale. 

Or  cette  pression  est  la  somme  des  composantes  normales 
des  tensions  T  et  T  -f-  dT  qui  comprennent  un  angle  égal  à  Jr, 
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angle  de  coiilj^ence  du  cylindre.  En  néglipeanl  les  infiniment 
petits  du  second  ordre»  on  a  pour  la  pression 

2Tsin-rfT  =  TrfT, 

2 

et  pour  le  frottement  (*) 

/TrfT. 

Donc,  enfin,  féquation  d'équilibre  est 

d'où,  en  intégrant, 

log  nép.  ï  =fx  -t-  C, 

en  appelant  t  la  somme  des  angles  de  contingence,  somme 
qui  est  égale  à  Tangle  a,  formé  par  les  prolongements  des  deux 
cordons  ou  par  les  perpendiculaires  à  ces  cordons. 
L'intégrale  générale  peut  s'écrire 

ou,  en  intégrant  depuis  la  tension  Q  jusqu'à  la  tension  P, 

Si  l'enroulement  a  lieu  sur  un  cylindre,  on  pourra  rempla- 

g 
cer  r  par  le  rapport  -  de  l'arc  embrassé  au  rayon  du  cylindre, 

et  l'on  aura 

p  =  q/^. 


(*)  Voici,  d'après  M.  Morin,  les  valeurs  du  coeflicieiit  de  frottemont  des  cour- 
roies, lequel  est  indépendant  de  la  largeur  : 

Courroies  ordinaires  sur  tambours  en  bois o,47 

Courroies  neuves 0,50 

Courroies  ordinaires  sur  poulies  en  fonte 0,98 

Courroies  humides 0,38 

Cordes  de  chanvre  sur  poulies  en  bois o,5o 

Suivant  le  même  auteur,  on  peut  faire  supporter  sans  inconvénient  à  une 
courroie  une  tension  de  o^'^q5  par  millimètre  carré  de  section. 

14. 
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Celle  formule  présenie  ceci  de  remarquable,  c'esl  que  le 
rappori  de  la  puissance  à  la  résislance,  représenlé  par  une 
fonclion  exponeniielle  de  Tare  embrassé»  augmenie  avec  une 
irès-grande  rapidilé  pour  de  faibles  varialions  de  cel  arc.  On 
conclul  de  là  qu'il  faul  une  force  énorme  pour  faire  glisser 
une  courroie  sur  un  cylindre,  pour  peu  qu'on  fasse  faire  à  la 
courroie  deux  ou  irois  lours  sur  le  cylindre.  Les  applicalions 
de  celle  propriéié  des  courroies  sonl  nombreuses  ei  impor- 
lanles. 

Des  freins. 

Quand  on  veul  arrêler  ou  raleniir  brusquemenl  une  ma- 
chine, pour  un  moUf  de  sécuriié  par  exemple,  on  emploie  des 
appareils  nommés  freins,  qui  développeni  d'énergiques  résis- 
tances passives  el  produisent  l'effei  voulu  au  prix  d'une  cer- 
taine perle  de  travail. 

Le  sabot  des  rouliers  servait  à  retenir  une  voiture  sur  une 
pente  trop  rapide  en  substituant  le  glissement  au  roulement. 
Le  même  principe  se  retrouve  dans  le  frein  de  Laignel  appli- 
qué aux  chemins  de  fer.  Mais  le  frein  le  plus  habituel  des 
wagons,  ainsi  que  celui  des  voitures,  se  compose  simplement 
d'un  corps  qui  vient  froiter  conlre  la  jante. 

Les  propriétés  du  frottement  des  corps  flexibles  servent  de 
fondement  aux  freins  les  plus  énergiques.  £n  voici  quelques 
exemples  : 

Un  homme  peut  descendre  sans  danger  d'une  assez  grande 
hauteur,  par  exemple  en  cas  d'incendie,  en  se  suspendante 
une  corde  qu'il  fait  passer  sur  un  cylindre  de  bois  fixe  et  dont 
il  tient  à  la  main  l'autre  bout.  Il  est  alors  très-facile  de  modé- 
rer la  descente  ou  de  s'arrêter  en  un  point  quelconque. 

Supposons  en  effet  le  mouvement  sur  le  point  de  nattre  dans 
le  sens  descendant;  soient  ï  et  /  la  tension  des  deux  brins  de 
la  corde;  comme  la  corde  fait  un  demi-tour  sur  le  cylindre. 
Tare  embrassé  est  égal  à  t:  et  Ton  a 

Le  coefficient  du  frottement  des  cordes  sur  le  bois  étant 
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o,5o,  on  a 

T 

lognép.-  =  1,5;, 

doù 

T 

y  =   4,80. 

Or  la  somme  T  -f-  /  est  égale  au  poids  P  de  l'homme  sus- 
pendu à  la  corde;  on  a  donc 

/  =  o,i7P,     T  =  o,83P. 

L'efTort  t  suffisant  pour  arrêter  la  descente  est  donc  environ 
12  à  i5  kilogrammes  seulement.  Pour  s'élever  par  le  même 
procédé,  Teffort  devrait  être  o,83P.  En  remplaçant  le  cylindre 
fixe  par  une  poulie,  ces  deux  efforts  seraient  sensiblement 
égaux  à  o,5o  P. 

En  quadruplant  l'arc  embrassé,  c'est-à-dire  en  faisant  faire 

T 
deux  tours  à  la  corde,  le  rapport  -■  serait  élevé  à  la  quatrième 

puissance,  soit  à  peu  près 

T  =  53o  t. 

On  utilise  cette  propriété,  ainsi  que  nous  l'avons  dit,  pour 
élever  des  fardeaux  au  moyen  d'un  treuil  (fg,  92).  Au  lieu 
d'arrêter  la  corde  sur  le  cylindre  du  treuil,  on  obtient  plus  de 
sécurité  en  faisant  simplement  faire  deux  tours  à  celte  corde; 
l'extrémité  libre  aboutit  dans  la  main  d*un  enfant,  et  l'on  voit 
qu'un  effort  de  a  kilogrammes  suffit  pour  soutenir  un  poids  de 
1000  kilogrammes  et  plus.  En  mollissant  la  corde,  on  arrête 
quand  on  veut  l'ascension. 

Les  mêmes  principes  guident  dans  l'établissement  des  appa- 
reils destinés  à  arrêter  un  corps  en  mouvement  en  détruisant 
dans  un  temps  assez  court  la  force  vive  emmagasinée  dans  ce 
corps.  Ce  problème  a  une  très-grande  importance  et  se  trouve 
aujourd'hui  tout  à  fait  à  Tordre  du  jour,  à  cause  des  nombreux 
accidents  de  chemins  de  fer,  qui  seraient  évités  pour  la  plu- 
part si  le  mécanicien  avait  la  faculté  d'arrêter  rapidement  un 
train  lancé  à  grande  vitesse. 

Mais  il  ne  faut  pas  se  faire  d'illusions  à  cet  égard.  La  force 
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vive  ne  peut  être  détruite  que  par  du  travail  développé,  ce  qui 
exige  nécessairement  un  certain  espace  parcouru»  plus  ou 
moins  grand  suivant  la  force  vive  acquise  et  la  grandeur  de  la 
résistance,  espace  qui  ne  pourra  jamais  être  réduit  au-dessous 
d'une  certaine  limite,  quel  que  soit  Tappareil  employé. 

Pour  arrêter  en  peu  de  temps  un  bateau  animé  d'une  vitesse 
assez  faible,  mais  dont  la  masse,  et  par  suite  la  force  vive,  est 
considérable,  on  emploie  une  corde  attachée  par  l'une  de  ses 
extrémités  au  bateau,  on  fait  faire  à  l'autre  bout  deux  tours 
sur  un  cylindre  de  fonte  fixé  à  cet  effet  sur  le  quai,  et  l'on 
tient  l'autre  extrémité  à  la  main.  Un  petit  effort  suffira  pour 
faire  équilibre  à  une  grande  tension  exercée  par  le  bateau. 
Étant  donné  cet  effort  /,  on  a  pour  la  tension  à  laquelle  il  fait 
équilibre 

T  représente  la  force  appliquée  à  la  partie  de  la  corde  qui  va 
du  bateau  au  cylindre,  c'est-à-dire  l'effort  résistant  appliqué  au 
bateau.  Le  travail  de  cette  force  pour  un  déplacement  du  ba- 
teau égal  à  /  sera  T/.  Or,  on  connaît  la  force  vive  du  bateau, 
donc  on  n'aura  qu'à  résoudre  l'équation 

T/  =  -  mv\ 

et  nous  saurons  quelle  distance  parcourra  le  bateau  avant  de 
s'arrêter  sous  l'influence  de  la  tension  T.  On  calculera  d'ail- 
leurs la  tension  que  l'homme  devra  exercera  l'extrémité  de  la 
corde,  de  manière  que  la  tension  qui  en  résulte  à  l'autre  extré- 
mité ne  soit  pas  assez  forte  pour  la  casser. 

Freins  des  arbres  tournants. 

C'est  encore  sur  le  frottement  des  courroies  et  des  cordes 
qu'est  fondé  l'usage  des  freins  ordinaires  appliqués  aux  arbres 
de  rotation. 

Un  arbre  tourne  avec  une  certaine  vitesse,  très-grande  sou- 
vent, et  l'on  veut  arrêter  cet  arbre  dans  l'espace  de  temps  le 
plus  restreint  possible.  On  emploie  pour  cela  des  appareils 
appelés /rei/w. 
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Ils  peuvent  consister  simplement,  comme  cela  a  lieu  pour 
les  freins  ordinaires,  en  une  mâchoire  de  bois  qu'on  appuie 
contre  la  roue.  II  se  développe  un  frottement  proportionnel  à 
la  pression  P  qu'on  exerce  sur  cette  mâchoire.  Le  travail  de  ce 
frottement  pour  n  demi-tours  décrits  par  la  roue  sera 

n/PR;r, 

R  désignant  le  rayon  de  Tarbre  ou  de  la  roue  auquel  est  appli- 
qué le  frein.  Il  suffira  d'égaler  ce  iravaii  à  la  demi-force  vive 
de  la  machine  pour  savoir  le  nombre  n  de' demi-tours  que 
fera  l'arbre  avant  de  s'arrêter.  Pour  peu  que  la  force  vive  de 
la  machine  soit  considérable,  ce  nombre  n  sera  très-grand 
parce  que  le  coefficienl/est  assez  petit.  Il  a  donc  fallu  trouver 
un  autre  procédé  pour  produire  facilement  des  efforts  éner- 
giques. 

On  flxe  sur  l'arbre  tournant  une  poulie  d'un  grand  diamètre, 
afin  de  produire  non-seulement  l'effort  résistant  le  plus  grand 
possible,  mais  encore  de  rendre  très-considérable  le  travail 
de  cet  effort. 

Le  frein  se  compose  d'une  lame  flexible  en  fer  qui  embrasse 
à  peu  près  les  trois  quarts  de  la  circonférence  [Jig.  gS).  L'une 
des  extrémités  de  cette  lame  est  attachée  à  un  point  fixe  0; 
l'autre  s'attache  à  un  levier  qui  s'appuie  au  point  0.  En  exer- 
çant au  point  B  un  effort  Q,  cet  effort  se  transmet  amplifié  au 
point  D  et  il  presse  la  lame  contre  l'arbre  tournant.  Il  se  pro- 
duit alors  le  frottement  d'un  arbre  mobile  sur  une  lame  fixe, 
frottement  qui  est  évidemment  identique  avec  celui  d'une 
lame  mobile  sur  un  cylindre  fixe. 

Supposons  que  l'arbre  tourne  dans  le  sens  de  la  flèche; 
soit  T  la  tension  motrice,  /  la  tension  résistante;  l'équilibre 
du  levier  BOD  va  nous  permettre  de  calculer  /.  En  effet,  on  a, 
en  appelant  a  et  6  les  bras  de  levier  des  forces  Q  et  /, 

d'où 
D'un  autre  côté,  on  a 
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la  force  T  —  ^  agit  comme  force  résistante  pour  s'opposer  au 
mouvement  de  l'arbre  (*).  Si  donc  R  désigne  le  bras  de  levier 
de  cette  force,  son  travail  pour  un  nombre  x  de  tours  sera 
représenté  par 

en  égalant  cette  quantité  à  la  demi-force  vive  de  Tarbrc  tour- 
nant, on  déterminera  le  nombre  x  de  tours  que  fera  Tarbre 
jusqu'à  son  arrêt. 

Prenons/=  0,20  (fer  sur  fonte  sans  enduit) 

«/«  =  2,56, 
e^«- 1=1,56. 

Si  l'arbre  tournait  en  sens  inverse,  il  faudrait  permuter  T  el  /; 


(  *  )  Dans  ce  cas,  nous  regardons  la  force  T  —  r  comme  force  résislante,  tandis 
que  dans  le  cas  du  frein  applique  aux  bateaui,  la  force  T  tout  entière  était 
regardée  comme  résistante.  11  est  facile  de  s'expliquer  cette  diflerence.  En  effet, 
l'effort  qui  s'oppose  au  mouTement  de  Tarbre  est  l'effort  total  développé  par  le 
frottement.  Or,  le  frottement  sur  une  surface  dx  est  égal  kfTdoCf  et 

«/T=/T</a. 

Donc,  la  force  que  produit  le  frottement  à  chaque  point  est  </T;  le  moment  tle 
cette  force  est  Ri/T;  donc,  le  moment  total  du  frottement  sera 


/ 


R<^T=R(T  — r). 


Dans  le  cas  du  bateau,  si  nous  le  considérons  seul,  il  est  bien  évident  que  la 
résistance  qui  lui  est  appliquée  est  T,  et  que  le  travail  de  cette  force  est  T/. 

Si  nous  vouions  au  contraire  considérer  l'ensemble  du  bateau  et  du  cordon, 
T  devient  une  force  intérieure  dont  le  travail  est  nul  si  la  corde  no  s'allonge 
pas,  et  la  somme  des  travaux  résistants  appliqués  ay  système  est  : 

1**  D'une  part,  le  travail  total  du  frottement 

n^  De  plus,  le  travail  T/  dévelop()é  par  l'homme  qui  tire  l'extrémité  de  la 
corde,  ce  qui  fait  en  tout,  pour  le  travail  rési!»lant, 

el. 

C'est  ce  qu'on  avait  trouvé  immédiatement  en  considérant  le  bateau  seul,  ei  ru 
Ini  appliquant  le  théoK>me  du  travail. 
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ce  serait  la  plus  petite  tension  qui  passerait  au  point  fixe;  on 
aurait 

1—   ^  ^^    i, 

T     .-^''-'  ^Q 

1  —  [  — —r-y 

et  le  coefficient  numérique 

e^"*- 1  =  1,56 
serait  remplacé  par 

^-— :='0,6l. 

La  première  disposition  est  donc  préférable;  mais  le  plus  sou- 
yeot  les  freins  doivent  servir  à  arrêter  le  mouvement  commu- 
niqué à  un  arbre,  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  Tautre,  en 
sorte  que  le  plus  avantageux  est  d'employer  un  frein  dont  les 
deux  extrémités  soient  fixées  à  l'extrémité  de  deux  leviers 
égaux;  il  faut  alors  faire  en  sorte  de  donner  à  ces  bras  de 
levier  la  plus  petite  longueur  possible. 

Ces  freins,  employés  comme  nous  venons  de  le  dire,  sont 
très-mauvais,  surtout  lorsqu'on  s'en  sert  pour  donner  à  une 
machine  toute  la  sécurité  possible.  Quand  la  vie  des  hommes 
se  trouve  mise  en  jeu,  comme  dans  les  roues  à  chevilles  ou 
à  marches,  on 'a  besoin  de  freins  très-sûrs  et  très-puissants. 
On  peut  dire  la  même  chose  des  machines  qui  servent  pour 
l'extraction  des  minerais  ou  de  la  houille.  Les  cuveaux  char- 
gés, mus  par  une  machine  à  vapeur,  montent  avec  une  très- 
grande  rapidité,  et  il  faut  les  arrêter  très-rapidement  aussitôt 
qu'ils  sont  arrivés  à  l'orifice  supérieur  du  puits,  sans  quoi  le 
cuveau  monterait  jusqu'aux  molettes,  briserait  les  poulies  et 
tous  les  appareils  qu'il  rencontrerait  sur  son  chemin,  se  bri- 
serait lui-même,  et  son  chargement  retombant  dans  le  puits 
pourrait  occasionner  de  très-graves  accidents.  Il  faut  aussi 
pouvoir  arrêter  le  cuveau  à  un  moment  quelconque  de  la 
course  dans  un  cas  d'accident.  Pour  cela,  il  ne  faut  pas  comp- 
ter sur  la  présence  d'esprit  ou  sur  le  déploiement  de  la  force 
musculaire  d'un  homme  dans  un  moment  critique.  Aussi, 
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c'est  un  agent  inanimé  qui  doit  être  chargé  de  la  manœuvre 
de  force,  le  rôle  de  l'agent  intelligent  étant  borné  au  soin  de 
lâcher  une  détente  pour  mettre  en  jeu  l'efTort  principal.  On  a 
pour  cela  un  cylindre  à  vapeur  spécial  dans  lequel  se  trouve 
un  piston  dont  la  tige  est  chargée  de  produire  l'efTort  Q  quand 
le  cylindre  reçoit  de  la  vapeur,  et  il  suffit  pou|  cela  d'ouvrir 
à  un  moment  donné  le  robinet  qui  laisse  arriver  la  vapeur.  Ce 
robinet  peut  être  facilement  ouvert  par  le  mécanicien  an 
moyen  d'un  certain  système  de  leviers  qui  se  trouve  à  sa  por- 
tée. Si  le  mécanicien,  ne  faisant  pas  assez  attention,  oubliait 
d'ouvrir  le  robinet,  le  receveur  placé  à  l'entrée  tfu  puits,  asseï 
loin  de  la  machine,  l'ouvrirait  lui-même  au  moyen  d'une  trans- 
mission convenable. 

Enfin,  le  cas  où  tous  les  deux  seraient  inattentifs  a  en- 
core été  prévu  :  le  cuveau,  en  montant,  rencontrerait  un  ob- 
stacle sur  lequel  il  presserait,  et  cette  pression  même,  trans- 
mise par  un  système  particulier,  ferait  ouvrir  le  robinet  par 
lequel  s'introduit  la  vapeur. 

Tout  cela  est  évidemment  fondé  sur  ce  que  l'effort  déve- 
loppé est  indépendant  de  celui  qu'on  demande  du  moteur.  Ce 
dernier  peut  être  très-petit,  puisqu'il  se  borne  à  lâcher  une 
détente,  à  ouvrir  un  robinet. 

C'est  à  un  rôle  analogue  que  se  bornent  jusqu'à  présent  les 
applications  de  l'électricité  dans  l'industrie.  Il  serait  absurde, 
dans  l'état  actuel  de  la  science,  d'employer  cet  agent  à  déve- 
lopper directement  de  la  force;  on  peut,  au  contraire,  s'en 
servir  avec  une  grande  précision  pour  mettre  en  jeu,  au  mo- 
ment voulu,  la  force  d'un  poids  ou  d'un  ressort. 

Des  courroies  sans  fin. 

Deux  arbres  tournant  autour  des  axes  A  et  A'  (fig*  94)  por- 
tent des  poulies  sur  lesquelles  s'enroule  une  corde  ou  courroie 
sans  fin  convenablement  tendue.  Les  forces  P  et  Q  étant  appli- 
quées respectivement  à  deux  poulies  ou  roues  montées  sur 
les  mêmes  arbres,  on  demande  les  conditions  d'équilibre  à 
l'instant  où  le  mouvement  est  sur  le  point  de  nattre  dans  le 
sens  de  la  force  mouvante  P,  eu  égard  aux  frottements  des 
tourillons  A  et  M,  et  faisant  abstraction  de  la  roideur  de  la 
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courroie,  laquelle  est  ordinairement  peu  sensible.  Pour  plus 
de  simplicité»  on  suppose  les  forces  P  et  Q  verticales  et  la 
courroie  sensiblement  horizontale  entre  les  deux  poulies. 

Si  la  courroie  est  suffisamment  tendue  pour  ne  glisser  sur 
aucune  des  poulies,  en  nommant  T  et  /  les  tensions  des  deux 
portions  de  la  courroie»  R  et  R'  les  rayons  des  poulies,  p  et  p' 
les  rayons  des  tourillons,  p  et  q  ]e  bras  de  levier  des  forces  P 
et  Q,  on  aura,  pour  l'équilibre  de  la  poulie  A, 


(ï)  Pp-(T-/)R-/pv^P'-h(T-f-/)^  =  o; 

pour  la  poulie  A', 

(2)  (T-/)R'  — Q^-/,pVQ*-H(T+/r=:o. 

Pour  que  la  courroie  ne  glisse  sur  aucune  des  deux  poulies, 

T 
il  faut  que  le  rapport—  soit  plus  petit  que  la  valeur  calculée 

pour  le  cas  où  le  glissement  est  sur  le  point  de  naître.  Ainsi, 
on  devra  avoir  en  même  temps 

^<e^      et     l<e\ 

sels'  étant  les  arcs  embrassés  par  la  courroie  sur  les  poulies 
A  et  A'.  Dans  l'hypothèse  de  l'énoncé,  on  a 

i.  — il  — 

mais  le  coefficient  /  peut  n'être  pas  le  même  pour  les  deux 
poulies. 

Soit  m  le  plus  petit  des  seconds  membres  des  inégalités  pré- 
cédentes; on  devra  poser 

T 

(3)  y<'w,     ou  bien    T=zKmt, 

K  étant  un  nombre  moindre  que  l'unité  et  d'autant  plus  petit 
que  l'appareil  sera  exposé  à  plus  de  secousses.  Si  cette  cir- 
constance n'existe  pas,  on  fera  K  1=0,9  environ. 

Les  équations  (i),  (2),  (3)  fournissent  la  solution  du  pro- 
blème en  permettant  de  calculer  les  inconnues  P,  T,  /. 
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Connaissant  ainsi  les  tensions  T  et  /  que  les  deux  brins 
de  la  courroie  prendront  dans  le  mouvement  uniforme,  on 
aura  la  tension  que  l'on  devra  donner  à  la  courroie  dans  l'état 
d'équilibre,  en  admettant  que  la  somme  T  +  /  reste  à  très-peu 
près  constante.  Soit  donc  T«  la  tension  commune  des  deux 
brins  quand  l'appareil  est  en  équilibre,  on  aura 

2T.  =  T-|-/, 

ce  qui  détermine  la  valeur  minima  de  T«. 

En  général,  on  doit  éviter  de  tendre  la  courroie  beaucoup 
plus  qu'il  ne  faut,  parce  que  la  résultante  des  deux  tensions 
produit  une  pression  sur  chacun  des  axes  et  donne  par  consé- 
quent lieu  à  un  accroissement  de  frottement. 

Indépendamment  des  variations  de  tensions  qui  sont  dues 
au  mouvement,  la  courroie  en  subit  encore  d'autres  qui  dé- 
pendent de  l'état  hygrométrique  de  l'atmosphère.  Pour  y  re- 
médier, on  emploie  une  poulie  de  tension  appelée  aussi 
tendeur. 

Une  courroie  sans  On  étant  en  mouvement  sur  une  poulie 
motrice  et  sur  une  poulie  folle,  à  l'instant  où  on  la  fait  passer 
sur  une  poulie  résistante,  commence  par  y  glisser;  car  la  par- 
tie immobile  ne  saurait  prendre  instantanément  la  vitesse  de 
la  courroie.  On  évite  ainsi  les  chocs,  le  mouvement  de  la  pou- 
lie résistante  s'accélérant  peu  à  peu  sous  l'effort  tangentiel 
T-/. 

Tant  que  le  glissement  dure,  on  a 

Mais  nous  avons  admis 

T-h/=:2T., 


d'où 


T  — /  =  2  — T.. 

<?'*  -h  I 
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CHAPITRE  IV. 

APPAREILS  SERVANT  A  MESURER  LE  TRAVAIL  DES  FORCES. 


L'expression  générale  du  travail  d'une  force  F,  correspon- 
dant à  un  certain  espace  parcouru  par  son  point  d'application, 
éunt 


TF=  /    FdscosF,  ds, 


les  formules  de  quadrature  rigoureuse  ou  approximative 
nous  permettront  de  calculer  cette  quantité  toutes  les  fois  que 

nous  connaîtrons  la  loi  qui  lie  la  force  tangentielle  à  l'espace 
parcouru. 

Dans  le  cas  où  cette  loi  n'est  pas  susceptible  d'une  expres- 
sion mathématique,  on  a  des  appareils  qui  donnent  la  force  en 
chaque  point  et  qui  enregistrent  leurs  indications  sous  forme 
graphique.  On  s'arrange  ordinairement  de  manière  à  faire  dé- 
crire à  ces  instruments  une  courbe  dont  les  abscisses  soient 
proportionnelles  aux  chemins  parcourus  et  les  ordonnées 
aux  efforts  tangentiels;  l'aire  de  cette  courbe  représente  le 
travail.  Enfin,  ces  mêmes  appareils  calculent  cette  aire  soit  en 
même  temps  que  la  courbe  se  décrit,  soit  postérieurement. 

Nous  allons  en  donner  quelques  exemples. 

§  XllI.  —  Travail  de  la  vapeur  sur  un  piston. 

On  sait  que  la  partie  essentielle  de  la  machine  à  vapeur  est 
un  cylindre  dans  lequel  se  meut  un  piston.  La  force  élastique 
de  la  vapeur  s'exerce  à  la  fois  sur  les  parois  fixes  du  cylindre 
et  sur  le  piston  mobile;  elle  développe  donc  un  certain  tra- 
vail tant  que  le  piston  peut  marcher  dans  le  sens  de  la  pres- 
sion qu'il  supporte. 
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Cherchons  d'abord  à  calculer  d'une  manière  générale  le  tra- 
vail développé  par  la  force  élastique  d'un  gaz  renfermé  dans 
une  enveloppe  quelconque,  quand  celle  enveloppe  éprouve 
un  changement  de  forme  quelconque. 

Désignons  par  p  la  pression  de  la  vapeur,  c'esl-à-dire  le 
nombre  de  kilogrammes  qui  ferait  équilibre  à  la  force  élas- 
tique de  cette  vapeur  s'exerçanl  sur  un  mèire  carré  de  surface  : 
chaque  élément  u  de  la  surface  interne  de  l'enveloppe  sup* 
porte  une  charge  pca,  et  Ton  obtient  le  travail  élémentaire  de 
cette  force  en  multipliant /!(■)  par  la  projection  sur  la  normale 
du  chemin  parcouru. 

Donc  le  travail  élémentaire  de  cette  force  est  Te=ph(ù, 
h  étant  la  portion  de  la  normale  interceptée  entre  les  deux 
positions  de  l'enveloppe.  Or,  la  quantité  yi&)  peut  être  repré- 
sentée par  le  volume  du  tronc  de  prisme  ayant  &)  pour  base, 
et  terminé  aux  deux  surfaces.  Donc  le  travail  élémentaire  pour 
tout  le  gaz  est 

~  T,  =  pdv. 


1 


Pour  pouvoir  intégrer,  il  faut  connaître  la  loi  qui  lie  pkv. 
Considérons  seulement  deux  cas  : 

i"*  L'enveloppe  est  en  communication  avec  un  réservoir  à 
pression  constante.  Alors  on  a 


T=p  j  di^  =  p[vi  —  v.). 


7?  L'enveloppe  est  isolée.  On  ne  sait  pas  alors  la  loi  qui  lie 
p  k  V,  h  moins  que  la  température  ne  soit  constante.  Alors, 
d'après  la  loi  de  Mariotte,  on  a 

pv  =  const.  =  C  ; 
donc 

tB=:   /^^.^Clogi^H-K. 

Appliquons  ceci  au  cas  le  plus  ordinaire  d'une  machine  à 
vapeur  à  détente. 

Pendant  que  le  piston  parcourt  un  chemin  c©  {Jig»55]t  le 
cylindre  communique  avec  la  chaudière,  de  sorte  que  le  gaz 
est  à  une  pression  constante  /?•;  le  travail  du  piston  pour  ce 
parcours  est  égal  à  p^v^. 
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Ensuite  la  communication  est  interrompue,  et  le  volume  v^ 
de  vapeur  se  dilate.  Donc  le  travail  est 


/     pdv; 


or,  en  supposant  la  température  constante,  on  a 


d'où 


donc  le  travail  est 


p.u.  /     -f  ^/lai'.lognép. -|^  z^/^.i'.lognép.^; 

donc  le  travail  pour  toute  la  course  du  piston  est  égal  à 

/^.i'.  fi4-lognép.^j  (*). 

il  faut  retrancher  de  celte  expression,  pour  avoir  le  travail 
réel  du  piston,  le  travail  résistant  qui  résulte  de  la  présence 
du  gaz  ou  de  la  vapeur  derrière  lui,  car  le  corps  de  pompe 
communique  avec  un  condenseur  ou  avec  Tatmosphère.  Dans 
les  deux  cas,  la  pression  est  constante  et  égale  à  p^.  Le  travail 
produit  est  donc 

P*  *'•  „ 


(*)  Si  je  suppose  que  p^  tende  vers  zéro,  c'est-à-dire  que  le  volume  du  corps 
de  pompe  augmente  indéfiniment,  le  travail  correspondant  est  infini.  Il  semble 
ainsi  qu'une  même  quantité  de  vapeur  puisse  fournir  un  travail  infini.  C'est  là 
une  de  ces  absurdités  qui  montrent  combien  de  précautions  sont  nécessaires 
pour  l'emploi  des  formules  établies  dans  certaines  hypothèses  qu'on  est  porté  à 
«mblier  une  fois  qu'on  est  en  possession  du  résultat.  Ici,  nous  avons  établi  la 
formule  en  supposant  la  température  constante.  Or,  si  la  vapeur  se  dilate,  il  y 
a  abaissement  de  température,  à  moins  qu'on  ne  restitue  de  la  chaleur  au  corps 
de  pompe  au  moyen  d'une  double  enveloppe  de  vapeur  par  exemple;  de  sorte 
que  le  travail  pourra  devenir  infini,  mais  il  est  clair  qu'on  devra  compter  pour 
quelque  chose  la  chaleur  qu'on  est  obligé  de  fournir  pour  maintenir  le  gaz  à 
une  température  constante.  C'est  ainsi  que  le  poids  d'une  horloge  peut  servir 
indéfiniment  et  développe  dans  un  espace  limité  une  quantité  de  travail  indé- 
finie, à  la  condition  qu'on  le  remonte  à  des  intervalles  de  temps  convenables. 
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Donc  enfin,  le  travail  disponible  sur  le  piston  est 


,,.(,H.,o,  &_£),.,. 


Étant  donnée  une  machine  à  vapeur  en  marche,  il  est  très- 
intéressant  de  mesurer  directement  le  travail  réellement 
développé  sur  le  piston,  afin  de  voir  dans  quelle  mesure  les 
formules  précédentes  peuvent  représenter  le  phénomène.  Ce 
travail  sera  loin  d*être  entièrement  utilisé  par  la  machine,  a 
cause  des  frottements  qui  existent  dans  les  pièces  qui  trans- 
mettent le  mouvement  du  piston  à  l'outil. 

Voici  la  description  de  l'appareil  qui  donne  la  solution  de 
cette  question. 

Indicateur  de  IP'att. 

Un  petit  cylindre  AB  (^g^.  loo)  est  disposé  de  manière  à  se 
visser  sur  l'un  des  fonds  du  cylindre  de  la  machine,  et  com- 
munique avec  l'intérieur  par  son  extrémité  A.  Un  piston  C 
reçoit  l'action  de  la  vapeur,  et  monte  plus  ou  moins  dans  le 
cylindre  AB,  en  comprimant  un  ressort  en  hélice  qui  le  sur- 
monte. Un  crayon,  fixé  à  la  tige  du  piston,  vient  s'appuyer 
par  sa  pointe  sur  un  cylindre  latéral  D  qui  est  recouvert  d'une 
bande  de  papier,  et  qui  reçoit  autour  de  son  axe  £F  un  mouve- 
ment de  rotation  alternatif  proportionnel  au  mouvement  du 
piston  de  la  machine  à  vapeur.  Le  crayon  trace  une  courbe 
fermée  sur  le  papier  qui  enveloppe  le  cylindre  D  ;  Taire  de 
cette  courbe  sert  de  mesure  au  travail  moteur  développé  par 
la  vapeur  pendant  que  le  piston  de  la  machine  cède  à  son 
action,  diminué  du  travail  résistant  qu'elle  occasionne  lorsque 
ce  piston  marche  en  sens  contraire. 

La  forme  théorique  de  la  courbe  est  celle  de  la  Jig.  ici, 
dans  laquelle  AB  représente  la  ligne  atmosphérique,  c'esl- 
à-dire  la  ligne  que  décrirait  le  crayon  si  la  vapeur  dans  le 


{*)  Si  N  (lcsi(Tne  le  noralire  de  simples  courses  du  piston  par  minute,  la  force 
do  la  machine  en  chevaux  est 


N 


Cox 


7^*'./'.(»-^-ïo8^-^)    (Porcelet). 
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cylindre  conservait  la  pression  atmosphérique.  Je  suppose 
qu*au  dépari  du  piston  le  crayon  soit  en  C;  il  décrira  d*abord 
une  ligne  horizontale  CD,  parce  que  pendant  un  certain  temps 
le  corps  de  pompe  communique  avec  la  chaudière  et  que  par 
suite  la  vapeur  y  garde  une  pression  constante.  Ensuite,  la 
pression  diminue,  le  crayon  décrit  la  courbe  DE.  Puis  le  corps 
de  pompe  communique  avec  le  condenseur,  la  pression 
descend  rapidement,  ce  qui  donne  une  droite  EF,  le  point  F 
correspondant  à  la  pression  du  condenseur;  puis,  quand  le 
piston  revientà  sa  première  position,  la  pression  ne  changeant 
pas,  le  crayon  décrit  l'horizontale  FG.  Enfîn  on  fait  arriver  la 
vapeur,  la  pression  augmente  presque  instantanément,  ce  qui 
donne  une  verticale  GC. 

En  pratique,  on  n'obtient  que  des  courbes  approchées  de 
celles-là  et  qui  oscillent  de  part  et  d*autre  d*une  certaine  posi* 
lion  moyenne.  C'est  Taire  de  cette  courbe  moyenne  qu'on 
prend  pour  la  mesure  du  travail. 

On  peut  graduer  l'indicateur  de  Watt  et  chercher  à  quelle 
hauteur  doit  monter  le  crayon  pour  une  pression  déterminée, 
et  par  suite,  inversement,  étant  donnée  la  position  du  crayon, 
déterminer  la  pression.  Il  suffit  de  retourner  Tindicateur  et 
d'y  suspendre  successivement  des  poids  qui  produiront  sur  le 
ressort  des  charges  correspondant  aux  pressions  de  i  atmo- 
sphère, 2,  3,  etc.  Il  est  facile  de  déterminer  le  poids  qui  cor- 
respond à  I  atmosphère  quand  on  connaît  la  section  du 
cylindre  AB.  En  effet,  la  pression  atmosphérique  équivaut  à 
an  poids  de  io33o  kilogrammes  par  mètre  carré;  donc,  si  A 
est  la  section  du  cylindre  rapportée  au  mètre  carré, 

A  X  io33o 

est  le  poids  qui  correspond  à  la  pression  de  i  atmosphère  sur 
le  piston  Q. 

L'indicateur  de  Watt  donnerait  exactement  à  chaque  instant 
la  pression  de  la  vapeur  dans  l'intérieur  du  cylindre,  s'il  y  avait 
équilibre  entre  la  force  résultant  de  cette  pression  et  la  tension 
du  ressort.  Or,  il  n'en  est  point  ainsi  pendant  que  la  pression  de 
la  vapeur  diminue  par  l'effet  de  la  détente,  et  surtout  pendant 
que  celte  même  pression  augmente  rapidement  au  commen- 
II.  i5 
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cernent  de  la  course  du  piston,  lorsqu'on  vient  d'ouvrir  brus* 
quement  la  communication  du  cylindre  avec  la  chaudière. 

Aussi  le  sommet  C  du  diagramme  présente-t-il  toujours 
une  pointe  plus  ou  moins  haute,  provenant  de  ce  que  le 
piston  est  violemment  lancé  vers  le  haut,  dépasse  la  position 
qui  conviendrait  à  l'équilibre,  et  ne  se  fixe  dans  cette  position 
qu'après  un  certain  nombre  d'oscillations  dont  la  trace  est 
visible  sur  la  courbe.  On  atténue  cet  effet  en  diminuant  la 
masse  du  piston,  résultat  qui  a  été  obtenu  par  M.  Clair  en 
construisant  en  aluminium  le  piston  ainsi  que  sa  tige. 

M.  Clair  avait  aussi  imaginé,  par  une  combinaison  cinéma* 
tique  extrêmement  ingénieuse  fondée  sur  les  propriétés  de 
l'encliquetageDobo,  de  remplacer  le  mouvement  alternatif  du 
cylindre  sur  lequel  se  trouve  le  papier  par  un  mouvement 
continu,  de  manière  que  les  courbes  tracées  par  le  crayon  pour 
un  certain  nombre  de  coups  de  piston  successifs  se  placent  à 
la  suite  les  unes  des  autres  au  lieu  de  se  superposer.  La  dispo- 
sition ancienne  est  peut-être  préférable,  en  ce  sens  qu'elle  fait 
mieux  ressortir  la  courbe  moyenne  au  milieu  des  irrégularités 
accidentelles  qui  affectent  chaque  coup  de  piston. 

§   XIV.  —  DYNAHOHfeTRES   ▲  BANDE   ET   A   GOMPTBUB. 

Pour  mesurer  facilement  une  force  considérable,  on  fail 
usage  de  dynamomètres  fondés  sur  les  propriétés  des  lames 
élastiques  fléchies  par  un  effort  transversal  (^îg^.  gS).  Deux 
lames  de  ressort  parallèles  sont  réunies  par  leurs  extrémités; 
et  s'il  s'agit,  par  exemple,  de  mesurer  l'effort  d'un  cheval  attelé 
à  une  voiture,  on  attachera  le  milieu  de  l'une  des  lames  à  la 
voiture,  et  on  fera  tirer  le  cheval  sur  l'autre  lame.  L'expérience 
prouve  que  l'écartement  des  points  C  et  D  est  proportionnel  à 
l'effort  exercé,  et  il  est  facile  de  déterminer  expérimentalement 
l'écart  correspondant  à  un  effort  connu. 

Dynamomètre  de  traction  à  bande. 

On  peut  enregistrer  d'une  manière  continue  les  indications 
fournies  par  cet  appareil,  en  le  combinant  avec  un  système  de 
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bobines  à  bandes  de  papier,  analogue  à  celui  que  représente 

•«  fig'  99  *w- 
La  force  de  traction  est  appliquée  suivant  la  direction  AB 

et  détermine  un  accroissement  de  la  distance  des  milieux  C,  D 

des  deux  lames.  La  bande  de  papier  se  meut  au-dessous  du 

dynamomètre  suivant  une  direction  perpendiculaire  à  AB.  Un 

crayon  fixé  au  point  D  trace  une  ligne  courbe  sur  la  bande  de 

papier  ;  un  autre  crayon  porté  par  une  pièce  qui  est  fixée  au 

point  C  trace  en  même  temps  la  ligne  que  tracerait  le  premier 

crayon,  si  le  point  D  ne  s'était  pas  écarté  du  point  C  par  l'action 

de  la  force.  La  distance  mn  de  ces  deux  lignes  (Jig.  g6),  prise 

perpendiculairement  à  la  longueur  de  la  bande  de  papier,  sert 

de  mesure  à  la  force  qui  agit  sur  le  dynamomètre,  au  moment 

où  le  crayon  fixé  en  D  marque  le  point  m.  Si  la  bande  de 

papier  est  animée  d'un  mouvement  uniforme  transmis  par  un 

mécanisme  d'horlogerie,  la  courbe  obtenue  fait  connaître  la 

loi  de  la  force  par  rapport  au  temps  ;  si  le  mouvement  de  la 

bande  est  proportionnel  à  celui  du  corps  auquel  est  appliquée 

la  force  de  traction,  la  courbe  tracée  sur  la  bande  par  le^ 

crayon  D  fait  connaître  la  loi  de  cette  force  par  rapport  au 

chemin  parcouru.  Dans  ce  dernier  cas,  l'aire  mnpq  fournit  la 

valeur  du  travail  de  la  force  correspondant  au  temps  pendant 

lequel  la  bande  a  marché  de  la  quantité  nq. 

Dynamomètre  de  traction  à  compteur. 

Un  plateau  circulaire  AB  (Jig,  97  )  reçoit  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  son  axe  CD;  ce  mouvement  est  proportion- 
nel à  celui  du  corps  auquel  la  force  est  appliquée.  Une  boîte  £, 
fixée  au  milieu  de  la  lame  antérieure  d'un  dynamomètre,  porte 
une  roulette  qui  est  très-mobile  autour  d'un  axe  parallèle  à  la 
direction  de  la  force,  et  qlii  s'appuie  en  G  sur  le  plateau;  cette 
roulette  touche  le  plateau  en  C  lorsque  aucune  force  n'écarte 
les  lames  du  dynamomètre.  La  force  de  traction  ayant  trans- 
porté la  roulette  de  C  en  G,  et  le  plateau  ayant  un  mouvement 
proportionnel  à  celui  du  point  d'application  de  la  force,  on 
reconnaît  aisément  que  la  quantité  dont  tourne  la  roulette  par 
suite  de  son  adhérence  avec  le  plateau  est  proportionnelle  au 
travail  de  la  force.  Le  mouvement  de  la  roulette  se  transmet 

i5. 
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par  un  mécanisme  d'horlogerie  à  un  cadran  divisé  dont  les 
diverses  parties  passent  ainsi  sous  un  point  de  repère  fixe. 
L'observation  des  positions  initiale  et  finale  de  ce  cadran  fait 
connaître  le  nombre  de  tours  dont  la  roulette  a  tourné  pen- 
dant la  durée  de  Texpérience,  et,  par  suite,  le  travail  produit 
par  la  force  pendant  ce  temps.  On  détermine  la  quantité  de 
travail  qui  correspond  à  chaque  division  du  cadran  mobile, 
par  une  expérience  préalable. 

Les  dynamomètres  de  traction  à  bande  et  à  compteur  peu- 
vent être  employés,  par  exemple,  pour  mesurer  le  travail 
développé  dans  le  tirage  des  voitures.  Dans  ce  cas,  on  transmet 
à  la  bande  de  papier,  ou  au  plateau,  un  mouvement  propor- 
tionnel à  celui  de  la  voiture,  au  moyen  d'une  corde  sans  fin 
que  l'on  fait  passer  dans  la  gorge  d'une  poulie  adaptée  au 
moyeu  de  Tune  des  roues  de  la  voiture. 

Les  appareils  à  bande  ont  l'avantage  de  donner  la  loi  de  va- 
riation de  l'effort  avec  toutes  les  circonstances. 

Manivelle  djmamomé trique. 

Cette  manivelle  se  substitue  à  une  manivelle  ordinaire, 
lorsque  l'on  veut  mesurer  le  travail  nécessaire  pour  entretenir 
le  mouvement  de  rotation  de  l'arbre  auquel  elle  est  adaptée. 
Une  lame  de  ressort  A  [fig.  98),  ï\\éii  par  une  de  ses  extré- 
mités dans  la  pièce  B  qui  fait  corps  avec  l'arbre,  vient  passer 
à  son  autre  extrémité  entre  deux  couteaux  d'acier  portés  par 
le  bras  CD  de  la  manivelle.  Ce  bras  CD  est  évidé  de  manière  à 
laisser  toute  liberté  au  ressort  A  qui  passe  à  son  intérieur;  il 
peut  d'ailleurs  tourner  librement  autour  du  petit  cylindre  E 
fixé  à  la  pièce  B  dans  le  prolongement  de  l'axe  de  rotation  de 
l'arbre.  Lorsqu'on  agit  sur  la  poignée  D  pour  faire  tourner 
l'arbre,  cette  action  se  transmet  tout  entière  à  l'arbre  par  l'in- 
termédiaire du  ressort  qui  fléchit  en  conséquence.  La  pièce  B 
porte  un  appareil  à  bande  de  papier  disposé  en  arrière  du  res- 
sort; la  bande  se  meut  proportionnellement  au  mouvement  de 
rotation  de  l'arbre  et  dans  la  direction  du  ressort  A,  lorsqu'il 
n'est  pas  tendu.  Un  crayon  porté  par  le  bras  CD  de  la  mani- 
velle trace  une  courbe  sur  la  bande  de  papier;  un  second 
crayon,  porté  par  le  support  de  la  bande,  trace  en  même  temps 
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la  ligne  que  le  premier  crayon  tracerait  si  le  ressort  A  n'était 
pas  tendu  pendant  le  mouvement.  Ces  deux  lignes  servent  à 
déterminer  le  travail  développé  par  la  force  qui  agit  sur  la 
manivelle,  comme  dans  le  cas  du  dynamomètre  de  traction  à 
bande. 

Dynamomètre  de  rotation. 

Pour  mesurer  le  travail  que  développe  une  machine  en  pro- 
duisant le  mouvement  de  rotation  d'un  arbre  soumis  à  l'action 
de  diverses  résistances,  on  se  sert  de  dynamomètres  qui  ont 
une  grande  analogie  avec  la  manivelle  dynamométrique.  Trois 
poulies  A,  B,  C,  destinées  à  recevoir  des  courroies,  sont  mon- 
tées sur  un  arbre  DE  {Jig.  99).  La  première  A  est  folle  sur  l'ar- 
bre, et  peut  tourner  seule,  tandis  que  le  reste  de  l'appareil  est 
en  repos.  La  seconde  poulie  B  est  fixée  invariablement  à  l'arbre 
DE.  La  troisième  poulie  C  est  folle  sur  l'arbre,  comme  la  pre- 
mière; mais  elle  ne  peut  pas  tourner  indépendamment  de  lui, 
parce  qu'elle  lui  est  reliée  par  des  ressorts.  Ces  ressorts,  ana- 
logues à  celui  de  la  manivelle  dynamométrique,  sont  implantés 
dans  l'arbre  DE,  et  dirigés  suivant  des  rayons  de  la  poulie  C  ; 
il  y  en  a  ordinairement  deux,  opposés  l'un  à  l'autre.  Les  extré- 
mités de  ces  ressorts  sont  engagées  entre  des  couteaux  d'acier 
que  porte  la  poulie  C  près  de  sa  circonférence  [Jig.  99,  dé- 
tail C).  Lorsque  la  poulie  B  tourne,  elle  entraîne  l'arbre  DE 
qui  fait  corps  avec  elle;  cet  arbre  entraîne  à  son  tour  la  pou* 
lie  C  par  l'intermédiaire  des  ressorts  qui  fléchissent  plus  ou 
moins,  suivant  que  la  poulie  C  éprouve  une  résistance  plus  ou 
moins  grande.  Pour  se  servir  de  cet  appareil,  on  l'emploie 
comme  intermédiaire  pour  la  transmission  du  mouvement  à 
l'arbre  auquel  sont  appliquées  les  résistances  à  vaincre.  On 
enlève,  par  exemple,  un  manchon,  qui  sert  à  relier  ensemble 
deux  portions  de  cet  arbre;  puis  on  adapte  à  chacune  de  ces 
deux  portions  ainsi  rendues  indépendantes  l'une  de  l'autre, 
deux  tambours  M,  N,  destinés  à  recevoir  des  courroies  qui 
passent  en  même  temps  sur  les  poulies  B,  C  de  l'appareil*  La 
poulie  folle  A  sert  à  interrompre  et  à  rétablir  à  volonté  la 
transmission  du  mouvement,  par  un  transport  latéral  de  la 
courroie  du  tambour  M.  Un  appareil  à  bande  de  papier  ou  à 
compteur  est  installé  à  côté  de  la  poulie  C  (fig^y^bis);  le 
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mouvement  de  la  bande  de  papier  ou  du  plateau  est  propor- 
tionnel au  mouvement  de  rotation  de  Tarbre,  et  le  travail 
développé  pour  entretenir  ce  mouvement  est  donné  absolu- 
ment de  la  même  manière  que  dans  les  dynamomètres  de 
traction. 


§  XV\  —  Frein  dynamométrique  de  Prony. 

Depuis  longtemps  les  mécaniciens  ont  cherché  à  mesurer 
par  des  moyens  directs,  non  pas  le  travail  développé  par  le 
moteur,  mais  bien  la  quantité  de  travail  transmise  aux  arbres 
tournants  pendant  le  travail  régulier  des  machines,  parce  que 
c'est  là  ce  qui  intéresse  surtout  Tindustriel.  Dans  le  cas  d'une 
machine  à  vapeur,  par  exemple,  on  peut  mesurer  le  travail 
de  la  vapeur  dans  le  cylindre  au  moyen  de  Tindicateur  de 
Watt.  Mais  il  est  possible  qu'il  y  ait  dans  l'intérieur  du  cy- 
lindre un  travail  considérable  produit,  et  que,  par  suite  de 
mauvaises  dispositions  de  la  machine,  le  travail  transmis  à 
Tarbresoit  de  beaucoup  diminué  et  rendu  trop  faible  pour  les 
machines  que  l'arbre  tournant  devra  mettre  en  mouvement. 
On  emploie  pour  mesurer  le  traitait  disponible  le  frein  de 
Prony.  J'entends  par  travail  disponible  sur  un  arbre  donné  le 
travail  transmis  par  le  moteur  à  la  machine,  diminué  de  celui 
qui  est  absorbé  par  les  résistances  passives  des  pièces  inter- 
médiaires comprises  entre  le  récepteur  et  l'arbre  que  l'on 
considère. 

Le  principe  de  cette  machine  est  très-simple;  il  consiste  à 
supprimer  les  résistances  ordinaires  et  à  employer  tout  le  tra- 
vail transmis  à  l'arbre  tournant  pour  vaincre  un  travail  résis- 
tant facile  à  évaluer.  Et  comme,  dans  le  mouvement  régulier 
de  la  machine,  le  travail  moteur  est  égal  au  travail  résistant, 
nous  aurons  ainsi  ce  que  nous  cherchions,  le  travail  moteur 
transmis  à  l'arbre  à  la  condition  que  celui-ci  se  trouve  dans 
l'expérience  absolument  dans  les  mêmes  conditions  de  vitesst^ 
et  autres  que  dans  le  travail  régulier. 

Il  faut  que  l'arbre  ait  en  un  point  de  sa  longueur  une  partie 
tournée,  ou  bien  que  l'on  fixe  dessus  une  poulie  en  fonte  à 
gorge  plate,  également  tournée. 
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Le  frein  dynamométrique  tel  qu*il  a  été  proposé  et  décrit 
MF  M.  de  Prony  consiste  en  un  levier  ab  garni  d'un  coussi- 
let  e  qui  repose  sur  Tarbre  tournant  c,  auquel  la  direction  du 
évier  est  perpendiculaire  (^g".  102).  Une  autre  pièce  a' è'  placée 
>ur  l'arbre  est  réunie  à  la  première  ab  par  deux  boulons  d,  d\ 
lu  moyen  desquels  on  peut  serrer  à  volonté  l'arbre  entre  les 
)ièces  aby  a'  b\  qui  portent  le  nom  de  mâchoires  du  frein.  De 
a  compression  de  l'arbre  c  entre  les  mâchoires  résulte  à  sa 
Mrconférence  un  frottement  qui,  pendant  le  mouvement,  tend 
I  entraîner  le  levier  ab  et  à  le  faire  participer  à  la  rotation  de 
l'arbre;  mais  un  poids  P,  placé  dans  un  plateau  fixé  au  bout  du 
levier  s'oppose  à  son  mouvement  et  fait  constamment  équi- 
libre au  frottement  qui  se  développe  sur  la  circonférence  de 
l'arbre. 

Pour  faire  un  essai,  on  commence  par  supprimer  l'action 
de  toutes  les  résistances  qui  agissent  sur  la  machine  fonction- 
nant régulièrement;  puis,  en  augmentant  ou  diminuant  le 
serrage  des  écrous,  on  amène  la  machine  à  sa  vitesse  de  ré- 
gime; en  même  temps  on  maintient  le  levier  immobile  en 
plaçant  un  poids  convenable  dans  le  plateau. 

Si  cette  dernière  condition  est  satisfaite  et  qu'on  arrête 
rexpérience  à  un  instant  où  la  vitesse  de  la  machine  soit 
exactement  ce  qu'elle  était  à  l'instant  initial,  il  est  clair  que 
le  travail  moteur  transmis  à  l'arbre  pendant  toute  la  durée  de 
l'essai  est  exactement  égal  au  travail  résistant  développé  par 
le  frottement  des  mâchoires  sur  la  jante  de  la  poulie. 

Or,  ce  dernier  travail  est  facile  à  obtenir.  En  effet,  soit  F 
une  des  forces  tangentielles  provenant  de  l'action  des  mâ- 
choires sur  la  circonférence  de  la  poulie;  si  nous  désignons 
[MF  r  le  rayon  de  cette  poulie  et  par  oa  la  vitesse  angulaire  de 
l'arbre,  nous  aurons  pour  le  travail  de  la  force  F  en  une 

»econde 

Fwr, 

ît  pour  le  travail  moteur  dépensé  pendant  le  même  temps. 

D'un  autre  côté,  le  levier  est  en  équilibre  sous  l'action  du 
poids  P,  dont  le  moment,  par  rapport  à  l'axe,  est  PR,  R  étant 
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la  distance  du  poids  P  à  l'axe  de  rotation»  et  des  forces  du 
frottement  dont  les  moments  sont  représentés  d'une  manière 
générale  par  Fr;  donc  on  a 

PR=r2;F; 

T  =  PR«. 

On  voit  qu'on  n'a  besoin  de  connaître  ni  la  pression  exer- 
cée par  les  mâchoires  du  frein  sur  l'arbre,  ni  le  rapport  de 
cette  pression  au  frottement  F»  et  qu'il  suffit  de  la  faire  varier 
en  serrant  ou  desserrant  les  boulons  d,  d'  et  augmentant  ou 
diminuant  en  même  temps  le  poids  P  jusqu'à  ce  que  l'arbre 
ait  pris  la  vitesse  sur  laquelle  on  veut  opérer  ("). 

La  formule  précédente  a  été  établie  dans  l'hypothèse  que  la 
vitesse  de  la  machine  était  exactement  la  même  à  la  fin  de 
l'essai  qu'au  commencement,  et  que,  de  plus,  pendant  toute 
la  durée  de  l'essai  le  levier  du  frein  reste  immobile. 

La  première  condition  oblige  à  donner  à  l'essai  une  durée 
assez  longue,  dix  à  quinze  minutes  au  moins,  pendant  les- 
quelles on  mesurera  plusieurs  fois  la  vitesse  au  moyen  d'une 
montre  à  secondes.  Si  la  vitesse  a  diminué,  c'est  que  le  poids 
mis  dans  le  plateau  est  trop  fort,  et  il  faut  recommencer  l'essai 
après  avoir  déchargé  le  plateau.  Suivant  le  plus  ou  moins 
d'habileté  de  l'opérateur,  ces  corrections  pourront  entraîner 
des  tâtonnements  pénibles;  mais  il  faut  remarquer  qu'un  très- 
faible  changement  de  vitesse  peut  correspondre  à  une  assez 
grande  variation  de  force  vive  et,  par  suite,  à  une  dépense 
notable  de  travail,  si  la  machine  possède  plusieurs  pièces  fai- 
sant fonction  de  volants.  L'erreur  provenant  de  cette  source 
aura  d'ailleurs  une  importance  relative  d'autant  plus  faible  que 
l'essai  aura  duré  plus  longtemps. 

Quant  à  la  deuxième  condition,  il  n'est  pas  possible  de 
maintenir  le  levier  dans  une  position  invariable  pendant  la 
durée  que  nous  avons  assignée.  Le  coefficient  du  frottement 


{*)  En  mesurant  le  travail  transmis  par  le  moteur  pour  diflercntcs  vitesses 
de  la  machine,  on  déterminera  la  vitesse  qui  correspond  au  maj^imum  d'effet 
utile,  vitesse  qui,  ainsi  que  nous  Tavons  dit,  est  sans  aucun  rapport  avec  la 
vitesse  qu'on  veut  faire  prendre  à  l'outil. 
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du  frein  sur  la  poulie,  malgré  toutes  les  précautions  qu*on 
peut  prendre  (*),  ne  reste  pas  constant,  de  sorte  que  Féqui- 
libre  se  trouve  fréquemment  rompu;  le  levier  s'élève  ou 
s'abaisse,  et,  pour  le  ramener  à  Thorizontalité,  on  est  obligé 
de  diminuer  ou  d'augmenter  le  serrage,  en  agissant  avec  une 
clef  sur  les  écrous. 

Il  est  évident  que  si,  par  suite  des  oscillations  du  levier,  le 
monient  du  poids  P  (s^jnsi  que  le  moment  du  poids  du  frein 
lui-même,  dont  il  faut  tenir  compte  toutes  les  fois  que  l'arbre 
n'est  pas  vertical)  subit  des  variations,  les  résultats  obte- 
nus seront  nécessairement  incertains  et  conduiront  à  des 
quantités  de  travail  différentes,  suivant  que  le*  levier  sera 
resté  plus  ou  moins  longtemps  dans  telle  ou  telle  position.  Il 
est  donc  indispensable  que  ces  moments  soient  bien  constants 
pour  toutes  les  obliquités  que  le  levier  a  la  faculté  de  prendre. 

On  obtient  la  constance  du  moment  de  la  charge  du  firein  en 
attachant  le  plateau  au  levier  à  l'aide  d'une  courroie  fixée  à 
l'extrémité  supérieure  d'un  arc  en  fer  centré  exactement  sur 
l'arbre  {Jig.  io3). 

Quant  au  moment  du  poids  des  freins,  il  ne  peut  être  rigou- 
reusement constant  que  si  l'appareil  est  équilibré  autour  de 
l'axe  de  rotation,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  habituel.  C'est  là  une 
cause  d'erreur  qui  n'a  été  complètement  évitée  que  dans  le 
frein  circulaire  de  M.  Kretz  [fig.  io4),  que  nous  décrirons 
dans  un  instant. 

Lorsque  ces  deux  conditions  sont  remplies,  les  oscillations 
inévitables  du  frein  ne  troublent  en  rien  l'exactitude  des  ré- 
sultats obtenus  dans  l'essai  (**). 

Le  moment  du  poids,  pour,  les  freins  ordinaires,  doit  être 

(*)  Il  faut,  pour  runiformitc  du  frottement,  que  la  jante  de  la  poulie  soit 
tournée  et  parfaitement  centrée  sur  l'axe  de  rotation,  que  les  surfaces  frottantes 
soieiit,  pendant  toute  la  durée  de  l'essai,  à  la  même  température  et  dans  le  même 
état  de  lubrifaction.  Il  y  aurait  avantage,  pour  que  rcifort  nécessaire  au  serrage 
fût  réduit  au  minimum,  à  ce  que  le  coefficient  de  frottement  fût  très-(;rand,  en 
même  temps  que  régulier. 

On  obtient  la  régularité  et  on  évite  l'cchauflement  en  arrosant  la  poulie  et 
les  mâchoires  d*eau  pure.  11  est  inutile  et  même  mauvais  d'employer  de  l'eau 
de  savon. 

(  "*  )  Ces  indications  sont  extraites  du  Mémoire  sur  les  conditions  à  remplir  dans 
l'emploi  du  frein  dynamométrique,  par  M.  Kretz  [Comptes  rendus,  7  mars  1864). 
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déterminé  par  une  expérience  préalable  dans  laquelle  on  fait 
reposer  la  mâchoire  supérieure  du  frein  sur  un  couteau  A 
[Jig>  io5).  Le  frein  tend  à  tomber  du  côté  du  plateau;  on  le 
maintient  horizontal  à  l'aide  de  cales.  Un  peu  au-dessus  du 
frein  est  disposé  un  fléau  de  balance  BD  dont  Tune  des  extré- 
mités B  est  précisément  sur  la  direction  de  la  verticale  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité  du  poids  placé  dans  le  plateau. 
On  attache  une  courroie,  d'une  part  à^ette  extrémité,  d*autre 
part  à  la  partie  inférieure  de  Tare;  on  enlève  les  cales  et  on 
détermine  le  poids  n  qu'il  faut  suspendre  en  D  à  l'autre  bout 
du  fléau  pour  maintenir  le  levier  horizontal. 

Le  poids  II,  qui,  ainsi  appliqué  à  la  distance  R=:A£ya 
précisément  le  même  moment  que  le  poids  de  l'appareil,  se 
nomme  tare  du  frein. 

L'inconvénient  de  cette  manière  d'opérer  est  que  le  levier 
ainsi  placé  constitue  une  espèce  de  balance,  mais  une  balance 
paresseuse,  de  sorte  qu'il  règne  une  assez  grande  incertitude 
sur  le  poids  qu'on  doit  mettre  pour  obtenir  l'équilibre.  Il  est 
cependant  bien  important  d'avoir  ce  poids  avec  une  grande 
exactitude,  vu  que  pour  des  vitesses  assez  fortes  il  faut  très- 
peu  de  chose  pour  représenter  un  cheval  de  force.  Une  autre 
cause  d'erreur  très-grave  provient  de  ce  que,  pendant  la  tare, 
la  rotation  ne  se  fait  pas  autour  du  même  axe  que  pendant 
l'essai,  et  en  vertu  de  ce  que  le  frein  formé  de  voussoirs  se 
déforme,  ce  qui  modifie  la  position  de  son  centre  de  gravité. 
M.  Deniondésir  a  supprimé  cet  inconvénient  en  opérant  de  la 
manière  suivante. 

On  construit  un  disque  en  bois  ayant  exactement  le  même 
diamètre  que  la  poulie  et  traversé  perpendiculairement  à  son 
plan  par  un  couteau  dont  Tarête  passe  par  le  centre  (Jig^  io6). 
On  monte  le  frein  sur  ce  disque  comme  il  doit  l'être  sur  la 
poulie  pendant  l'expérience;  on  fait  reposer  tout  le  système 
par  le  tranchant  du  couteau  sur  un  appui  horizontal.  La  tare 
s'obtient  alors  par  rapport  au  centre  de  la  rotation  pendant 
l'essai,  et  le  degré  de  sensibilité  de  la  balance  ainsi  consti- 
tué donne  la  mesure  de  l'approximation  que  l'on  peut  obtenir 
avec  le  système  du  frein  employé. 

En  général,  il  sera  bon  de  refaire  la  tare  immédiatement 
après  le  dernier  essai,  car  le  frein  est  toujours  fortement 


CHAP.  IT.  —  APPAREILS  MESURANT  LE  TRAVAIL  DES  FORCES.      235 

ouilIé  dans  Texpérience,  et  Teau  absorbée  par  les  mâchoires 
.  le  levier  peut  apporter  à  la  tare  des  modifications  notables. 

Du  serrage,  —  Ces  précautions  étant  prises,  il  faut  rendre 

manœuvre  des  écrous  aussi  facile  que  possible,  et  s'arran- 
îf  de  manière  que  les  efforts  exercés  pour  cela  aient  un  mo- 
lent  nul  par  rapport  à  Taxe,  car  le  contraire  fausserait  évi- 
3mment  les  résultats  de  l'essai.  Enfin  il  importe  d'arrêter  les 
H:illations  le  plus  vite  possible,  sans  quoi  le  levier  pourrait 
ire  emporté  dans  un  sens  ou  dans  un  autre  avant  que  le  ser- 
ige  convenable  ait  pu  être  établi. 

Pour  éviter  ces  accidents,  il  est  indispensable  de  limiter  les 
xcursions  que  peut  faire  le  frein  de  part  et  d'autre  de  l'hori- 
ODtale.  On  arrive  à  ce  résultat  en  installant  deux  arrêts  solides 
let  H  {Jig»  io5  ei  fig.  102),  tels  que  de  fortes  traverses  en 
iharpente,  contre  lesquelles  le  levier  vient  buter  à  la  hau* 
ieur  des  plus  grandes  oscillations  qu'on  veut  lui  permettre. 
Seulement,  dès  que,  dans  un  essai  normal,  le  levier  a  touché 
TuD  ou  l'autre  de  ces  arrêts,  l'opération  a  manqué,  car  le 
choc  a  perdu  une  certaine  quantité  de  travail. 

Le  serrage  est  rendu  facile  et  les  efforts  à  exercer  sont  trans- 
mis dans  l'aplomb  de  l'axe  en  faisant  agir  une  clef  double  sur 
e  système  de  roues  et  de  pignons  indiqué  dans  \^Jig*  io3  (*); 
Dais,  quelque  facile  que  soit  cette  manœuvre,  elle  exige  tou- 
ours  un  certain  temps,  et  il  convient,  afin  de  ralentir  les 
scillations,  de  donner  une  valeur  suffisamment  grande  au 
loment  d'inertie  de  l'appareil,  c'est-à-dire  d'avoir  une  poulie 
e  très-grand  diamètre,  et  d'éloigner  le  plateau  de  Taxe  le  plus 
ossible. 

Stabilité  du  frein,—  On  peut  s'arranger  de  manière  que,  s'il 
a  augmentation  ou  diminution  du  moment  des  frottements, 
^s  variations  du  moment  de  la  charge  et  des  poids  rétablissent 
équilibre;  c'est  ce  qui  arrive  quand  le  levier  est  placé  au- 
essous  sans  arc  de  cercle.  On  obtient  ainsi  une  grande  sta- 
ilité,  mais,  par  cela  même,  on  s'expose  à  des  erreurs,  car  le 
mer  peut  prendre  une  nouvelle  position  d'équilibre  sans  que 
opérateur  soit  obligé  de  manœuvrer  les  écrous  et,  par  suite, 


(*)  L'idée  de  cette  disposition  est  de  M.  de  Saint-Léger. 
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de  remellre  le  système  dans  sa  position  normale.  Avec  l'autre 
disposition,  l'opérateur  est  obligé  de  corriger  immédiatement 
les  moindres  variations,  sous  peine  de  laisser  manquer  l'essai. 

Diverses  dispositions  données  au  frein. 

La  disposition  la  plus  habituelle  est  celle  de  layfg^.  102,  dans 
laquelle  la  mâchoire  inférieure  est  souvent  remplacée  par  une 
série  de  voussoirs  maintenus  par  une  bande  en  fer  {Jig.  106]. 

haijig.  io3  représente  le  frein  employé  par  M.  Rolland  et 
construit  par  M.  Farcot  (*)  pour  l'essai  des  machines  de  U 
manufacture  des  tabacs  de  Strasbourg. 

Le  frein  est  monté  sur  une  poulie  en  fonte  tournée  sur  sa 
gorge  et  composée  de  deux  parties  qui  se  rapprochent  pour 
embrasser  l'arbre,  et  qui  se  réunissent  au  moyen  de  boulons. 
La  poulie  est  creuse,  et  ses  joues  sont  percées  de  trous  par 
lesquels  on  peut  introduire  dans  l'intérieur  de  la  couronne 
un  courant  d'eau  dans  le  but  de  prévenir  réchauffement  delà 
jante  et  d'uniformiser  le  frottement.  Un  deuxième  counot 
arrose,  dans  le  même  but,  la  partie  extérieure  de  la  couronne; 
l'eau  est  amenée  au  moyen  de  deux  tuyaux  en  plomb  qui  com- 
muniquent avec  un  réservoir  supérieur  dont  le  niveau  est 
maintenu  constant  au  moyen  d'une  pompe  élevant  l'eau  d'un 
puits.  On  voit  que  de  cette  sorte  les  surfaces  frottantes  sont 
maintenues  à  une  température  constante  et  toujours  dans  le 
même  degré  d'humidité,  et  que,  par  suite,  les  conditions  né- 
cessaires à  l'uniformité  du  frottement  se  trouvent  remplies. 
On  emploie  quelquefois  l'eau  de  savon;  mais,  si  le  frottement 
devient  un  peu  plus  régulier,  il  devient  aussi  beaucoup  plus 
doux,  ce  qui  a  l'inconvénient  d'exiger  un  trop  grand  effort 
pour  le  serrage. 

La  mâchoire  supérieure  du  frein  est  une  pièce  de  bois  en- 
taillée circulairement.  La  mâchoire  inférieure  se  compose 
d'une  série  de  voussoirs  en  bois  juxtaposés  et  retenus  par  une 
bande  de  fer  plat  qui  les  maintient  appuyés  contre  la  gorge. 


(")  I^s  dispositions  principales  de  ce  frein  avaient  été  indiquées  antérieure- 
ment par  M.  de  Saint-Léger.  {Annales  des  Mines,  t.  XII,  1837.} 
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«Ue  bande  de  fer  se  termine  par  deux  liges  rondes  filetées  à 
îur  extrémité  pour  recevoir  un  écrou  au  moyen  duquel  on 
>roduit  le  serrage. 

Frein  circulaire.  —  Enfin  la  disposition  circulaire  (Jig.  io4) 
maginée  par  M.  Kretz  et  employée  pour  la  première  fois  par 
el  ingénieur  en  1862  permet  d'équilibrer  parfaitement  tout 
appareil  et  parait  réaliser  de  la  manière  la  plus  satisfaisante 
es  conditions  d'exactitude  et  de  facilité  dans  la  manœuvre. 

Le  frein  est  monté  sur  le  volant  ou  sur  une  roue  de  grand 
liamètre.  11  se  compose  d'une  série  de  voussoirs  en  bois  fixés 
nir  une  bande  de  fer  et  symétriquement  disposés  par  rapport 
I  l'arbre.  Aux  deux  extrémités  de  la  bande  sont  deux  vis  de 
sens  inverse  qui  s'engagent  dans  un  écrou  double  A.  La  faci- 
lilé  avec  laquelle  cet  écrou  se  manœuvre  au  moyen  de  quatre 
bras  de  levier  est  un  premier  avantage  de  la  disposition  que 
nous  étudions  ;  le  frottement  des  écrous  contre  les  embases 
Qxes  est  entièrement  supprimé;  de  plus,  le  moment  des  efforts 
qu'il  faut  exercer  est  toujours  nul  par  rapport  à  l'axe.  La  cour- 
roie est  fixée  à  un  secteur  centré  sur  l'arbre»  et  on  s'arrange 
de  manière  que  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  du  frein, 
moins  la  courroie  et  le  plateau,  soit  exactement  sur  l'axe,  ce 
qui  donne  une  grande  sensibilité  à  l'appareil  el  enlève  les  in- 
certitudes provenant  des  variations  du  moment  du  poids  pen- 
lant  l'essai.  S'il  était  au-dessus,  la  balance  serait  folle;  au- 
lessous,  elle  serait  paresseuse. 

Il  n'y  a  donc  pas  à  s'occuper  de  la  tare  du  frein,  ou  plutôt 
;eue  opération  consiste  simplement  à  faire  coïncider  le  centre 
le  gravité  avec  le  centre  de  rotation,  résultat  auquel  on  arrive 
acilement  par  l'addition  de  lames  de  plomb  sur  les  parties 
rop  légères. 

La  tare  de  ce  frein  reste  très-sensiblement  constante  pen- 
lant  l'essai,  parce  que  l'eau  qui  vient  imprégner  les  voussoirs 
>e  répartit  régulièrement  autour  de  l'axe;  on  peut  du  reste  la 
endre  invariable  en  saturant  tous  les  voussoirs  d'eau  avant 
'expérience. 

FIN   DU    DEUXIÈME    FASCICULE. 
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AVERTISSEMENT. 


Ce  troisième  fascicule  du  Cours  de  Mécanique  et  Ma- 
^ines,  de  Bour,  est  le  dernier  que  nous  ferons  paraître. 
1  est  conforme  à   la  rédaction  laissée  par  ce  savant. 

Quant  à  la  dernière  partie  du  Cours,  Moteurs  et  Récep- 
^ursy  que  Bour  professait  à  l'École  Polytechnique,  les 
éditeurs  ont  dû  renoncer  à  la  publier,  l'Auteur  n'ayant 
^issé  que  des  Notes  succinctes  qui  ne  pouvaient,  sous 
eur  forme  sommaire,  être  livrées  à  l'impression. 
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DYNAMIQUE  ET  HYDRAULIQUE. 


Ce  volume  comprend  deux  Sections  : 

La  première  a  pour  objet  la  Dynamique,  ou  science  des 
forces  et  des  mouvements  qu'elles  produisent; 

La  seconde  contient,  sous  le  titre  général  Hydraulique,  la 
Mécanique  spéciale  des  fluides,  avec  ses  divisions  principales  : 

L* Hydrostatique  et  V Hydrodynamique,  sciences  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement  des  liquides  et  des  gaz; 

Et  V Hydraulique  proprement  dite,  application  de  ces  sciences 
I  l'industrie  et  à  Fart  de  l'ingénieur. 
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DYNAMIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATÉRIEL. 


§  I.  —  Équations  différentielles  du  houtehent. 

tt  La  Dynamique  est  la  science  des  forces  accélératrices  et 
retardatrices,  et  des  mouvements  variés  qu'elles  doivent  pro- 
duire. Cette  science  est  due  entièrement  aux  modernes,  et 
Galilée  est  celui  qui  en  a  jeté  les  premiers  fondements.  Avant 
lui,  on  n*avait  considéré  les  forces  que  dans  Tétat  d'équilibre,  ' 
et  quoiqu'on  ne  pût  attribuer  l'accélération  des  corps  pesants 
et  le  mouvement  curviligne  des  projectiles  qu'à  l'action  con- 
stante de  la  gravité,  personne  n'avait  encore  réussi  à  détermi- 
ner les  lois  de  ces  phénomènes  journaliers,  d'après  une  cause 
si  simple.  Galilée  a  fait,  le  premier,  ce  pas  important,  et  a 
ouvert  par  là  une  carrière  nouvelle  et  immense  à  l'avancement 
de  la  Mécanique  (*).  Cette  découverte  ne  procura  pas  à  Ga- 
lilée, de  son  vivant,  jaulant  de  célébrité  que  celles  qu'il  avait 
fuites  dans  le  ciel,  mais  elle  fait  aujourd'hui  la  partie  la  plus 
solide  de  la  gloire  de  ce  grand  homme. 

»  Huygens,  qui  paraît  avoir  été  destiné  à  perfectionner  et  à 
compléter  la  plupart  des  découvertes  de  Galilée,  ajouta  à  la 
théorie  de  l'accélération  des  graves  celle  du  mouvement  des 


(*)  Discorti  e  demastrazioni  matematiche  intorno  a  due  nuo^e  icienze^  i638. 

I. 
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pendules  el  des  forces  centrifuges  (*),  el  prépara  ainsi  la 
roule  à  la  grande  découverie  de  la  gravitation  universelle.  La 
Mécanique  devint  une  science  nouvelle  entre  les  mains  de 
Newton,  et  ses  Principes  mathématiques,  qui  parurent  pour 
la  première  fois  en  1687,  furent  l'époque  de  cette  révolution. 
D  EnHn,  l'invention  du  calcul  infmitésimal  mit  les  géo- 
mètres en  état  de  réduire  à  des  équations  analytiques  les  lois 
du  mouvement  des  corps  (**).  »  Mais,  si  la  Mécanique  reçut 
ainsi  de  la  science  du  Calcul  un  secours  considérable  et  une 
impulsion  inattendue,  on  peut  dire  que,  réciproquement, 
l'Analyse  doit  ses  découvertes  les  plus  originales  aux  efforts 
consacrés  à  la  solution  des  problèmes  de  Mécanique. 

C'est  au  moyen  du  principe  de  la  composition  des  mouve- 
ments  produits  par  les  forces  que  Galilée  a  résolu  les  pre- 
mières questions  qui  se  rapportent  à  la  Dynamique. 

Dans  le  premier  Chapitre  de  la  Statique,  nous  avons  donné 
un  aperçu  des  nombreux  corollaires  du"  principe  de  Galilée, 
de  cette  grande  loi  qui  explique  et  complète  la  loi  primordiale 
de  l'inertie  de  la  matière  (***).  Ce  principe  nous  a  servi  de 
point  de  départ  dans  notre  exposition  de  la  Statique^  bien 
qu'il  fût  peut-être  plus  naturel,  et  surtout  plus  conforme  à 
Tordre  historique,  de  suivre  une  marche  toute  différente. 
Nous  allons  actuellement  développer  la  manière  dont  notre 
principe  fournit  la  solution  du  problème  général  de  la  Dyma- 
mique  du  point  matériel» 

Il  nous  suffira  pour  cela  de  rappeler  quelques-uns  des  ré- 
sultats précédemment  établis,  résultats  auxquels  nous  n'avons 
rien  à  ajouter  de  nouveau. 

I.  Quelles  que  soient  les  conditions  dans  lesquelles  un  point 
matériel  se  trouve  placé,  on  peut  toujours  considérer  ce  poini 


(*)  Horologium  ofciUatorium^  1673. 

(**)  Lagramcb,  Mécanique  analjrtique,  3«  édition,  t.  I,  p.  207. 

(***)  La  matière  est  inerte^  c'est-à-dire  iDdiflerente  à  toute  caase  de  raowre- 
ment,  à  toute  force.  Quand  plusieurs  forces  agissent  simultanément  sur  un 
même  point  mater ie!,  celui-ci  cède  à  la  fois,  et  sans  élection  aucune,  à  toutes 
ces  forces,  sans  qu'aucune  d'elles  gène  en  rien  le  mouvement  que  les  autres 
tendent  à  produire.  Les  êtres  animés  présentent  des  phénomènes  d*un  ordre 
tout  à  fait  opposé. 


CHAPITRE   I.  —    MOUVEMENT   D*UN    POINT   MATÉRIEL.  5 

cfPwwime  soumis  à  V action  d'une  force  unique^  laquelle  est  la 
ré^ Editante  des  efforts  de  toute  espèce  qui  s'exercent  sur  lui. 


îEMARQiiE.  —  Si  notre  point  n'est  pas  absolument  libre, 
c'^si-à-dire  s'il  fait  partie  d'un  corps,  ou  d'un  système  de  corps 
liés  entre  eux,  ou  bien  encore  s'il  se  trouve  gêné  dans  son 
mouvement  par  des  obstacles,  il  faudra  avoir  soin,  dans  Téva- 
limaition  de  la  résultante  ou  force  motrice,  de  tenir  compte  des 
forces  qui  proviennent  des  liaisons  du  système,  ainsi  que  des 
réaictions  des  obstacles  ou  appuis. 

Ces  forces  particulières,  qui  agissent  au  même  titre  que 
to\ites  les  autres  forces  pour  déterminer  les  diverses  circon- 
^^^inces  du  mouvement  du  point  mobile,  ne  sont  pas  immé- 
diatement connues  :  elles  dépendent  du  mouvement  inconnu, 
^^quel  en  dépend  à  son  tour.  On  est  donc  obligé  de  les  intro- 
duire dans  les  constructions  et  les  calculs  comme  des  incon- 
nues, dont  on  calcule  plus  tard  les  valeurs  par  Tune  des  mé- 
^Hodes  que  nous  exposerons  en  temps  utile. 

II.  Quand  un  point  matériel  animé  d'une  vitesse  quel-- 
^>vnque,  résultat  d'efforts  antérieurs  à  l'instant  considéré,  est 
actuellement  soumis  à  l'action  d* une  force,  l'accélération  to- 
iale  du  mouvement  de  ce  point  a  pour  direction  la  direction 
de  la  force,  et  pour  valeur  le  quotient  de  la  force  motrice 
par  la  masse  du  point  matériel  en  mouvement. 

C'est  ce  que  nous  avons  exprimé  par  l'équation 

m 

dans  laquelle  J  est  exprimé  en  mètres,  et  F  en  kilogrammes; 

quant  à  la  masse  m,  elle  ne  peut  être  rapportée  à  une  unité 

p 

particulière.  C'est  le  quotient  —  du  poids  en  kilogrammes  par 

le  nombre  9,8088  qui  mesure  dans  notre  sjrstème  d'unités 
raccélération  due  à  la  pesanteur.  Si  Ton  remplace  m  par  sa 

valeur  —•>  on  a 
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équation  qui  est  homogène  et  ne  dépend  plus  des  unités  qu'on 
voudra  adopter. 

III.  L'accélération  de  la  projection  d'un  point  sur  un  axe 
fixe  est  la  projection  sur  le  même  are  de  V accélération  totale 
du  point. 

On  a,  en  supposant  les  projections  orthogonales, 


J,  rrr  J  COS  J,  X  1=  —  COS  F,  X. 

m 

parce  que  la  direction  de  l'accélération  totale  est  la  même  que 
celle  de  la  force. 

On  aurait  trouvé  la  même  valeur  pour  J,»  en  considérant, 
par  une  double  abstraction,  la  projection  géométrique  du 
point  mobile  comme  un  point  matériel  de  masse  m,  soumis  à 
l'action  d'une  force 

F  COS  F,  a;, 

projection  de  la  force  F  sur  l'axe  des  x. 

Ce  résultat  constitue  un  théorème  dont  l'importance  est 
égale  à  la  simplicité,  c'est  le  véritable  et  unique  principe  de  la 
Dynamique,  dit  Euler  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de 
Berlin  pour  l'année  i^So. 

Voici  l'énoncé  de  ce  théorème,  qui  permet  d'écrire  immé- 
diatement les  équations  différentielles  du  mouvement  d'un 
point  matériel  libre,  soumis  à  l'action  de  forces  données  quel- 
conques : 

Théorème  fondamental.  —  La  projection  d'un  point  matériel 
sur  un  axe  fixe  se  meut  comme  un  point  matériel  de  même 
masse  que  le  point  donnée  animé  d'une  vitesse  égale  à  la  pro- 
jection de  la  vitesse  de  ce  points  et  sollicité  par  la  projection 
de  la  force  motrice  effective. 

Ce  théorème  est  vrai,  de  quelque  manière  que  s'effectue  la 
projection  du  mouvement  sur  la  droite  Gxe  (*}. 

Projection  du  mouvement  sur  la  tangente  et  sur  la  nor- 
maie,  —  L'application  du  théorème  fondamental  suppose  les 

(*)  La  projection,  rectançnlaire   ou  oblique,  du  mouTcmeot  sur  un  plan 
fixe  donne  lieu  à  un  Uiéorème  analogue. 
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lies  de  projection  fixes.  Aussi,  quanTd  on  parle  de  projeter  le 
nouvement  d'un  point  sur  la  tangente  et  la  normale  princi- 
[Mlle  de  sa  trajectoire,  faut-il  comprendre  qu'il  s'agit,  non  pas 
le  lignes  assujetties  à  coïncider  constamment  avec  la  tangente 
et  la  normale  à  la  courbe  décrite,  mais  bien  d'une  tangente 
Sxe^  d'une  normale  fixe,  sur  lesquelles  on  étudie  les  projec- 
lians  des  positions  du  mobile  infiniment  voisines  du  point 
ie  contact. 

Observons  qu'on  se  fait  une  idée  parfaitement  claire  du 
[Mouvement  rectiligne  produit  par  une  force  dont  la  direction 
Qe  diffère  pas  de  celle  de  la  vitesse  actuelle  du  mobile.  11  est, 
si^  effet,  évident  que,  dans  ce  cas,  la  force  qui  sollicite  le  mo- 
l^tle  ne  peut  avoir  pour  effet  que  d'en  augmenter  ou  d'en  di- 
iiiiDuer  la  vitesse.  Au  contraire,  on  voit  beaucoup  moins  bien 
Comment,  dans  le  mouvement  curviligne,  la  force  influe  à  la 
^ois  sur  les  éléments  géométriques  de  la  trajectoire  du  mobile 
H  sur  les  variations  de  la  vitesse  de  ce  mobile. 

Pour  arriver  à  se  faire  une  idée  parfaitement  nette  de  ce 
double  mode  d'action,  il  faut  se  transporter  dans  le  voisinage 
de  l'arc  décrit  par  le  mobile  pendant  un  temps  infiniment 
petit,  et  projeter  cet  arc  sur  la  tangente  à  l'une  de  ses  extré- 
mités, sur  la  normale  principale  au  même  point,  enfin  sur  la 
perpendiculaire  au  plan  osculateur. 

On  sait  que,  relativement  aux  axes  ainsi  définis,  les  trois  com- 
posantes de  l'accélération 4otale  se  réduisent  à  deux,  qui  sont  : 

dv 
I®  L'accélération  iangentielle,  —  >  dirigée  suivant  la  tan- 

;ente  à  la  trajectoire,  dans  le  sens  du  mouvement  ou  en  sens 

inverse,  suivant  le  signe  de  -j--, 

a*  \J accélération  centripète^  dirigée  vers  le  centre  de  cour- 

bure  et  égale  à  —  • 

P 

Cela  posé,  les  forces  étant  proportionnelles  aux  accéléra- 
lions,  nous  pouvons  de  même  décomposer  la  force  qui  agit 
sur  le  point  en  deux  autres  : 

1^  La  force  tangenlielle,  égale  à 

F  cos  F,  ds  :=  ni-r  : 

at 
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2?  L^  force  centripète/égàle  à 


FcosF,  p  =  /?i--' 

P 

Ces  formules  mettent  bien  nettement  en  évidence  la 
nière  dont  une  force,  agissant  sur  un  mobile  donné,  produit 
à  la  fois  etd*une  manière  indépendante  la  variation  de  vitesse 
du  mobile  et  la  courbure  de  sa  trajectoire.  Ainsi  : 

i""  Le  changement  de  grandeur  que  la  vitesse  du  mobile 
éprouve  avec  le  temps  est  uniquement  dû  à  la  force  tangeo* 
tielle;  en  sorte  que,  si  cette  force  tangentîelle  était  constam- 
ment nulle,  c'est-à-dire  si  la  force  F  était  toujours  normale  à 
la  trajectoire,  la  vitesse  ne  varierait  pas  et  le  mouvement  serait 
uniforme. 

2®  De  même,  la  courbure  -  dépend  uniquement  de  la  force 

centripète.  Si  cette  force  était  constamment  nulle,  la  courbure 
de  la  trajectoire  le  serait  aussi  et  le  mouvement  serait  recti- 
ligne. 

On  s'est  servi  très-longtemps  de  ees  formules  relatives  aux 
forces  tangentielles  et  centripètes  pour  résoudre  les  pro- 
blèmes de  mouvement.  C'est  ainsi  que  procédait  Newton,  en 
employant  exclusivement  les  considérations  géométriques; 
car,  s'il  s'est  servi  quelquefois  du  calcul  analytique,  c'est  uni- 
quement la  méthode  des  séries  qu'il  a  employée,  méthode  qui 
doit  être  distinguée  de  la  méthode  différentielle,  quoiqu'il 
soit  facile  de  les  rapprocher  et  de  les  rapporter  à  un  même 
principe. 

Le  traité  de  Mécanique  d'Euler,  qui  a  paru  en  1786  et  qu'on 
doit  regarder  comme  le  premier  grand  ouvrage  où  l'Analyse 
ait  été  appliquée  à  la  science  du  mouvement,  est  encore  tout 
fondé  sur  ces  formules;  mais  on  les  a  presque  abandonnées 
depuis,  parce  qu'on  a  trouvé  une  manière  plus  simple  d'ex- 
primer l'effet  des  forces  accélératrices  sur  le  mouvement  des 
corps. 

Elle  consiste  à  rapporter  le  mouvement  du  corps  et  les 
forces  qui  le  sollicitent  à  des  directions  fixes  dans  l'espace. 
Alors,  en  employant,  pour  déterminer  le  lieu  des  corps  dans 
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l'espace,  trois  coordonnées  rectangulaires  qui  aient  ces 
mêmes  directions,  la  variation  de  ces  coordonnées  représente 
éYidemment  l'espace  parcouru  par  le  point  dans  la  direction 
de  chacun  des  axes  fixes. 

Mouvement  d'un  point  matériel  libre. 

En  adoptant  ce  système,  il  faut  également  décomposer  la 
force  donnée  en  trois  autres,  X,  Y,  Z,  parallèles  respective- 
ment aux  trois  axes  coordonnés.  D'après  notre  théorème  fon- 
damental, chacune  de  ces  composantes  détermine,  d'une  ma- 
nière indépendante,  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
rectiligne  de  la  projection  correspondante.  On  obtient  ainsi 
trois  équations  différentielles  (*)  \ 


m 


Tt 


r-z. 


qui  déterminent  en  fonction  du  temps  les  trois  coordonnées 
inconnues  x,  y  y  z. 

Les  quantités  X,  Y,  Z  étant  des  fonctions  connues  des  coor- 
données Xy  y,  Zy  du  temps  ty  et  quelquefois  même  des  vi- 

tesses  -7--»    -^,  -7-9    les  équations (i)  sont  trois  équations 

simultanées  du  deuxième  ordre,  dont  Fintégration  est  du  do- 
maine de  l'Analyse  pure. 

Rappelons  seulement  que  les  intégrales  des  équations  (i), 
c'est-à  dire  les  équations  finies  du  mouvement,  doivent  con- 


{*  )  Cette  manière  d'établir  les  équations  dilTérentiellcs  du  mouvement  d'un 
corps  soumis  à  raction  de  forces  quelconques,  en  le  réduisant  k  des  mouvements 
reetilignes,  est,  par  sa  simplicité,  préférable  à  toutes  les  autres;  elle  aurait  dû 
se  présenter  d*abord,  mais  il  paraît  que  Maclaurin  est  le  premier  qui  Tait 
employée  dans  son  Traité  des  fiuxionsy  qui  a  paru,  en  anglais,  en  174a  :  elfo 
est  maintenant  universellement  adoptée. 
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tenir  six  constantes  arbitraires  distinctes.  Le  problème  est 
pourtant  bien  déterminé  (*);  et  la  présence  des  arbitraires 
tient  à  ce  que  nous  n'avons  pas  tenu  compte,  en  écrivant  les 
équations  différentielles,  des  conditions  dans  lesquelles  le 
point  matériel  se  trouve  placé,  au  moment  où  nous  l'aban* 
donnons  à  l'action  des  forces  X,  Y,  Z.  L'Algèbre  nous  avertit 
ainsi  que  notre  méthode  nous  donne,  du  même  coup,  la  solu- 
tion de  tous  les  problèmes  qui  diffèrent  du  problème  proposé 
par  la  position  initiale  du  point  mobile,  ainsi  que  par  la  gran- 
deur et  la  direction  de  la  vitesse  qui  anime  ce  point,  à  l'instant 
pris  pour  origine  du  temps. 

L'intégration  générale  des  équations  (i)  constitue  donc  seu- 
lement la  première  partie  de  la  solution  de  la  question  pro- 
posée, et  l'on  doit  achever  cette  solution  de  la  manière  sui- 
vante. 

Soient 

i:r  — 9,(/,  a,  ;3.  ...), 
X=o,{t,x,^ ), 

les  intégrales  générales  trouvées;  différentions  ces  équations 
par  rapport  au  temps  :  pour  avoir  les  composantes  de  la  vitesse 
mobile,  il  vient 


/ 


fix        d      .  -         ^ 


(3)  {  ■^  =  ^^9»(''«^  ?'•••). 

Cela  posé,  ainsi  que  nous  l'avons  dit,  pour  que  le  problème 
soit  complètement  défini,  il  faut  qu'on  nous  dise,  à  l'instant 


(  *  )  Il  est  de  Tessenco  des  problèmes  de  Mécanique  de  n'admettre  jamais 
qu'âne  seule  solution.  A  une  question  du  domaine  de  la  Géométrie,  on  peut 
souvent  répondre  de  deux  manières  également  admissibles.  C'est  œ  qui  n*a 
jamais  lieu  en  Mécanique  :  un  corps  étant  placé  dans  des  condiUoos  données, 
le  mouTement  qu'U  va  prendre  est  unique  et  bien  déterminé. 
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OÙ  nous  commençons  à  étudier  le  mouvement,  où  se  trouve 
pbcé  le  point  mobile»  ainsi  que  la  vitesse  dont  il  est  animé. 
On  connaît  ainsi,  pour  /  =  o,  la  valeur  des  coordonnées  x,, 

TW  it,  et  des  composantes  des  vitesses  (-jt)î  (t^J'v;?/)' 

En  mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  ('2]  et  {3),  nous  au- 
rons six  équations  qui  serviront  à  déterminer  les  arbitraires. 

Les  six  constantes  devant  essentiellement  être  distinctes, 
les  équations  qui  doivent  en  donner  les  valeurs  ne  sauraient 
être  ni  incompatibles  ni  indéterminées.  Si  Tun  de  ces  cas  se 
présentait,  c'est  qu'on  n'aurait  pas  les  intégrales  générales  des 
équations  différentielles  (i). 

Mouvement  dans  un  plan.  —  Lorsque  la  force  qui  sollicite 
un  point  matériel  se  trouve  constamment  contenue  dans  un 
plan,  lequel  renferme  aussi  la  vitesse  initiale,  le  mobile  ne 
sort  pas  de  ce  plan.  Si  Ton  fait  choix  de  deux  axes  coordon- 
nés, situés  dans  ce  même  plan,  Ox,  Oy,  les  équations  diffé- 
entielles  du  mouvement  se  trouvent  réduites  à  deux  : 


i) 


d'y       ^ 


;  leurs  intégrales  générales  contiennent  quatre  constantes  ar- 
itraires. 

Réciproque  du  problème  de  la  Dynamique. 

Quand  on  connaît  la  loi  du  mouvement  d'un  point,  on  con- 
itt  les  expressions  de  ses  trois  coordonnées  en  fonction  du 
mps,  dans  un  système  d'axes  rectangulaires  ou  obliques 
lelconques.  Alors  les  dérivées  secondes  des  trois  coordon- 
nes, par  rapport  au  temps,  multipliées  par  la  masse  du  mo- 
le, donnent  les  expressions  des  composantes  de  la  force  mo- 
ce,  dans  le  système  de  projection  adopté. 
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Application  au  mouvement  des  corps  pesants  à  la  su 

de  la  terre. 

Considérons  un  corps  soumis  à  la  seule  aclion  de  la 
leur,  que  nous  regarderons  comme  une  force  d'inlens 

Fig.  I. 


siante  P  =  mg,  parallèle  à  Taxe  des  z  {Jtg,  i).  Les  é(; 
différentielles  du  mouvement  sont 


(5) 


d'x 
'dF 

V/\r 

d'z 

HF 


=  o, 


=  o, 


8'^ 


et  les  intégrales  générales  : 

a:  =  xt 

(6)  \r  =  y^ 

z  =  et 


(K 


Prenons  pour  origine  le  point  de  départ,  les  tr( 
stantes  |3,  d,  ^  sont  nulles.  Choisisisons  le  plan  des  Z2 
nière  qu'il  renferme  la  vitesse  initiale  OT.  Enfin,  soit 
vitesse  initiale,  et  0  Tangle  qu  elle  fait  avec  le  plan  hoi 

On  a  pour  les  trois  projections  de  cette  vitesse 


(7) 
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d'oii 

i  X  =  Co«os5./, 

I  z  -  :  v^sinQ.t  —  \gP, 

.amplitude  du  jet  : 

z  =:  o,     X  ~~  OA  :--  — . 

g 

Hauleur  de  l'ascension  : 

f,  r=r  o,       z  -^   — • 

s  II.  —  MOUTEMENT   d'uN   POINT    MATÉRIEL   QUI   N'eST   PAS   LIBRE. 

Nous  avons  montré  par  un  grand  nombre  d'exemples^  dans 
^^  applications  de  la  Cinématique,  comment,  par  des  combi- 
disons  qui  ne  sont  que  de  la  Géométrie  pure,  on  fait  en 
^^He  que  les  mouvements  de  certaines  pièces  de  mécanisme 
^tisfassent  nécessairement  à  des  conditions  imposées. 

Ces  combinaisons  sont  absolument  indépendantes  des  forces 
9Ui  peuvent  agir  sur  le  système  ainsi  constitué,  pourvu,  bien 
^Otendu,  que  ces  forces  ne  soient  pas  assez  grandes  pour  bri- 
der les  liens  du  système. 

Un  wagon,  monté  sur  des  roues  coniques  et  placé  sur  une 
^oîe  de  fer,  se  mouvra  toujours  le  long  de  cette  voie,  dans  un 
Sens  ou  dans  l'autre,  quelles  que  soient  les  grandeurs  et  les 
directions  des  forces  qu'on  lui  appliquera,  pourvu  qu'on  ne 
dépasse  pas  certaines  limites;- une  balle  de  plomb,  suspendue 
à  l'extrémité  d'un  fil  inextensible  dont  l'autre  extrémité  est 
Bxe,  se  mouvra  toujours  de  telle  manière  que  son  centre  de 
figure  reste  sur  la  surface  d'une  sphère  ayant  le  point  d'attache 
du  fil  pour  centre,  quelles  que  soient  les  forces  qui  agiront 
sur  elle,  pourvu  que  ces  forces  ne  tendent  pas  à  la  rapprocher 
de  ce  point  d'attache  du  fil.  Dans  le  premier  de  ces  deux  exem- 
ples, le  mouvement  du  wagon  est  produit  à  la  fois  par  les 
forces  qui  lui  sont  directement  appliquées  dans  les  différentes 
directions,  et  par  les  réactions  qu'il  éprouve  de  la  part  des 
rails  dans  les  divers  points,  où  il  les  touche;  si  l'on  réduit  le 
wagon,  par  la  pensée,  à  un  simple  point  matériel  sur  lequel 
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agiraient  ces  diverses  forces,  on  trouvera  son  mouvement  en 
appliquant  les  théories  exposées  dans  le  paragraphe  précé- 
dent :  seulement,  il  arrivera  que,  quelles  que  soient  les  forces 
directement  appliquées  à  ce  point  matériel,  c'est-ànlire  autres 
que  les  réactions  des  rails,  la  trajectoire  qu'il  décrira  sera  tou- 
jours la  même,  parce  que  ces  réactions  prendront  à  chaque 
instant  des  grandeurs  et  des  directions  telles  qu*il  en  soit 
ainsi.  Dans  le  second  exemple,  la  balle  de  plomb  se  meut  sous 
les  actions  simultanées  des  forces  qui  lui  sont  directement, 
appliquées  et  de  la  réaction  qu'elle  éprouve  de  la  part  du  Gl  ; 
cette  balle,  supposée  réduite  à  un  point  matériel  sur  lequel 
agiraient  toutes  les  forces  que  nous  venons  d'indiquer, 
mouvra  conformément  à  la  théorie  générale  ;  mais  il  arrive 
que,  quelle  que  soit  la  résultante  des  forces  directement  a|>^ 
pliquées  à  la  balle,  c'est-à-dire  autres  que  la  réaction  qu'elle 
éprouve  de  la  part  du  fil,  cette  réaction  prendra  toujours  une 
intensité  telle  que  la  balle  ne  quitte  pas  la  surface  sphérique 
dont  nous  avons  parlé. 

Pour  préciser  ces  notions,  nous  dirons,  comme  nous  TaYons 
fait  en  Statique,  qu'un  point  matériel  qui  n'est  pas  libre  est 
un  point  dont  les  coordonnées  ne  peuvent  pas  prendre  toutes 
les  valeurs  imaginables.  Si,  par  exemple,  on  se  donne  les 
coordonnées  x  ety  du  «point  à  un  certain  instant,  la  troisième 
coordonnée,  z,  n'est  point  tout  à  fait  arbitraire  :  elle  a  une  ou 
plusieurs  valeurs  qui  sont  déterminées  quand  on  connaît 
celles  de  a:  et  ^;  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  z  esl 
une  fonction  de  or  et  dey,  ou  en  écrivant  qu'il  existe  entre  les 
trois  variables  x,x,  z  une  équation  de  la  forme 

(i)  ¥{x,x,z)  =  o. 

Mouvement  sur  une  surface  fixe  donnée. 

L'équation  (i)  veut  dire  que  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  X,  jr,  z  ne  peut  pas  sortir,  dans  son  mouvement,  d'une 
certaine  surface  représentée  par  cette  équation.  Quelles  que 
soient  les  combinaisons  mécaniques  employées  pour  obtenir 
ce  résultat,  nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la 
surface  constitue  un  obstacle  matériel  sur  lequel  notre  mobile 
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se  trouve  appuyé.  Nous  continuerons  d'appeler  réaction  de  la 
îuiface  la  force,  dirigée  suivant  la  normale,  capable  de  tenir 
lieu  de  la  présence  de  la  surface. 

SoieniX,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  qui  agit  directe- 
ment sur  le  point  mobile,  abstraction  faite  de  l'action  de  la 
rarfaice.  D'après  ce  que  nous  avons  vu,  nous  pouvons  regarder 
le  point  comme  libre,  à  la  condition  d'adjoindre  à  la  force 
lonnée  cette  réaction  inconnue  N.  Les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  prendront  alors  la  forme  suivante  : 

m  --ry  =  X  H-  N  cos  N,  Xy 
»  \  m^rr.Y-f-NcosN77', 

m  — rr-  =:  Z  -4-  N  COS  N,  z  y 

es  trois  cosinus  qui  entrent  dans  ces  équations  étant  donnés 
'n  fonction  de  a;,  /,  z  par  l'équation  de  la  surface,  puisque  la 
lirection  de  la  réaction  N  est  celle  de  la  normale  extérieure 

cette  surface  (nous  négligeons  le  frottement).  En  éliminant 
'entre  ces  équations,  on  aura  deux  équations  qui,  jointes  à 
équation  (  i  ),  permettront  de  déterminer  a:,  j  et  z  en  fonction 
5  /.  Ensuite,  au  moyen  de  l'une  quelconque  des  équa- 
)ns  (2],  on  trouvera  la  valeur  de  la  réaction  N. 
Assez  souvent  on  profite  de  Téquaiion  de  la  surface  pour 
primer  les  trois  coordonnées  du  point  mobile  en  fonction 

deux  variables  indépendantes. 
Ainsi  l'on  pose 

IX  =r  9i(«,  f). 
z  —  9j(m,  v); 

il  est  clair  que  ces  trois  équations  peuvent  représenter  une 
rface  quelconque,  puisque  les  fonctions  <pi,  fs»  fs  sont  com- 
élément  arbitraires. 

Exprimons  les  dérivées  secondes  de  a;  et  de  /  par  rapport 
t  en  fonction  des  dérivées  de  u  et  de  i'  par  rapport  à  la 
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même  variable  :  en  remplaçant,  dans  les  équations  (2),  -^-^, 

« 

77i«  '  in^  P^^  leurs  valeurs,  on  aura  trois  équations  qui,  ré- 
duites à  deux  par  l'élimination  de  N,  donnent  les  équations  du 
mouvement  en  fonction  de  u  et  de  v.  Lagrangea  fait  connaître 
un  procédé  général  qui  permet  d'écrire  immédiatement  les 
équations  différentielles  auxquelles  doivent  satisfaire  u  et  9. 

Nous  verrons  comment,  au  moyen  de  certains  théorèmes 
généraux  qui  feront  Tobjet  du  paragraphe  suivant,  on  peut 
résoudre,  d'une  manière  à  la  fois  simple  et  directe,  la  plupart 
des  questions  qui  offrent  un  intérêt  pratique. 

Le  mouvement  du  point  étant  connu,  on  trouve  très-facile- 
ment la  pression  qui  s'exerce  sur  la  surface  directrice  :  soit 
analyiiquement,  au  moyen  d'une  des  relations  (2);  soit  géo- 
métriquement, en  introduisant  la  considération  de  la  force 
centripète  et  de  la  force  tangeniielle. 

Soient  M  la  position  du  mobile  sur  sa  trajectoire  (^g*.  2),  MN 

Fig.  1. 


la  normale  à  la  surface,  sur  laquelle  nous  portons  une  longueur 
représentant  la  réaction  inconnue  N  qu'on  veut  déterminer. 

Décomposons  la  force  qui  agit  sur  le  point  M  en  deux: 
l'une  P,  tangente  à  la  trajectoire;  l'autre  Q,  située  dans  le  plan 
normal  à  cette  trajectoire.  Le  mobile  peut  être  regardé  comme 
libre  sous  l'action  des  trois  forces  N,  P,  Q.  Or,  dans  le  mou- 
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vement  d'un  point  libre,  la  force  tangentielle  est  due  à  la  pro- 
jection rectangulaire  sur  la  tangente  des  forces  qui  agissent 
sur  le  point,  c'est-à-dire  à  la  force  P,  puisque  N  et  Q  sont 
normales  à  cette  tangente.  On  a  donc,  en  premier  lieu. 

De  plus,  en  composant  les  forces  N  et  Q,  on  doit  obtenir  la 
force  centripète  MC(*).  On  pourra  donc  inversement,  quand 

on  connaîtra  MC,  qui  est  égale  à >  trouver  par  la  conslruc- 

P 

lion  d'un  parallélogramme  la  grandeur  de  la  réaction  N. 

La  force  MN„  égale  et  directement  opposée  à  MN,  est  la 
pression  exercée  par  le  mobile  sur  la  surface.  C'est  la  résul- 
tante de  la  force  MQ  et  d'une  force  MCi,  égale  et  opposée  à  la 
fcrce  centripète.  Ce  résultat  s'énonce  ainsi  : 

TafiORÈME.  —  La  pression  exercée  par  un  corps  mobile  sur 
^^fie  surface  fixe  est  la  résultante  de  la  force  normale  et  de  la 
force  centrifuge. 

C'est  la  présence  de  cette  force  centrifuge  qui  distingue  la 
("éaction  dynamique  de  la  réaction  statique. 

Étudions  spécialement  le  cas  où  aucune  force  n'agit  sur  le 
point.  La  construction  géométrique  précédente  permet  de 
voir  tout  de  suite  les  principales  propriétés  du  mouvement. 

La  force  P  étant  nulle,  on  a 

dv 

Donc  : 

I®  Le  mouvement  est  uniforme. 

Dans  le  parallélogramme  MQCN,  MQ  est  nul  ;  donc  les 


(*)  On  conclut  do  là  que  la  normale  principale  MR  est  située  dans   le 
plan  NMQ. 

m.  7 
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côtés  MC  et  HN  coïncident.  Ainsi  la  normale  principale  de  1 
trajectoire  se  confond  avec  la  normale  à  la  surface. 

2*  La  trajectoire  est  une  ligne  géodésique  de  la  surface  (^ 


Mouvement  sur  une  courbe  fixe. 

Supposons  maintenant  qu'on  assujettisse  les  coordonnée 
d'un  point  mobile  à  vérifier  simultanément  deux  équation 
telles  que 

Le  point  est  ainsi  astreint  à  rester  sur  la  courbe  que  repré- 
sente le  système  de  ces  deux  équations;  sa  trajectoire  est  iom.* 
médiatement  connue,  et  il  n'y  a  plus  qu'à  trouver  la  loi  d^^ 
espaces  parcourus  sur  cette  trajectoire. 

Décomposons,  comme  précédemment,  la  force  donnée  tao- 
gentiellement  et  normalement  à  la  thijectoire  {fig.  3). 

L'accélération  tangeniielle  est  uniquement  due  à  la  force  Pt 
puisque  la  réaction  est  normale  à  la  trajectoire  ;  donc 

rf^_  d\f  _  P 
^^^  dt~  dO~  m 

L'intégration  de  cette  équation  fera  connaître  la  loi  du 
mouvement. 

Cela  posé,  pour  avoir  la  réaction  MN,  nous  remarquerons, 
comme  dans  le  cas  précédent,  que  la  résultante  des  forces  N 


(*)  Les  lignes  géodésiques,  définies  par  la  condition  d'aToir  on  chaque  point 
leur  plan  osculateur  normal  à  la  surface  sur  laquelle  on  les  suppose  tracées, 
jouissent  ainsi  des  trois  propriétés  suivantes  : 

\^  Propriété  géométriquf  :  la  ligne  géodésique  est  U  plus  eourte  qii*on  peiste 
tracer  entre  deux  points  donnés  sur  la  surface  ; 

ao  Propriété  statique  :  c'est  la  forme  d'équilibre  que  pread  un  cordon  tends 
sur  la  même  surface; 

3®  Propriété  dynamique  :  c'est  le  chemin  que  suit  un  mobile  abandonné  snr 
la  lorface  à  sa  propre  vitesse. 
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I.  <}(ioit  donner  la  force  centripète  HC(*).  Nous  trouverons 
lonc  encore  la  pression  MNi  en  composant  MQ  avec  la  force 
trenirifuge  HC„ 

Fig.  3. 


Théorème.  —  La  pression  exercée  par  un  point  forcé  de  se 
'Savoir  sur  une  courbe  fixe  est  la  résultante  de  la  force  cen- 
^'ifuge  et  de  la  composante  normale  de  la  force  qui  agit  sur 
^e  point. 

Mouvement  d'un  point  pesant.  —  Comme  exemple  simple 
de  ce  genre  de  mouvement,  considérons  la  fronde  {fig.  4)* 
Une  pierre,  attachée  à  Textrémité  d'une  corde  dont  on  tient 
l'autre  bout  à  la  main,  tourne  rapidement,  de  manière  à  dé- 
crire un  cercle  vertical,  ayant  pour  centre  la  main  supposée 
flxe. 

Soit  M  la  position  la  plus  basse  de  la  pierre.  La  tension  de  la 

corde  dans  la  position  OM  serait  égale  à  mg,  poids  du  corps 

suspendu,  si  celui-ci  était  immobile.  Mais,  dans  le  cas  du  mou- 

Yementy  il  faut  ajouter  à  ce  poids,  pour  avoir  la  tension,  la 

mv* 
force  centrifuge  —  >  dont  la  direction  se  confond  avec  celle 


(*)  Dans  le  cas  actuel,  la  direction  de  MC  est  immédiatement  connue, 
puisque  la  trajectoire  est  donnée.  Quant  à  la  réaction  'S^,  on  sait  seulement 
qu'elle  est  contenue  dans  le  plan  normal  nn.  Le  contraire  ftTait  lieu  dans  le 
cas  da  mouTement  d'un  point  sur  une  surface  fixe* 

2. 
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du  poids.  La  tension  est  donc  égale  à 


m 


(?-) 


Dans  la  position  opposée  de  la  pierre,  la  tension  est 


parce  qu'alors  le  poids  agit  en  sens  inverse  de  la  force  centri- 
fuge. Cette  dernière  valeur  peut  être  positive  ou  négative, 


-VG 


selon  que  la  vitesse  (^  est  plus  ou  moins  grande.  Si  elle  est  po- 
sitive, la  corde  reste  tendue  et  la  pierre  décrit  un  cercle.  Si, 
au  contraire,  elle  est  négative,  la  corde  n'est  plus  tendue  et  la 
pierre  retombe.  Ce  que  nous  disons  pour  ces  positions  pa^ 
ticulières  de  la  pierre  s'applique  évidemment  à  une  position 
quelconque,  en  considérant  toujours  la  composante  du  poids 
suivant  le  prolongement  de  la  corde  et  l'ajoutant  ou  le  re- 
tranchant suivant  les  cas.  La  tension  sera  d'ailleurs  toujours 

comprise  entre  m( — \- g\  et  'w (  —  —  g^|- 
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^  III.  —  Force  d'inertie. 

Considérons  maintenant  un  corps  obligé  de  suivre  une  tra- 
jectoire donnée  avec  des  circonstances  de  mouvement  com- 
plètement déterminées,  par  exemple  un  corps  qu'on  tient 
à  la  main  et  auquel  on  communique,  sans  le  lâcher,  un  mou- 
vement arbitraire. 

La  main,  ou  l'obstacle  qui  agit  sur  le  corps,  développe  à 
chaque  instant  sur  lui  une  certaine  force  ;  d*après  la  loi  de 
Newton,  le  corps  oppose  une  réaction  égale  et  contraire  :  c'est 
cette  réaction  qu'on  appelle  h  force  d'inertie. 

Pour  trouver,  à  un  instant  donné,  la  valeur  de  cette  réaction, 
nous  nous  rappellerons  que'Ia  force  qui  agit  sur  le  corps  est 
dirigée  suivant  la  même  droite  que  l'accélération  totale  J  du 
mouvement,  et  qu'elle  est  égale  à  m  J.  Cette  force  représente 
précisément  Taction  du  corps  qui  donne  le  mouvement  obliga- 
toire. Donc  la  force  d'inertie  est  dirigée  en  sens  inverse  de  l'ac- 
célération totale  du  mouvement,  et  elle  a  la  même  valeur  m  J. 

La  définition  précédente  indique  le  véritable  sens  qu'on  doit 
attacher  à  l'expression /orce  d'inertie.  Ce  terme  est  d'ailleurs 
heureusement  choisi,  car  la  réaction  à  laquelle  nous  donnons 
ce  nom  est  bien  la  force  qu'un  corps  exerce  sur  nous,  en  vertu 
de  son  inertie,  quand  nous  cherchons  à  le  faire  sortir  des  lois 
naturelles  qui  régissent  la  matière,  c'est-à-dire  quand  nous 
le  forçons  à  suivre  une  trajectoire  courbe,  ou  bien  que  nous 
accélérons  ou  retardons  son  mouvement  rectiligne. 

Ce  sont  les  réactions  de  ce  genre  qui  constatent  pour  nous 
l'inertie  de  la  matière  en  mouvement  (c'est-à-dire  sa  tendance 
au  mouvement  rectiligne  et  uniforme),  de  même  que  l'effet 
exercé  sur  nos  organes  par  un  corps  que  nous  empêchons  de 
tomber  nous  donne  la  notion  de  la  pesanteur  de  la  matière. 

En  considérant  les  deux  composantes  de  l'accélération 
totale  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire  et  la  normale  prin- 
cipale, nous  pouvons  de  même  décomposer  la  force  d'inertie 
en  deux  : 

dv 
i**  La  force  d'inertie  tangentielle^  wi-i-»  dirigée   en  sens 
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inverse  du  mouvement  ou  dans  le  même  sens,  selon  que  ---. 

est  positif  ou  négatif; 

2*»  Voi  force  d'inertie  centrifuge,  ainsi  nommée  parce  qu'elle 
est  toujours  dirigée  en  sens  inverse  de  Taccéléralion  centripète. 

Si  Ton  décompose  la  force  d'inertie  suivant  trois  axes  rec- 
tangulaires, les  composantes  (qui  ont  un  signe)  seront 

d*x  rf*r  d^z 

_;„_,     -m-^,     -m-^. 

Il  peut  arriver  qu'un  corps  soit  en  mouvement  sous  raciior» 
de  deux  ou  plusieurs  autres.  Si  l'on  considère»  par  exemple  « 
une  bille  retenue  par  deux  tiges  rigides,  la  bille  réagit  à  la& 
fois  sur  l'une  et  l'autre  de  ces  tiges.  La  force  d'inertie  est  lai 
résultante  fictive  (*)  de  ces  deux- réactions. 

Il  est  un  point  important  auquel  il  faut  faire  attention  3 
propos  de  la  force  d'inertie»  parce  que  une  fois  ce  point  bieo 
compris,  on  est  en  garde  contre  une  foule  d'erreurs  qui  oui 
été  commises  et  se  commettent  tous  les  jours  à  ce  sujet.  La 
force  d'inertie  d'un  point  en  mouvement  émane  du  point 
matériel  lui-même  et  s'exerce  sur  l'obstacle  qui  gêne  son 
mouvement  rectiligne  et  uniforme.  Elle  ne  peut  communi- 
quer aucun  mouvement  au  point  matériel  considéré  (  d'après 
la  loi  de  l'inertie) et  ne  contribue  en  rien  aux  diverses  modi- 
fications de  son  mouvement. 

Quand  on  descend  d'une  voiture  emportée  rapidement,  dès 
que  les  pieds  se  sont  fixés  au  sol  immobile,  on  sent  le  haut 
du  corps  porté  en  avant;  on  dit  qu'on  est  poussé  par  la  force 
d'inertie.  C'est  là  une  erreur  grave  :  en  effet,  s'il  faut  une  force 
pour  donner  du  mouvement  à  un  corps  en  repos,  il  n'est  pas 
besoin  de  force  pour  obliger  un  corps  à  conserver  un  mouve- 
ment déjà  acquis.  Au  contraire,  il'en  faut  une  pour  détruire  ce 
mouvement,  et  si  quelqu'un  veut  nous  arrêter,  dans  l'exemple 


(*)  Je  dis'la  résultante  /ictwe  •  en  effet,  deux  forces  appliquées  en  deux 
points  différents  ne  peuTent  pas  avoir  de  résultante,  si  l'on  entend  par  oe  mot 
une  force  capable  de  remplacer  deux  ou  plusieurs  forces  (chose  que  Ton  aoos- 
entend  toujours  plus  ou  moins  sans  s'en  rendre  compte);  au  contraire,  ces 
forces,  si  leurs  directions  concourent  en  un  certain  point,  ont  une  résultante 
dans  le  sens  géométrique  du  mot. 
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<îîlé,  il  est  obligé  d'exercer  un  certain  eiTort;  il  reçoit  alors 
un  effort  opposé  :  cet  effort  est  la  force  d'inertie. 

Dans  les  cours  de  Physique,  pour  mettre  en  évidence  la 
force  centrifuge,  on  fait  une  expérience  qui  consiste  à  faire 
tourner  un  fil  de  fer  tendu  horizontalement  et  traversant^  i 
frottement  doux,  un  trou  percé  dans  une  bille  [fig,  5).  Aussi- 
tôt qu'on  met  l'appareil  en  mouvement,  la  bille  s'écarte  rapl- 
<lement  du  centre  et  va  frapper  fortement  contre  un  arrêt  placé 


Fig.  5. 


N^ 


au  bout  de  la  tige  :  on  dit  qu'elle  est  lancée  par  la  force  cen- 
trifuge. Cette  explication  est  fausse  de  tout  point.  La  force 
centrifuge,  dans  celte  expérience,  n'a  rien  à  démêler  avec  le 
mouvement  de  la  bille;  si  celle-ci  s'éloigne  du  centre,  c'est 
sous  la  seule  action  de  la  pression  exercée  sur  elle  parle  fil; 
c'est  ce  qu'il  est  facile  de  démontrer  analytiquement,  bien 
qu'il  répugne  au  premier  abord  de  voir  un  effort  normal  à  la 
tige  produire  un  mouvement  de  glissement  le  long  de  cette 
lige. 

Au  contraire,  dès  que  la  bille  se  trouve  arrêtée  par  un 
obstacle  qui  la  force  à  décrire  un  cercle  d'un  mouvement 
plus  ou  moins  uniforme,  dès  qu'elle  cesse  de  s'éloigner  du 
centre,  la  force  centrifuge  apparaît  et  s'exerce  contre  l'ob- 
stacle qui  s'oppose  au  mouvement  naturel  que  la  bille  ten- 
drait à  prendre  sous  l'effort  normal  de  la  tige. 
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Dans  le  mouvement  de  la  fronde,  la  force  centrifuge  s'exerce 
sur  la  corde  et  tend  à  la  rompre  ;  mais,  une  fois  cet  effet 
produit,  le  mobile,  qui  ne  se  trouve  plus  soumis  à  aucune 
force,  s 'échappe par  la  tangente,  et  continue  son  mouvemeni 
rectiligne  et  uniforme. 

§   iV«    —   TaÉORfcHES   GÉNÉRAUX   EELATIFS   AC   MOUVEMENT 

d'un  point  matériel. 

Nous  avons  ramené  les  questions  de  mouvement  à  des  pro- 
blèmes de  Calcul  intégral  et  nous  avons  fait  tout  ce  qu'on 
était  en  droit  d'exiger  de  nous;  mais  les  équations  différen- 
tielles des  problèmes  de  Mécanique,  par  cela  même  qu'elles 
ont  une  signification  particulière,  qu'elles  sont  de  la  Méca- 
nique et  non  de  la  Géométrie  et  de  la  Physique,  se  distinguent 
de  toutes  les  autres  dans  un  grand  nombre  de  cas  (  d'ailleurs 
les  plus  importants),  et  présentent  des  propriétés  spéciales. 
Ces  propriétés  se  formulent  en  un  petit  nombre  de  théorèmes 
généraux,  au  moyen  desquels  on  peut  écrire  immédiatement 
certaines  intégrales  ou,  du  moins,  être  en  mesure  de  trouver 
certaines  relations  rigoureuses  ou  approximatives. 

Des  intégrales.  —  Définissons  d'abord  ce  que  c'est  qu'une 
intégrale  d'un  problème  de  Mécanique. 

Nous  avons  mis  la  solution  la  plus  générale  des  équations 
différentielles  du  mouvement  d'un  point  sous  la  forme  de  sii 
équations  donnant  les  coordonnées  et  les  vitesses  en  fonction 
du  temps  et  de  six  arbitraires  : 

(  z  =  93{/,  a,  (^,...); 
f  dx       d       ,  ^       . 

MX  i  dy       d       ,  . 

dz       d  o       X 

Tt~  d't  ^*^''  ^'  P»-")- 
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isix  constantes  arbitraires  doivent  être  distinctes;  cela  veut 
\  qu*il  est  possible  de  résoudre  les  équations  précédentes 
rapport  k  a,  ^9  y,,...  On  met  ainsi  les  équations  flnies  du 
UTcment  sous  la  forme  de  six  nouvelles  équations,  telles 
I  celles-ci  : 

I  ,    /  dx    dy    dz\ 

{  ^        .    /  dx    dr    dz\ 

• 

35  équations  sont  ce  qu'on  appelle  proprement  les  inté^ 

et  du  mouvement. 

ne  fois  qu'on  connaît  un  système  de  six  intégrales  dis* 

lesy  on  est  sûr  que  toute  autre  intégrale  rentrerait  dans 

îs-là;  ce  qui  veut  dire  que  si  une  fonction 

.  /  dx       \ 

I  constante  en  vertu  des  équations  du  mouvement,  on 
la  ramener  à  ne  contenir  que  les  six  quantités  a,  (3,  y,...  ;  « 
îs  lors,  une  fois  que  l'on  a  écrit  que  toutes  ces  quantités 
y,...  restent  constantes  pendant  le  mouvement,  on  n'ap- 
d  rien  en  disant  qu'une  fonction  de  ces  quantités  reste 
ornent  constante. 

îsl  en  cherchant  des  intégrales  qu'on  procède  ordinaire- 
:  à  l'intégration  de  la  Dynamique.  Alors  même  qu'on  ne 
ra  arriver  à  la  connaissance  complète  du  mouvement, 
ue  intégrale  qu'on  trouvera  nous  apprendra,  indépen- 
nent  des  autres,  une  propriété  de  ce  mouvement;  il  arrî- 
méme  souvent  qu'une  seule  de  ces  intégrales  offrira  de 
irêt  au  point  de  vue  auquel  on  se  trouvera  placé;  c'est  ce 
ustifle  l'importance  de  la  nouvelle  forme  sous  laquelle 
I  mettons  la  solution  d'un  problème  de  Mécanique  ration- 

land  on  veut  rechercher  des  intégrales,  le  procédé  qui  se 
snte  tout  naturellement  consiste  à  combiner  les  équa- 
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lions  du  mouTement  jusqu'à  ce  qu*on  obtienne  une  combi» 
naison  intégrable.  Certaines  de  ces  combinaisons  réussissett 
souvent  :  ce  sont  celles  qui  ont  une  signîGcation  concrète,  et 
auxquelles  on  est  conduit  tout  naturellement  par  l'étude  dv 
mouvement  en  lui-même,  indépendamment  des  équations  dif- 
férentielles. On  arrive  ainsi  à  un  certain  nombre  de  théorèmes 
généraux  que  nous  allons  établir  directement  au  moyen  des 
principes  fondamentaux,  marche  bien  préférable  à  celle  qui 
consisterait  à  déduire  ces  vérités  capitales  des  procédés  dut 
Calcul  intégral  et  de  transformations  analytiques  plus  ou  moins 
délournée's. 

Théorème  des  forces  vives. 

Nous  avons  vu  que  le  demi-accroissement  de  la  force  vive 
d'un  point  est  égal  au  travail  élémentaire  des  forces  qui 
agissent  sur  ce  point.  Donc 

(4)  d{>imv')^\(lx-^Ydy  +  7.dz. 

On  retrouverait  cette  équation  au  moyen  des  équations  dif- 
férentielles 

d'x      -, 

dV  * 

d'z       _ 

En  effet,  multiplions  les  premiers  membres  de  ces  équations 

•  (ijc  (i  v'  dz 

respectivement  par  "tt^'»  "ir^'»   "7;  ^^  ®^  '®s  deuxièmes 

membres  par  dx,  dj-,  Jz;.puis  ajoutons  membre  à  membre, 
nous  aurons. 


m 


(d^x  dx       d*y  rfr       d^z  dz\    ,        -,  ,         ,^  ,         „  , 


ou 

di  lmv'}=\dx  -f-  Ydr  -h  Zdz. 

Cette  équation  peut,  toutes  les  fois  qu'on  le  jugera  conve- 
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Dible»  être  substituée  à  l'une  quelconque  des  équations  du 
moQYement. 

Nous  pouvons  récrire,  en  employant  les  signes  dMntégra- 
Lioo,  sous  la  forme  parfaitement  équivalente 

C  :=  }  mv'-f(\dx  -h  Ydr  -+-  Idz) 
ou 


[5) 


>imv^-'{mv\=  r   (Xrfa:-t-yrf7-+-Zcf2). 


Cette  dernière  équation  donne  lieu  aux  remarques  suivantes: 
i^  L'intégrale  écrite  dans  le  second  membre  a  toujours  un 
sens  bien  déOni.  En  effet,  x,  j,  z  sont  des  fonctions  du  temps  ^ 
loi  existent  nécessairement,  puisqbe  nous  avons  vu  que,  dans 
luelques  conditions  qu'un  point  matériel  se  trouve  placé,  le 
mouvement  qu'il  doit  prendre  est  parfaitement  déterminé. 
l)onc  dxy  djTy  dz  sont  aussi  des  fonctions  de  t  multipliées  par 
^'.  On  conçoit  donc  que  l'iniograle  puisse  toujours  être  cal- 
Qlée  une  fois  le  problème  résolu,  et  qu'on  vérifie  ainsi  re- 
lation dite  des  forces  vives.  Il  est  clair  d'ailleurs  que  cette 
[Dation  ne  saurait  être,  à  ce  point  de  vue,  d'aucune  utilité 
•or  la  connaissance  des  lois  du  mouvement. 
^•Le  second  membre  représente  le  travail  total  de  la  force  F. 
onavuqueletravailtotalpeutse  calculer  approximativement 
t  par  les  procédés  généraux  de  quadratures,  soit  au  moyen 
ppareils  spéciaux  dans  cbaque  cas.  Cette  opération  étant 
)posée  effectuée,  notre  érjuation  permettra  de  trouver  à 
ique  instant  la  valeur  de  v\  elle  fournira  approximativement 
B  intégrale,  et  pourra  offrir  de  l'intérêt  dans  certaines  ques- 
ns  de  Mécanique  appliquée. 

i*  Enfin,  dans  un  grand  nombre  de  cas  très-importants,  il 
.  possible  d'intégrer  la  fonction  Xrfo: -h  Yûfj^-h  Zrfz  sans 
anattre  les  valeurs  de  Xy  r,  z  en  fonction  de  t. 
i^r  exemple,  il  est  clair  que  l'expression  xdx  -\-ydy-^-  zdz 
l  toujours  la  différentielle  de  i(x'^'^y^-^  2*),  quelles  que 
lent  les  valeurs  de  x,  y  et  2,  qui  peuvent  être  des  fonctions 
temps  ou  de  toute  autre  variable. 

Intégrale  des  forces  vives.  —  Supposons  donc  quelescom- 
santes  X,  Y,  Z  de  la  force  motrice  soient  des  fonctions 
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connues  des  coordonnées  Xy  y^  z  du  mobile^  et  que  la  quan- 
tité 

XJx^-Yrfj-hZrfz 

soit  la   différentielle  exacte  d*une  certaine  fonction  de  ces 

coordonnées. 

Si  Ton  a 

XrfjT -h  Yrfj^-hZrfz  =  rf./(a:,  j,  z), 

l'équation  des  forces  vives  prend  la  forme 

Elle  constitue  alors  une  intégrale  du  mouvement»  et  nous 
dirons  que,  dans  ce  cas,  l* intégrale  des  forces  vives  existe, 
l'équation  des  forces  vives,  ayant  toujours  lieu  sous  la  forme 
différentielle. 

Surfaces  de  nii/eau.  —  On  voit  que,  lorsque  la  fonction 
f{^9  X>  ^)  reste  invariable,  la  vitesse  ne  change  pas  non  plus. 
Posons 

Cette  équation,  dans  laquelle  C  est  une  constante  à  laquelle 
on  peut  attribuer  toutes  les  valeurs  possibles,  représente  une 
famille  de  surfaces  connues  sous  le  nom  Aq  surf  aces  de  là'^ 
veau.  On  reconnaît  aisément  qu'en  chaque  point  de  l'espace 
il  passe  toujours  une  de  ces  surfaces,  et  une  seule;  et  l'équ»- 
tion  (6)  montre  que,  toutes  les  fois  que  le  mobile  traversera 
Tune  de  ces  surfaces,  sa  vitesse  se  retrouvera  la  même,  puis- 
que, pour  tous  les  points  d'une  pareille  surface, /(a:,  /,  z)  a 
la  même  valeur.  Ce  résultat  est  indépendant  du  chemin  que 
le  mobile  aura  suivi  pour  arriver  a  la  surface,  et  du  nombre 
de  fois  qu'il  l'aura  traversée  entre  les  deux  époques  considé- 
rées. Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  discuter  les  cas  singuliers 
où  les  surfaces  de  niveau  se  coupent  mutuellement;  d'où  il 
suit  que  les  propriétés  précédentes  cessent  en  partie  d'avoir 
lieu(*). 

Ces  surfaces  jouissent  d'une  autre  propriété:  c'est  que,  dans 
chacune  des  positions  qu'occupe  successivement  le  point  mo- 


(*)  Consulter  un  Mémoire  de  M.  J.  Bertrand,  inséré  dans  le  XXVIII*  Cahier 
du  Journal  de  VÉcole  Polytechnique, 
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bile,  la  force  F,  à  laquelle  il  est  soumis,  est  dirigée  normale- 
ment à  la  surface  de  niveau  qui  passe  en  ce  point.  En  effet, 
l'équation  différentielle  commune  à  toutes  ces  surfaces  est 

\dx  -+■  Ydy  -f-  Zdz  =  o. 

Or  dx,  djr,  dz  sont  proportionnels  aux  cosinus  des  angles 
qu'un  élément  rectiligne  quelconque  *tracé  sur  la  surface  à 
partir  de  ce  point  fait  avec  les  trois  axes  coordonnés,  et 
X,  Y,  Z  sont  proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que  la 
force  F  fait  avec  ces  mêmes  axes.  L'équation  précédente  ex- 
prime la  perpendicularité  de  ces  deux  directions. 

U  suit  de  là  qu'on  peut  défmir  les  surfaces  de  niveau  par 
cette  propriété,  qu'un  point  matériel  posé  sur  une  pareille  sur- 
face, sans  en  pouvoir  sortir,  y  reste  en  équilibre  sous  l'action 
de  la  force  donnée. 

Remarque.  —  Si  l'intégrale  des  forces  vives  s'applique  à  un 
problème  de  mouvement,  elle  s'appliquera  encore  si,  pour 
changer  le  mouvement,  on  ne  fait  qu'obliger  le  mobile  à  rester 
sur  une  surface  fixe  ou  sur  une  courbe  fixe,  sans  rien  changer 
aux  forces  dont  les  composantes  ont  été  désignées  par  X,  Y,  Z. 
Car  alors  on  introduit  bien  une  nouvelle  force,  la  réaction  de 
la  courbe  ou  la  surface;  mais,  comme  cette  réaction  est  nor- 
male, elle  ne  produit  pas  de  travail  et  n'altère  pas  la  différen- 
tielle Xrfx -t- Ydy-h  Z^z.  Par  exemple,  dans  le  mouvement 
d'un  corps  pesant  assujetti  5  se  mouvoir  sur  une  surface  quel- 
conque, il  y  a  une  intégrale  qui  ne  dépend  pas  de  la  nature 
de  la  surface  :  c'est  celle  des  forces  vives,  qui  garde  la  même 
forme,  quelle  que  soit  la  courbe  ou  la  surface  directrice. 

Cas  dans  lesquels  l'intégrale  des  forces  vives  existe.  —  Cher- 
chons maintenant  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  pour 
que  l'intégrale  des  forces  vives  existe. 

1*  Il  faut  d'abord  que  les  composantes  de  la  force  ne  con- 
tiennent pas  d'autres  quantités  variables  avec  t  que  jt,  y  etz. 
En  effet,  si  ces  quantités  renfermaient  une  autre  variable, 
celle-ci  se  retrouverait  dans  l'intégrale,  et  l'on  aurait,  pour  la 
différentielle  totale  de/ 

df=\dx  -4-  Ydx-hZdz  4-  ^rf/; 


3o  bth^miqub. 

les  trois  premiers  termes  ne  formeraient  donc  pas  la  différeo- 
tieile  complète  de  cette  fonction. 

%^  Si  Ton  tient  compta  du  frottement,  l'intégrale  des  forces 
vives  ne  subsistera  pas.  En  effet,  le  frottement  est  dirigé  en 
sens  inverse  de  la  vitesse,  et  par  suite  ses  composantes  dépen- 

djc    dy    dz 

dent  des  composantes  ^'  ^'  ^/T  ^c  1^  vitesse,  et  non  pas 

uniquement  de  x,  j%  z, 

y*  Il  en  de  même  si  le  mobile  se  trouve  dans  un  milieu  doat 
la  résistance  doive  entrer  en  ligne  de  compte,  parce  que  Tex- 
périence  prouve  que  cette  résistance  dépend  aussi  de  la  vitesse 
du  mobile. 

Nous  allons  citer  les  cas  les  plus  importants  dans  lesquels 
l'intégrale  des  forces  vives  existe  : 

i<>  Quand  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  est  constamment 
dirigée  vers  un  point  fixe  0,  et  que  sa  grandeur  dépend  uni- 
quement de  la  distance  r  du  mobile  à  ce  point  fixe,  en  sorte 
qu'on  a 

F -/(/-;. 

En  effet,  le  travail  élémentaire  de  la  force  F,  pendant  que  le 

Fig.  6. 


mobile  va  de  M  en  M'  {fig.  6),  est  égal  à  F  X  MN,  ou,  ce  qui 

est  la  même  chose, 

f[r)dr, 

expression  qui  est  une  différentielle  exacte. 

Mais  si  le  centre  d'attraction  est  mobile,  l'intégrale  n'exis- 
tera plus,  parce  que  le  travail  dépendra  des  coordonnées  de  ce 
centre,  dont  la  position  varie  avec  le  temps. 

2°  L'intégrale  des  forces  vives  existe  encore  si  la  force  est 
dirigée  perpendiculairement  à  un  plan  fixe  xoy  et  que  sa  gran- 
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r/(2)  06  dépeode  que  de  la  distance  z  du  mobile  à  ce 

Fig.  7. 


v/ 


/ 


r  alors  le  travail  élémentaire  de  la  force,  en  appelant  J3]la 

Dce  du  mobile  au  plan,  est  égale  kf{z)dz,  expression 

smment  intégrable. 

dernier  cas  est  celui  qui  se  rencontre  dans  le  mouvement 

corps  soumis  à  la  seule  action  de  la  pesanteur,  lorsque 

)uvemenl  s'effectue  dans  un  espace  assez  restreint  pour 

[^ette  action  puisse  être  regardée  comme  ayant  partout  la 

e  direction  et  une  intensité  constante.  Dans  ce  cas,  il  ar- 

le  plus  que  la  fonction /(z)  est  constante. 

ntégrale  des  forces  vives  prend  alors  la  forme  suivante, 

des  z  étant  dirigé  de  bas  en  haut  : 

ai  la  hauteur  de  la  chute. 

s  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  horizontaux,  donc  : 
eque  soit  la  trajectoire  qu'un  point  matériel  pesant  soit 
etti  à  parcourir,  le  carré  de  la  vitesse  de  ce  point,  et  par 

la  grandeur  de  cette,  vitesse  elle-même,  ne  dépend  à 
Ae  instant  que  du  ni^^eau  d'où  il  est  tombé,  et  de  celui  où 

quand  on  cherche  sa  vitesse.  L'équation  ne  donnant  que 
rré  de  la  vitesse,  son  sens  n'est  pas  déterminé, 
l'on  fait  i^t  =  o,  on  a  l'équation  bien  connue 

v^  =  igh, 
onne  la  vitesse  acquise  par  un  mobile  tombé  d'une  bau- 


Clivant  «ne  coon»»»»  i^obsfc»- 

^^'  ^"^ïe«  de  ^ais^n  ^"tS  avec  une  vitesse  v.  «Ue 
"■'^00  fur  une  surface  fi*e  a 

(tient»  "  t>'  . 


uoe  bauteur  ,^  ^  ^_ 


,.estla/.a»'*»^'*"  „,Ués  de  mouvement- 

rMo..«-'-^^^''"';;^,,enta.e..e.t.eU.^ 

otre  équation  fondatne         ^^„que. 
^«^Tmouv-entsurunaKefixeq 

jection  du  mou  ^^^  ^  ^ 

,ar  de  et  intégrons,  a  vient 
MuUipUons  par  ^       ^^^ 

[")  A»  \a  masse  d'un  î 

,o  Le  produit  mv  de  ^^  ,„« 

Jvcrici  par»»  ^,;.^';;;oint;  »' ^'^  «^^^  fô"  1»  projection 
den^o»^^"''"'  ^l'!,o.«t  ^«•-  '  '«^'  '^It  m  ..  ^  étant  un  '. 

ti;.-rntnuméri.edontUg            ^^^^^^^^^^^ 
•-^fteproduU^'''-::^ : 

'  Tiancé  obliquement  «vec  »         ^.^^.^  „„ 

,.,  U>r«l---  '«î^t    ;  '»  P-Tv^^   cela  «c„i^  "  ! 

o-  -  -'^"^''     L.U.  ^„- 


.VUludr.it  atorsla  sauteur,. 
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lant  le  temps  dt,  et  l'intégrale  définie  /    ¥dt  est  Vimpul- 

totale  pendant  le  temps  fini  /  —  ^.  ILdt  est  Vimpulsion 
a  projection  de  la  force  F  ou  la  projection  de  l'impulsion 
ette  même  force  F,  le  temps  devant  être  également  con- 
ré  comme  une  quantité  purement  numérique, 
raitons  d'une  manière  analogue  Téquation  de  la  projection 
nouvement  sur  la  tangente 

dv 
[ultiplions  par  dt  et  intégrons,  il  vient 


mv 


es  équations  (7]  et  (8)  s'énoncent  de  la  manière  suivante 
angage  ordinaire  : 

HÂORfcME  I.  —  L'accroissement  de  la  projection  sur  un  axe 
de  la  quantité  de  mouvement  d*un  point  matériel,  pen- 
t  un  temps  quelconque,  est  égala  r impulsion  totale,  pen- 
t  le  même  temps,  de  la  projection  de  la  force  qui  agit  sur 
oint  matériel. 

BÉORftME  II.  —  L'accroissement  de  la  quantité  de  mouve- 
t  est  égal  à  l'impulsion  totale  de  la  force  tangentielle. 

out  ce  que  nous  avons  eu  occasion  de  dire  relativement  à 
égrale  qui  représente  le  travail  s'applique  identiquement 
Iles  qui  représentent  les  impulsions  totales. 
îs  quantités,  qui  ont  dans  toute  hypothèse  un  sens  bien 
niy  peuvent,  dans  certains  cas,  s'évaluer  soit  rigoureuse- 
il,  soit  approximativement.  On  aura  alors  utie  intégrale  du 
ivement;  mais,  dans  tous  les  cas,  l'équation  est  vraie  sous 
)rme  différentielle,  puisqu'elle  n'est  autre  chose  qu'une 
ibinaison  des  équations  fondamentales  du  mouvement. 
a  peut  arriver  à  un  autre  théorème  également  très-impor- 
,  en  considérant,  au  lieu  des  projections  des  quantités  de 
ivement  et  des  impulsions,  les  moments  de  ces  diverses 
es  par  rapport  à  un  axe  quelconque. 
IIL  3 
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Nous  avons  vu,  en  Cinématique,  que  la  vitesse  i/  à  l'épogae 
t  -h  dt  est  la  résultante  de  la  vitesse  v  au  temps  /  et  de  Jif» 
Multiplions  par  m  les  trois  côtés  du  triangle  ABB'  (^g^.S^) 


Fig.  8. 


formé  par  ces  trois  lignes,  nous  obtiendrons  un  triangle  senu 
blable,  dont  les  côtés  seront  les  quantités  de  mouvement  ia  m 
tial  et  final,  et  l'impulsion  de  là  force  ¥dt;  alors  en  appl  m 
quant  le  théorème  de  Varignon,  on  peut  écrire  que  le  morne  si 
de  la  résultante  par  rapport  à  un  axe  quelconque  est  égal  a  là 
somme  des  moments  des  composantes.  Nous  aurons  ainsi 

Dïlmv'  ~Dnmv=^  DXLTdt 
ou 

(9)       '  dDïinnf  =  SfïL¥dt. 

Donc  : 

Théorème  III.  —  L* accroissement  élémentaire  du  moment 
de  la  quantité  de  mouvement^  pris  par  rapport  à  un  axe  quel 
conque^  est  égal  au  moment  de  l'impulsion  élémentaire  de  la 
force  autour  du  même  axe. 

Quand  le  second  membre  de  l'équation  (g)  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  on  obtient  une  Intégrale  du  mouvement; 
dans  le  cas  contraire,  on  n'a  qu'une  équation  différentielle 
pouvant  tenir  lieu  d'une  des  équations  ordinaires. 

Parmi  les  cas  où  l'intégration  est  possible,  il  faut  distinguer 
celui  où  le  moment  de  la  force  par  rapport  à  l'axe  est  con- 
stamment nul  :  on  conclut  alors  de  l'équation  (g)  que  Cltmv 
est  constant.  Donc  : 

Théorème  IV.  —  Quand  la  force  qui  sollicite  un  point  mo- 
bile rencontre  constamment  une  droite  fixe^  le  moment  de  la 
quantité  de  mouvement  du  point  par  rapport  à  cette  droite 
est  constant. 
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Ce  résultat  s*énonce  ordinairement  d'une  autre  manière,  en 
ayant  égard  aux  considérations  géométriques  suivantes. 

Expressions  diverses  du  moment  de  la  quantité  de  mauve- 
ment  d'un  point.  —  Prenons  un  plan  de  projection  perpendi- 
culaire à  Taxe  des  moments  {Jig.  g),  et  soit  Ole  point  qui 


projette  cet  axe  tout  entier.  Désignons  par  -7-  la   projection 

de  la  vitesse  Vy  et  par  p  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0 
sur  la  direction  de  cette  vitesse,  on  a 

I 

do" 
Sf[Lmv  =  mp  -r— 

Or /jrfo- représente  le  double  de  Taire  rfX  décrite  par  le  rayon 
vecteur  OM  pendant  le  temps  dt\  donc 

d\LmV  =r  2/71    -,-• 

dt 

Les  diverses  expressions. analytiques  de  Tairef  dl  donnent 
autant  d'expressions  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement. 
Si  Ton  rapporte  le  mouvement  à  Taxe  0  pris  pour  axe  des  z,  et 
à  deux  autres  axes  rectangulaires  compris  dans  le  plan  de  notre 
figure,  on  a 
/      X  cm  l    dr         dx  ^ 

(,o)  ts^m<,=  \x-^^-r-^y 

En  coordonnées  polaires,  6  désignant  l'angle  du  rayon  vec- 
teur r  avec  l'axe  0,  et  ^  l'azimut  de  ce  rayon  vecteur  par  rap- 
port à  un  plan  fixe  quelconque,  on  a 

d^ 
(11)  tS^mv  —  mr»sin»e  -y-- 

at 

3. 
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Théorème  des  aires.  —  Cela  posé,  quand  le  moment  de  la 
force  par  rapport  à  Taxe  0  est  constamment  nul,  c'est-à-dire 
quand  la  projection  de  la  force  passe  toujours  par  le  poidS 
fixe  0,  le  monient  de  la  quantité  de  mouvement  reste  inva — 
riable  ;  on  peut  donc  écrire  dans  ce  cas 

dl_^ 
di~^' 
ou 

et  énoncer  le  théorème  IV  sous  la  formé  suivante  : 

Théorème  V.  —  Quand  la  projection  sur  un  certain  plan 
la  force  qui  sollicite  un  point  mobile  passe  par  un  pôle  Ji: 
l'aire  décrite  sur  le  même  plan  parle  rayon  vecteur  issu  de 
pôle  croit  proportionnellement  au  temps. 

Réciproquement  :  Toutes  les  fois  que  les  aires  sont  propor^ 
tionnelles  au  temps,  la  force  est  constamment  dirigée  vers 
r origine  fixe  par  des  rayons  vecteurs. 

C'est  ainsi  que  Newton  a  conclu  de  la  deuxième  loi  de  Ke- 
pler que  la  force  qui  sollicite  les  planètes  passe  constamment 
par  le  centre  du  Soleil. 

Quand  la  force,  au  lieu  de  rencontrer  simplement  une  droite 
[i\e,  passe  par  un  point  Cwe^  le  théorème  des  aires  a  lieu  pour 
un  plan  de  projeclion  quelconque,  Taxe  des  moments  passant 
toujours  par  la  projeclion  du  point  Vwe.  Dans  ce  cas,  la  tra- 
jectoire est  une  courbe  plane,  le  mobile  ne  sortant  pas  du 
plan  déterminé  par  le  point  fixe  et  par  la  direction  de  la  vi- 
tesse initiale. 

Utilité  des  théorèmes  généraux  de  la  Dynamique, 

Nous  avons  dit  que  les  théorèmes  qui  précèdent,  quand  ils 
ne  donnent  pas  d'intégrales,  fournissent  des  équations  diffé- 
rentielles qu'on  peut  substituer  à  un  nombre  égal  des  équa- 
tions ordinaires  de  la  Dynamique.  On  fait  un  fréquent  usage 
de  ces  théorèmes  dans  les  applications,  pour  éliminer,  sans 
transformations  algébriques,  certaines  forces  connues  ou  in- 
connues. 
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C'est  ainsi  que  les  forces  dont  le  travail  est  nul  disparais- 
sent de  l'équation  des  forces  vives;  celles  qui  rencontrent  une 
droite  fixe,  de  l'équation  des  moments  pris  par  rapport  à  cette 
droite,  etc.  Ces  méthodes,  spéciales  à  chaque  problème,  ser-- 
îent  également  quand  le  point  mobile  est  assujetti  à  certaines 
conditions,  qui  restreignent  le  nombre  de  variables  indépen- 
bntes  :  on  est  ainsi  dispensé  de  recourir  aux  méthodes  gêné- 
•aies  de  Lagrange,  dont  j*ai  parlé. 

Mouvement  d'un  point  sur  une  sphère  fixe.  —  Le  système 
le  coordonnées  naturellement  indiqué  ici  est  le  système  po- 
aîro.  En  effet,  il  suffira  de  considérer  dans  les  calculs  la  coor- 
donnée r  comme  une  constante,  pour  tenir  compte  de  la  con- 
li^ion  imposée  au  mobile.  Il  ne  restera  plus  ainsi  dans  les 
'Itiations  que  deux  variables  :  la  longitude  ^,  et  la  colati- 
'^€ie  6;  ces  deux  variables  sont  tout  à  fait  indépendantes,  et 
iic>us  allons  chercher,  pour  déterminer  ces  inconnues,  deux 
^<)uations  où  n'entre  pas  la  réaction  de  la  surface  fixe. 

les  formules  qui  servent  à  passer  du  système  rectiligne  au 
système  actuel  sont  les  suivantes  : 

X  =T  /;sin0cosJ;, 
y  =  rsin0  sin^, 
z  =:  rcosO. 

Différentions  ces  équations  en  considérant  r  comme  une 
constante,  et  faisons  la  somme  des  carrés  de  dx,  dy,  dz,  on 

trouve 

ds'  =z  r»  dQ'  4-  r-  sin^  0  d^% 

d'où,  en  divisant  par  dt\ 


i'' 


Cela  posé,  la  réaction  de  la  sphère  étant  normale  à  la  tra- 
jectoire du  point  mobile,  le  principe  des  forces  vives  fournit 
une  première  équation  indépendante  de  celte  réaction  : 

(i)    rf^mr^r^^y+sin^^^^yl  :^:  Xt/x  +  Yrf/ +  Zrfz. 
De  même,  la  réaction  inconnue,  passant  nécessairement  au 
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centre  de  la  sphère»  a  un  moment  nul  par  rapport  à  un  axe- 
quelconque  conduit  par  ce  point.  On  aura  donc  une  deuxième 
équation  qui  ne  contiendra  pas  cette  réaction,  en  appliquanC 
le  principe  des  aires  sur  un  plan  quelconque,  par  exempis 
sur  le  plan  xO^,  perpendiculaire  à  Taxe  de  notre  système 
polaire.  Cette  équation  est,  en  se  reportant  à  Texpressio 
trouvée  plus  haut  pour  le  moment  de  la  quantité  de  mouv 
ment, 

{1}  rfmr'sin'ô  ^  =  (Yo:  —  Xj)rf/. 

Mouvement  du  pendule  simple.  —  Dans  le  problème  4^jt 
pendule  simple,  les  forces  agissant  sur  le  point  mobile  s^ 
réduisent  à  la  pesanteur  seule  et  l'on  a,  en  supposant  que 
Taxe  des  z  ait  été  pris  vertical  et  dirigé  vers  le  zénith, 

X  —  o,    Y  =  o,    Z  —  —  mg. 

Les  équations  précédentes  s'intègrent  une  première  fois,  et 
donnent,  en  désignant  par  /  la  longueur  du  pendule,  égale  au 
rayon  r  de  la  sphère. 


( 


3)    ^^y4-sin'o('^y::--OV^sin^0o^;"-  +  ^(cos0.-cosô), 

(4)  ^*"'^^  =sin^(?o'fo. 

Il  suffit  d'éliminer  -j-  entre  ces  deux  équations  pou^déte^ 
miner  9  en  fonction  de  t  par  une  quadrature.  Il  vient 


W 


La  quantité  soumise  au  radical  est  un  polynôme  du  troisième 
degré  en  cos  0  dont  les  trois  racines  sont  toujours  réelles.  En 
effet,  le  polynôme  est  positif  pour  0  =  0»,  il  est  négatif  pour 
cos0=:±  I  ;  enfin  il  se  retrouve  positif  pour  cos  0  =  oc.  On  con- 
clut de  là  Texistence  de  deux  racines  comprises  entre  —  i  et 
-+-  I,  racines  que  je  représenterai  par  cos9i  et  cos  0i;  quant  à 
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I  troisième  racine  A,  elle  est  positive  et  plus  grande  que  i, 
Ile  ne  saurait  représenter  un  cosinus.  On  peut  donc  écrire 
§quation  (5) 


dO  11  s 

)    sîn0-T-:^±:i/-^(A  — cos0)(cos0  — cos9.)(cos03  — cosô). 

n  suit  de  la  que  l'angle  6  reste  compris  entre  les  deux 
%les  6i  et  0s;  l'extrémité  du  pendule  ne  sort  pas  de  la  zone  ho- 
zontale  limitée  par  les  deux  petits  cercles  qui  répondent  aux 
sux  limites  de  l'angle  d.  La  vitesse  angulaire  du  pendule  en 
i^iiectlon  horizontale  est  variable»  conformément  à  la  relation 

*^  est  comprise  entre  deux  limites,  comme  l'angle  0,  dont 
ï^  suit  les  variations. 

Quanta  la  relation  entre  l'angle  0  elle  temps  />  elle  dépend 
^s  fonctions  elliptiques  de  première  espèce. 

Un  cas  remarquable  est  celui  dans  lequel  deux  des  racines 
^  notre  polynôme  sont  égales;  c'est  ce  qui  peut  arriver  de 
leux  manières  : 

I**  01  peut  devenir  égal  à  03,  et,  dans  ce  cas,  la  valeur  com- 
mune de  ces  deux  quantités  ne  peut  être  que  0o;  on  a  alors 

0  =  05  ~  consi., 
îl  le  polynôme  doit  admettre  en  facteur  le  carré  de 

(cos0  —  cos0o); 
e  qui  exige  qu'on  ait  à  l'origine 

0',  =  o    et     7  ---  —  ^  •'  cos  0«. 

Jiors  le  pendule  décrit  un  cercle  horizontal  avec  une  vitesse 
Dgulaire  constante  et  égale  à  la  vitesse  angulaire  initiale  (];'». 
a*  La  plus  grande  des  trois  racines  et  la  racine  cos 0s  peuvent 
>utes  deux  devenir  égales  à  l'unité;  ce  qui  exige  les  deux 
ondi  tiens 

+'•  ~  o. 

07  =  ^(1  -COS0,). 
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On  obtient  ainsi 

tangue  ==itang|Oo  e  V/. 
Pendule  ordinaire.  —  Il  résulte  de  l'équation  (  7  )  que,  si  la 

vitesse  horizontale  -r-  6st  nulle  à  l'instant  initial,  elle  reste 

dt 

nulle  pendant  tout  le  mouvement,  lequel  s'effectue  alors  dans 

un  plan  vertical.  C'est  le  cas  des  expériences  ordinaires  sarle 

pendule.  Les  lois  qui  répondent  à  ce  cas  particulier  sont  bîecm 

connues,  ainsi  que  la  formule  qui  donne  la  durée  des  pelite^ 

oscillations,  formule  que  nous  retrouverons  pour  exprimes^ 

rigoureusement  ou  approximativement  les    lois  d'un  grand 

nombre  de  phénomènes  de  Mécanique  physique. 

Des  forces  dites  instantanées. 

Nous  avons,  pour  simplifîcr  le  langage,  désigné  sous  le 
nom  d^impuision  d'une  force  F,  agissant  pendant  un  temps  /, 
l'intégrale  définie 

l'dt, 


X 


laquelle  est  réduite  à  Ft  si  la  force  est  constante  ou  sup- 
posée telle.  En  divisant  l'intégrale  qui  donne  l'impulsion  par 
le  temps  /,  on  a  V effort  moyen^  correspondant  à  l'espace  de 
temps  considéré. 

L'impulsion  d'une  force  est  une  quantité  composée  de  la 
force  et  du  temps  de  son  action,  comme  le  travail  est  une 
quantité  composée  de  la  grandeur  de  la  force  et  du  déplace- 
ment du  point  auquel  elle  est  appliquée. 

Cette  impulsion  est  mesurée  par  l'accroissement  de  la  quan- 
tité de  mouvement  du  mobile  pendant  le  temps  considéré, 
ou  par  la  quantité  de  mouvement  finie  communiquée  à  un 
corps  en  repos  par  une  force  agissant  sur  ce  corps  pendant 
un  certain  temps. 

Si  Ton  mesure  la  masse  et  la  vitesse  d'un  projectile  à  la 
sortie  d'un  canon,  on  a,  par  le  produit  me,  la  valeur  de  l'im- 
pulsion de  la  force  produite  par  la  déflagration  de  la  poudre. 
Quant  à  la  force  elle-même,  on  ne  peut  pas  la  mesurer  ainsi 


CHAPITRE   I.  —    MOUVEMENT  ]>'qN   POINT  MATÉRIEL*  ^l 

directement,  à  moins  qu'on  ne  connaisse  les  lois  de  son  action. 
On  obtiendra  sa  valeur  moyenne,  si  Ton  connaît  seulement  la 
durée  de  cette  action. 

II  est  bien  essentiel  seulement  de  remarquer  qu'aucune 
force  ne  peut  imprimer  une  vitesse  finie  à  une  masse,  quelque 
fiiible  qu'elle  soit,  sans  y  mettre  un  certain  temps  et  sans  faire 
parcourir  un  certain  espace  à  son  point  d'application  sous  son 
action  continue.  Il  n'y  a  donc  pas,  à  proprement  parler,  de 
force  instantanée.  Néanmoins,  si  l'effet  est  produit  dans  un 
temps  si  court  que  rien  n'ait  pu  changer  sensiblement  dans  la 
position  du  point,  on  pourra,  dans  la  plupart  des  cas,  faire 
ibstraction  de  ce  temps  et  supposer  à  l'action  la  durée  que 
l'on  voudra,  pourvu  que  cette  durée  soit  très-petite  et  que 
l'intégrale  définie 

¥dt 


f 


*H  la  valeur  qu'on  peut  évaluer  en  mesurant  l'accroissement 
^6  la  quantité  de  mouvement  du  corps  qui  reçoit  l'action  de  la 
'brce  F. 

Au  lieu  de  l'expression  malheureuse  de  a  force  instantanée», 
)ous  emploierons  le  mot  de  percussion  pour  désigner  par 
exemple  un  coup  de  marteau,  un  coup  de  queue  au  jeu  de 
illard,  etc.  La  direction  de  la  percussion  sera  celle  de  la 
)rce  F,  qui  est  censée  ne  pas  changer  sensiblement  pendant 
;  courte  durée  de  son  action  ;  et  ce  qu'on  peut  appeler  l'/zi- 
'Fuité  de  la  percussion,  ce  qui  en  fait  la  mesure,  c'est  l'im* 
ulsion  totale 

P=   I     Tdt. 


^  o 


Les  percussions  se  composent  comme  des  forces.  En  effet, 
ins  toutes  les  équations  qui  expriment  des  relations  entre  des 
»rces  équivalentes,  équations  qui  sont  linéaires  par  rapport 
IX  forces,  il  n'y  a  qu'à  multiplier  par  dt  et  à  intégrer  pour 
iroir  des  relations  entre  des  percussions,  les  facteurs  qui 
lultiplient  les  forces  étant  supposés  constants  pendant  le 
iinps  qui  sépare  les  deux  limites  de  l'intégrale. 
Toutefois  il  faut  bien  se  garder  de  confondre  une  percussion 
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avec  une  force.  Il  n'y  a  même  pas  homogénéité  entre  cesdeui 
sortes  de  quantités,  puisque  la  percussion  se  mesure  par  l'inh 
pulsion  de  la  force  inconnue  qui  produit  les  effets  observés, 
c'est-à-dire  par  le  produit  de  la  force  par  le  temps  de  son  aclion. 
Quand  nous  emploierons  le  moi  force,  ce  sera  toujours  pour 
désigner  un  nombre  de  kilogrammes,  mesurable  au  moyen 
de  la  balance  ordinaire  ou  de  tout  autre  procédé  équivalent. 

Le  mot  de  force  est  pris  assez  fréquemment  dans  un  grand 
nombre  d'acceptions  d'autant  plus  vicieuses  qu'elles  sont  plus 
vagues  et  qu'on  peut,  de  prémisses  mal  déûnies,  tirer  d'une 
manière  également  légitime  les  conséquences  les  plus  direc* 
tement  opposées. 

Descartes  écrivait  à  Mersenne  :  a  J*ai  parlé  de  la  force  qui 
sert  pour  lever  un  poids,  laquelle  a  deux  dimensions,  non  de 
celle  qui  sert  en  chaque  point  pour  le  soutenir,  laquelle  n'a 
qu'une  dimension  (*).  » 

Cela  veut  dire  :  Quand  il  s'agit  de  soutenir  un  poids,  la  force 
seule  est  en  jeu,  tandis  que  pour  lui  communiquer  une 
vitesse  finie  il  faut  avoir  égard  au  produit  de  la  force  par  le 
temps  de  son  action. 

Un  peu  plus  tard,  et  jusqu'au  milieu  du  siècle  dernier,  les 
géomètres  ont  été  très-longtemps  partagés  sur  la  question  de 
savoir  quelle  doit  être  la  mesure  de  la  force  des  ■  corps  en 
mouvement;  c'est-à-dire  de  décider  si  ceiie  force  est  p^opo^ 
tionnelle  au  produit  de  la  masse  par  le  carré  de  la  vitesse  :  par 
exemple,  si  un  corps  double  d'un  autre,  et  qui  a  3  fois  au- 
tant de  vitesse,  a  i8  fois  autant  de  force,  ou  6  fois  autant  seu- 
lement. 

a  Or,  dit  d'Alembert,  quand  on  parle  de  h  force  des  corps  en 
mouvement,  ou  l'on  n'attache  point  d'idée  nette  au  mot  qu'on 
prononce,  ou  l'on  ne  peut  entendre  par  là  en  général  que  la 
propriété  qu'ont  les  corps  qui  se  meuvent  de  vaincre  les  ob- 
stacles qu'ils  rencontrent  ou  de  leur  résister.  Ce  n'est  donc  ni 
par  l'espace  qu'un  corps  parcourt  uniformément,  ni  par  le 
temps  qu'il  emploie  à  parcourir  cet  espace,  ni  enOn  par  la 
considération  simple,  unique  et  abstraite  de  sa  masse  et  de  sa 


(♦)  Édition  de  M.  Cousin,  t.  VI,  p.  Sag, 
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vitesse,  qu'on  doit  esUmer  immédiatement  la/orce  ;  c'est  uni- 
quement par  les  obstacles  que  le  corps  rencontre  et  par  la 
résistance  que  lui  font  ces  obstacles.  Plus  l'obstacle  qu'un 
corps  peut  vaincre  et  auquel  il  peut  résister  est  considérable, 
phis  on  peut  dire  que  sa  force  est  grande,  pourvu  que,  sans 
vouloir  représenter  par  ce  mot  un  prétendu  être  qui  réside 
dans  le  corps,  on  ne  s'en  serve  que  comme  une  manière  abré- 
gée d'exprimer  un  fait.    . 

»  Ceci  bien  entendu,  il  est  clair  qu'on  peut  opposer  au  mou- 
vement d'un  corps  trois  sortes  d'obstacles  :  ou  des  obstacles 
invincibles  qui  anéantissent  tout  à'  fait  son  mouvement,  quel 
<p'il  puisse  être;  ou  des  obstacles  qui  n'aient  précisément 
que  la  résistance  nécessaire  pour  anéantir  le  mouvement  du 
^ps  et  qui  l'anéantissent  dans  un  instant  :  c'est  le  cas  de 
^équilibre;  ou  enfin  des  obstacles  qui  anéantissent  le  mouve- 
ment peu  à  peu  :  c'est  le  cas  du  mouvement  retardé.  Comme 
'^  obstacles  insurmontables  anéantissent  également  toutes 
^rtes  de-mouvement,  ils  ne  peuvent  servir  à  faire  connaître 
^  force;  ce  n'est  donc  que  dans  Téquilibre,  ou  dans  le  mou- 
vement retardé,  qu'on  doit  en  chercher  la  mesure.  Or  tout  le 
donde  convient  qu'il  y  a  équilibre  entre  deux  corps  quand 
^  produits  de  leurs  masses  par  leurs  vitesses  sont  égaux  de 
«rt  et  d'autre.  Donc,  dans  l'équilibre,  le  produit  de  la  masse 
ar  la  vitesse,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  quantité  de 
louvément,  peut  représenter  la  force.  Tout  le  monde  con- 
ient  aussi  que,  dans  le  mouvement  retardé,  le  nombre  des 
bstacles  vaincus  est  comme  le  carré  de  la  vitesse;  en  sorte 
u'un  corps  qui  a  fermé  un  ressort,  par  exemple,  avec  une 
3rtaine  vitesse,  pourra,  avec  une  vitesse  double,  fermer,  ou 
mt  à  la  fois,  oîi  successivement,  non  pas  deux,  mais  quatre 
^ssorts  semblables  au  premier,  neuf  avec  une  vitesse  triple, 
t  ainsi  du  reste.  D'où  les  partisans  des  forces  vives  concluent 
u6  la  force  des  corps  qui  se  meuvent  actuellement  est,  en  gé- 
éral,  comme  le  produit  de  la  masse  par  le  carré  de  la  vitesse. 
»  Soit  qu'un  corps  ait  une  simple  tendance  à  se  mouvoir 
vec  une  certaine  vitesse,  tendance  arrêtée  par  quelque  ob- 
Lacle,  soit  qu'il  se  meuve  réellement  et  uniformément  avec 
Btte  vitesse;  soit  enfin  qu'il  commence  à  se  mouvoir  avec 
3tte  même  vitesse,  laquelle  se  consume  et  s'anéantisse  peu 
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à  peu  par  quelque  cause  que  ce  puisse  être  :  dans  tous  ces  cas, 
Teffet  produit  par  le  corps  est  différent,  mais  le  corps  consi- 
déré en  lui-même  n'a  rien  de  plus  dans  un  cas  que  dans  ud 
autre;  seulement,  Faction  de  la  cause  qui  produit  l'effet  est 
différemment  appliquée.  Il  n'y  a  donc  rien  d'étonnant  à  ce  que 
cet  effet  soit  différent  suivant  les  conditions  dans  lesquelles 
on  place  le  corps  et  qu'il  soit  tantôt  proportionnel  à  la  simple 
vitesse,  tantôt  comme  le  carré  de  ce^tte  vitesse.  » 

Pour  en  revenir  aux  forces  instantanées,  quand  nous  ver- 
rons une  masse  m  se  mettre  en  mouvement  avec  une  vitesse  r, 
sous  l'action  d'une  force  agissant  pendant  un  temps  inappré- 
ciable, mais  néanmoins  fîni,  nous  dirons  que  le  produit  mv 
mesure  Y  impulsion  de  cette  force,  la  quantité  mv*  ou'jmi^  le 
travail  développé  par  cette  force.  Quant  à  h  force  elle-même, 
tout  ce  qu'on  peut  espérer  déterminer,  c'est  sa  valeur 
moyenne,  quand  on  connaît  le  temps  qu'a  duré  son  action. 

• 

§  V.  —  Théorie  des  mouvements  relatifs. 

Quand  on  connaît  la  force  qui  sollicite  un  mobile,  on  sait 
poser  les  équations  différentielles  du  mouvement  absolu  de 
ce  mobile;  et,  ce  mouvement  étant  une  fois  détermine,  on 
trouvera,  par  une  simple  transformation  de  coordonnées,  le 
mouvement  du  même  point  relativement  à  tout  sjstème 
mobile  suivant  une  loi  donnée. 

Mais  on  peut  aussi  déterminer  directement  le  mouvement 
relatif,  lequel  n'est  autre  chose,  comme  on  le  sait,  que  le 
mouvement  absolu  d'un  certain  point  fictif  dont  les  coordon- 
nées, par  rapport  à  un  système  d*axes  immobiles,  sont  les 
mêmes  que  les  coordonnées  relatives  du  point  dont  on  s'oc- 
cupe. £n  effet,  nous  connaissons  par  la  Cinématique  la  gran- 
deur et  la  direction  de  l'accélération  totale  relative  Jr;  or  il  est 
bien  évident  que  les  choses  se  passent  comme  si  le  point  fictif, 
supposé  doué  d'une  masse  m,  était  sollicité  par  une  force  mJr' 
c'est  la  force  relative,  ou  la  force  apparente,  la  force  capable 
de  produire  toutes  les  circonstances  du  mouvement  relatif.  Oa 
peut  donc  poser  immédiatement  les  équations  différentielles 
du  mouvement  relatif;  quant  à  la  détermination  des  arbitraires. 
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ille  se  fera  ensuite  sans  difficulté,  au  moyen  des  coordonnées 
(t  des  vitesses  relatives  initiales. 

Cela  poséy  l'accélération  Jr  est  la  résultante  : 

I*  De  Taccélération  J^  due  à  la  force  réelle  F; 

a'  D'une  accélération  /',  égale  et  opposée  à  l'accélération 
l*entraînement; 

3«  De  l'accélération  centrifuge  composée  /',  perpendicu- 
laire à  la  vitesse  relative  et  à  l'axe  instantané  de  la  rotation 
4'entralnement,  et  dirigée  vers  la  gauche  de  la  vitesse  relative. 

Appelons  force  d' entraînement  la  force  m/'  qu'il  faudrait 
appliquer  à  un  point  coïncidant  avec  notre  point  mobile  et 
supposé  doué  d'une  masse  m  pour  lui  communiquer  le  mou- 
vement du  point  correspondant  du  système  de  comparaison  : 
la  deuxième  composante  F'  de  la  force  apparente  est  égale  et 
Opposée  à  cette  force  d'entraînement.  C'est  la  force  d'inertie 
du  point  donné»  considéré  comme  lié  aux  axes  mobiles.  Donc  : 

THÉORfcKE.  —  On  peut  toujours  traiter  le  mouvement  relatif 
d'un  point  matériel  comme  un  mouvement  absolu^  pourvu 
qu* après  avoir  attribué  au  point  une  vitesse  initiale  convenable 
on  adjoigne^  à  la  force  qui  le  sollicite  réellement^  la  force 
d* inertie  du  point  du  système  des  axes  qui  coïncide  avec  le 
point  étudié,  et  la  force  centrifuge  composée. 

Tel  est  le  théorème  de  Coriolis. 

Je  rappelle  que  la  force  centrifuge  composée  a  pour  expres- 
sion   

Y"  —  2nîcùVrS\n(>},Vr{*), 

V,  étant  la  vitesse  relative  et  «  la  vitesse  d'entraînement.  Les 
composantes  de  celte  force  suivant  les  axes  mobiles  sont,  en 
désignant  par/>,  q,  r  les  projections  de  &>  sur  ces  mêmes  axes. 


X"  =  .m{r%-,-\ 


rfsX 


> 


(♦)  Voir  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage;  Cinématique,  p.  170. 
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Cas  particuliers  du  théorème  de  Coriolis. 

I®  La  force  centrifuge  composée  est  nulle  dans  les  trois  cas 
suivants  :  quand  la  vitesse  relative  est  nulle,  parce  que  Ton  a 
Vr=o,  c*est  le  cas  de  l'équilibre  relatif;  quand  la  direction 
de  Vaxe  instantané  se  confond  avec  celle  de  la  vitesse  relativ^^ 

parce  qu'on  a  sino),  i^r  =  o;  enfîn  quand  le  mouvement  des  ares 
est  une  simple  translation,  parce  qu'on  a  (o  =  o. 

Dans  ces  trois  hypothèses,  il  suffit  de  joindre,  à  la  force 
réelle  agissant  sur  le  point  donné,  la  force  d'inertie  de  ce 
point,  considéré  comme  lié  aux  axes  mobiles. 

2?  Quand  le  mouvement  du  système  d'entraînement  est 
une  pure  translation,  et  que,  de  plus,  cette  translation  est 
rectiligne  et  uniforme,  il  n*y  a  plus  aucune  force  à  joindre 
à  la  force  F.  Les  équations  différentielles  du  mouvement  rela- 
tif  sont  identiques  à  celles  du  mouvement  absolu,  et  les  inté- 
grales des  deux  problèmes  ont  la  même  forme. 

Seulement,  nous  savons  que  tout  n'est  pas  dit  quand  on  a 
intégré  les  équations  difTérentielles  d'un  problème  de  Méca- 
nique, il  faut  encore,  au  moyen  des  données  du  mouvement 
initial,  déterminer  les  constantes  que  l'intégration  laisse  arbi- 
traires. Or  les  grandeurs  et  les  directions  des  vitesses  initiales 
ne  sont  pas  les  mêmes  dans  le  mouvement  relatif  et  dans  le 
mouvement  absolu,  et  cette  circonstance,  en  changeant  les 
constantes  arbitraires  introduites  par  les  intégrations,  fait 
seule  que  le  mouvement  relatif  didère  du  mouvement  absola. 

3®  Si  le  mouvement  d'entraînement  se  compose  de  deux 
rotations,  la  force  centrifuge  composée  totale  est  la  résultante 
des  deux  forces  analogues  qui  seraient  introduites  par  les 
deux  rotations  composantes.  En  effet,  posons 

P^p^-^p., 
q  =  q,^q,, 

r=  n-h  r,y 


et  remplaçons  p,  q,  r,  par  ces  valeurs  dans  les  expressions  des 
composantes  de  la  force  centrifuge  composée  :  on  obtient  évi- 
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demment  pour  chacune  d'elles  la  somme  de  celles  qui  résul- 
teraient de  chacun  des  mouvements  de  rotation. 

4*  En  général,  si  le  mouvement  des  axes  mobiles  est  un 
mouvemenl  composé  de  deux  autres  mouvements  quel- 
conques, la  force  centrifuge  composée  est  la  résultante  des 
forces  apparentes  analogues  résultant  de  chacun  des  mouve- 
ments composants  en  particulier.  On  pourra  donc  déterminer 
isolément  l'effet  produit  par  chacun  de  ces  mouvements,  ou 
bien  calculer  d'un  seul  coup  l'influence  du  mouvement  com- 
posé, selon  les  cas. 

application  de  la  théorie  des  forces  apparentes,  —  Repre- 
nons le  problème  déjà  étudié  d'une  bille  M  (qUe  nous  assimi- 
lerons à  un  simple  point  matériel),  mobile  le  long  d'une  tige 
]Qi  tourne  uniformément  avec  une  vitesse  &)  [fig,  lo). 


Fig.  10. 


vY 


La  seule  force  réellement  agissante  est  la  réaction  normale 
\  la  tige  N  ;  la  théorie  ordinaire  donne  les  lois  du  mouvement 
1  point  H,  sous  l'influence  d'une  pareille  force;  et  il  résulte 
i  ces  lois  que  le  mobile  s'éloigne  de  l'axe  ou  du  centre  de 
station,  sans  qu'il  soit  besoin  de  faire  intervenir  pour  cela 
oie  force  particulière  tirant  directement  la  bille  dans  le  sens 
3  la  flèche. 

On  peut  aussi,  par  un  artiflce  commode,  appliquer  à  ce  pro- 
ème  la  théorie  des  mouvements  relatifs,  en  rapportant  le 
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mouvement  à  trois  axes  ox^  oy,  oz,  mobiles  avec  la  vitesse 
angulaire  &),  de  telle  sorte  que  le  point  M,  dans  son  mouve- 
ment relatif,  reste  constamment  sur  Taxe  des  x.  Pour  trouver 
la  loi  de  son  mouvement  sur  cette  droite,  il  faudra  joindre  à  la 
force  N  les  deux  forces  fictives  que  l'on  connaît. 

Or  la  force  N,  ainsi  que  la  force  centrifuge  composée, 
étant  constamment  normale  à  la  trajectoire  oblique*  ces  deux 
forces  ne  peuvent  produire  que  des  pressions  sur  la  tige;  et 
l'accélération  du  mobile  se  présente  comme  produite  unique- 
ment par  la  force  centrifuge,  de  sorte  que  l'on  a 


d'x 
dl 


-j—  —  w' x. 


équation  facile  à  intégrer.  On  ne  saurait  donc  trop  répéter  que 
c'est  uniquement  en  vue  d*un  artifice  commode  et  par  une 
Action,  très-licite  du  moment  qu'elle  n'est  pas  déguisée, 
qu'on  peut  ainsi  considérer  la  force  centrifuge  comme  contri- 
buant au  mouvement  du  point  et  non  pas  seulement  comme 
une  réaction  de  ce  point  matériel  contre  les  obstacles  génanl 
son  mouvement. 

Extension  des  théorèmes  généraux  de  la  Dynamique 
au  cas  des  mouvements  relatifs. 

Il  est  parfaitement  évident  qu'on  peut  appliquer  aux  mou- 
vements relatifs  tous  les  théorèmes  généraux  de  la  Dynamique, 
pourvu  qu'on  ait  soin  de  tenir  compte  des  forces  fictives  qui 
permettent  d'assimiler  un  mouvement  relatif  à  un  mouvement 
absolu. 

Nous  ferons  seulement  ici  la  remarque  que,  pour  établir 
l'équation  des  forces  vives,  il  n'y  a  pas  à  s'inquiéter  de  la 
force  centrifuge  composée,  dont  le  travail  est  nul,  puisque 
cette  force  est  constamment  normale  à  la  trajectoire  relative. 

Mouvement  des  corps  près  de  la  surface  de  la  Terre. 

Ainsi  que  nous  l'avons  fait  en  Cinématique,  prenons  pour 
axe  des  z  la  verticale  du  lieu  dirigée  de  bas  en  haut;  pour  axe 
des  JT,  la  partie  nord  de  la  tangente  à  la  méridienne,  enfin 
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pour  axe  des  7*,  la  partie  est  de  la  perpendiculaire.  Désignons 

par  A  la  colatitude  du  lieu,  par  n  la  rotation  de  la  Terre^  prise 

positivement,  soit 

n  =z  0,0000729. 

Force  centrifuge  composée.  —  Nous  avons  obtenu  pour  les 
composantes  de  la  force  centrifuge  composée 

X"  =■-  imn  cosX  -7-» 

at 

(1)  /  Y"  =  2m/i  (cosX -^  — sinX -^  jï 

dy 
Z"  =z  2mn  sinX  -7-- 

at 

Force  d* inertie.  —  Si  nous  négligeons  pour  le  moment  la 
translation  de  la  Terre  autour  du  Soleil,  la  force  opposée  à  la 
force  d*entratnement  se  réduit  à  la  force  centrifuge  égale  à 
mn^p,  en  désignant  par  p  la  distance  du  point  mobile  à  l'axe 
du  monde.  Les  composantes  de  cette  force  seront 

X'  —  —  mn^p  cosl, 

Y'  :--.  G, 

Z'  ---  mn'^p  sinA, 

ou,  en  supposant  la  Terre  sphérique,  désignant  par  R  le  rayon 
de  réquateur  et  négligeant  les  variations  de  distance  du  point 
mobile  au  centre  de  la  Terre, 

X'  =  —  m/i'RsinAcosi, 

(2)  .       {Y'::-0, 

Z'  =  mn^Rsïn'h 

Le  maximum  de  cette  force  correspond  à  Téquateur,  où 
elle  a  pour  valeur  mn'R;  {/i*R=:o™,o33852). 

Équilibre  des  corps  à  la  surface  de  la  Terre.  —  Les  corps 
que  nous  sommes  accoutumés  à  regarder  comme  étant  en 
équilibre  participent  en  réalité  au  mouvement  de  la  Terre,  et 
il  faudra,  pour  tenir  compte  de  cette  circonstance,  introduire 
la  force  centrifuge  dans  les  équations  ordinaires  de  l'équilibre, 
IIL  4 
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en  même  temps  que  toutes  les  forces  réelles.  Quant  à  la  force 
centrifuge  composée,  elle  ne  joue  aucun  rôle,  ainsi  que  nous 
l'avons  dit,  dans  le  cas  de  l'équilibre  relatif. 

Or,  parmi  les  forces  réelles  figure  toujours  celle  qui,  sous 
le  nom  de  pesanteur  ou  gravité^  sollicite  tous  les  corps  qui 
nous  environnent.  Cherchons  d'abord  à  nous  faire  une  idée 
nette  de  cette  force,  dont  le  rôle  est  si  important. 

Définition  de  la  pesanteur.  —  On  se  rappelle  que,  dans  les 
applications  de  la  Statique,  nous  avons  appelé  pesanteur  ou 
gravité  la  force,  dont  les  effets  nous  sont  bien  familiers,  en 
vertu  de  laquelle  les  corps  tendent  à  tomber  à  la  surface  de  la 
Terre  :  de  sorte  que  le  poids  d'un  corps  est,  par  définition, 
une  force  égale  et  opposée  à  la  réaction  du  Gl  ou  de  l'appui 
qui  l'empêche  de  tomber. 

En  faisant  alors  une  élude  expérimentale  assez  grossière  de 
cette  force,  c'est-à-dire  en  observant  ses  effets  les  plus  mar- 
qués, sans  nous  préoccuper  des  causes  de  ces  phénomènes, 
nous  avons  annoncé  une  théorie  ultérieure  plus  minutieuse; 
le  moment  est  venu  de  tenir  notre  promesse. 

Considérons  d'abord  un  corps  en  équilibre  relatif,  reposant 
sur  un  support  ou  sur  le  sol,  et  réduit  par  la  pensée  à  un 
simple  point  matériel.  Les  forces  qui  agissent  réellement  sur 
lui  sont  : 

i^  L'attraction  qu'il  éprouve  de  la  part  delà  Terre,  en  vertu 
du  principe  de  la  gravitation  universelle,  cause  principale  des 
phénomènes  que  présentent  les  corps  pesants; 

2?  La  pression  qui  est  exercée  sur  lui  de  bas  en  haut  par  le 
support. 

Ces  deux  forces  réelles  et  la  force  centrifuge  se  faisant  équi- 
libre, la  réaction  du  support  est  égale  et  directement  opposée 
à  la  résultante  de  la  force  centrifuge  et  de  l'attraction  terrestre. 
Cette  résultante  n'est  donc  autre  chose  que  ce  que  nous  nom- 
mons le  poids  du  corps. 

Ainsi  on  ne  doit  pas  confondre  le  poids  d*un  corps  avec 
l'attraction  que  ce  corps  éprouve  de  la  part  de  la  Terre;  le 
poids  s'obtient  en  composant  cette  attraction  avec  la  force 
centrifuge  due  à  la  rotation  de  la  Terre. 

De  la  verticale.  —  Les  mêmes  considérations  s'appliquent 
à  l'équilibre  d'un  corps  suspendu  à  l'extrémité  ioférieure 
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un  fil  dont  rexlrémilé  supérieure  est  fixe.  La  direction  dujil 
piomb,  c'est-à-dire  ce  qu'on  nomme  la  verticale,  est  prcci- 
ment  la  direction  de  cette  résultante  de  l'attraction  de  la 
trre  et  de  la  force  centrifuge. 

La  force  centrifuge  est  dirigée  suivant  le  prolongement  Md 
t  rayon  du  cercle  que  le  corps  décrit  autour  de  l'axe  du 
onde,  en  vertu  de  la  rolaiîon  de  la  Terre  (Jig.  ii);  elle  fait 


lonc  en  général  un  angle  Ci  M  A  plus  ou  moins  grand  avec 
'attraction  de  la  Terre  sur  le  corps.  Par  suite»  la  résultante  a 
[énéralement  une  direction  MP  différente  de  celle  des  com- 
losantesy  variable  d'ailleurs  suivant  le  lieu. 

La  composante  II  étant  toujours  positive,  le  poids  est  tou- 
Durs  plus  petit  que  ce  qu'il  serait  sans  Tintervention  de  la 
orce  centrifuge.  Or  cette  force,  dans  le  cas  d'un  point  situé  à 
'équateur,  atteint  sa  valeur  maxima;  elle  se  retranche  direc- 
ement  de  l'attraction  terrestre.  Nous  avons  trouvé 

/l*  R  =  0",033852  =1  —j-  fr  —  ; fr, 

289*^       (i7)«« 

La  force  centrifuge  n'est  qu'une  assez  petite  fraction  du 
»oîds  du  corps;  mais,  si  la  Terre  tournait  seulement  dix*sept 
bis  plus  vite,  son  attraction  serait  complètement  équilibrée 
lar  la  force  centrifuge,  et  la  pesanteur  serait  nulle  à  l'équateur. 

La  force  centrifuge  décroît  proportionnellement  au  cosinus 
le  la  latitude,  et  cet  effet  se  combine  avec  celui  de  l'aplatisse- 
nent  de  la  Terre,  pour  produire  la  variation  de  la  pesanteur 
ibservée  vers  la  fin  du  siècle  dernier. 

4. 
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Galilée  avait  certainement  l'idée  de  la  force  centrifuge,  et, 
dans  un  de  ses  dialogues  (*),  il  explique  clairement  que  la 
rolation  de  la  Terre  ferait  prendre  aux  corps  une  vitesse  ver- 
ticale apparcnlc  dirigée  de  bas  en  haut,  s'ils  n'étaient  retenus 
par  la  pesanteur.  Mais  il  se  trompe  en  ajoutant  que  la  pesan- 
teur, quelque  petite  qu'on  la  supposât,  suffirait  pour  empêcher 
un  pareil  mouvement. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici  en  introduisant  la  coa- 
sidération  des  forces  fictives  pouvait  s'établir  également  bien 
par  les  procédés  ordinaires  de  la  Dynamique.  Considérons  en 
effet  un  corps  en  repos  relatif,  sur  un  appui  fixe.  Ce  corps 
n'esl  soumis  qu'à  deux  forces  :  l'attraction  de  la  Terre  et  la 
réaction  de  l'appui;  seulement,  bien  qu'il  nous  paraisse  en 
repos,  il  décrit  en  réalité  d'un  mouvement  uniforme  un  cercle 
de  rayon  p;  donc,  les  forces  qui  le  sollicitent,  c'est-à-dire  l'ai- 
traclion  de  la  Terre  et  la  réaction  de  l'appui,  doivent  se  ré- 
duire à  une  force  centripète  égale  à  mn^p.  Donc,  le  poids,  qui 
est  directement  opposé  à  la  réaction  de  l'appui,  est  la  résul*     i 
tante  de  faction  de  la  Terre  et  d'une  force  fictive  égale  et  op- 
posée à  la  force  centripète  :  c'çst  la  force  centrifuge.  Nous 
arrivons  donc  au  même  résultat,  et  nous  justifions  ainsi  l'em- 
ploi de  cette  fiction,  qui  d'ailleurs,  après  les  explications  qui 
ont  été  données,  ne  peut  pas  induire  en  erreur. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  les  applications,  nous  n'avons  pis 
à  nous  inquiéter  de  tenir  compte  séparément  de  l'attraction 
terrestre  et  de  la  force  centrifuge.  La  pesanteur^  telle  que 
nous  l'avons  définie  et  telle  qu'on  la  définit  ordinairement, 
comprend  ces  deux  forces  ensemble,  de  sorte  qu'on  doit 
poser,  dans  les  questions  d'équilibre  et  de  mouvement  des 
corps  pesants, 

r    X  -+-  X'  =r  O, 

(3)  Y-f-Y'=:o, 

(  Z  -h  Z'  —  —  mg. 

Il  est  bien  essentiel  de  remarquer  qu'au  point  de  vue  auquel 


(*)  ^oyez  Dialogo  sopra  le  due  massimi  si  s  terni  M  mundo,  p.  i85  et  hût. 
do  Tédition  de  Florence,  17  lo. 
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nous  sommes  actuellement,  quand  on  se  déplace  à  la  sur- 
lace de  la  Terre  ou  qu'on  s'élève  au-dessus,  la  direction  de 
la  verticale  et  la  grandeur  de  la  pesanteur  varient  en  raison 
de  k  variation  de  l'attraction  et  de  celle  de  la  force  cenlrî- 
fage.  Quand  on  suppose,  pour  un  point  situé  à  une  distancé  Sp 
de  la  Terre,  que  la  pesanteur  est  constante,  on  néglige  le  pro- 
duit de  n' dp. 
La  quantité  n'  ayant  d'ailleurs  la  valeur  fort  petite 

n^  --  o,oooooooo53, 

le  produit  de  n*  par  une  quantité  de  l'ordre  de  celles  qu'on 
rencontre  dans  les  problèmes  terrestres  est  une  quantité  tou- 
jours assez  petite  ;  j'ai  fait  cette  remarque  afm  qu'on  soit  bien 
convaincu  qu'il  serait  oiseux  de  vouloir  conserver  dans  les 
calculs  les  termes  affectés  du  facteur  /i%  au  moins  toutes  les 
fois  qu'on  regarde  la  pesanteur  comme  constante. 

Effets  de  la  force  centrifuge  composée.  —  Si  nous  considé- 
ras maintenant  un  corps  en  mouvement  à  la  surface  de  la 
!*erre,  il  faudra  joindre  à  la  force  complexe  que  nous  nom- 
mions pesanteur  une  nouvelle  force  âïie  centrifuge  composée^ 
ont  l'importance  croît  en  raison  de  la  vitesse  relative  du 
orps. 

Chute  des  corps  dans  le  vide.  —  Examinons  ce  qui  va  ré- 
jlter  de  l'action  apparente  de  celle  nouvelle  force,  sur  un 
)rps  qu'on  laisse  tomber  à  la  surface  de  la  Terre,  sans  lui 
>Dner  de  vitesse  initiale.  La  grandeur  de  la  force  centrifuge 
>mposée  étant  proportionnelle  à  la  vitesse  relative  du  mo- 
lle, on  voit  qu'elle  est  nulle  au  départ  de  ce  mobile  et 
l'elle  prend  ensuite  une  valeur  de  plus  en  plus  grande,  à 
esure  que  la  vitesse  relative  croît.  Au  commencement,  le 
ouvement  semble  donc  produit  par  la  résullanie  de  l'allrac- 
on  de  la  Terre  sur  le  corps  et  de  la  force  centrifuge  due  à  la 
^talion  du  globe  :  c'est  la  force  que  nous  désignons  sous 

nom  de  poids  du  corps,  et  dont  la  direction  est  indiquée 
ir  le  fil  à  plomb,  qui  se  manifeste  seule  dans  les  circon- 
ances  que  présente  le  mouvement  à  son  origine.  D'après 
ila,  le  corps  commence  à  tomber  suivant  la  verticale  de  son 
)înt  de  départ,  et  l'accélération  g  qu'il  teçoit  tout  d'abord 
ms'sa  chute  apparente  est  celle  qu'une  force  égale  à  son 
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poids  lui  communiquerait.  Ainsi,  le  poids  P  est  lié  à  Taccélé 
ration  g  de  son  inouvement  apparent,  par  la  relation 

f  =  mg. 

Cette  relation  avait  été  établie  tout  d'abord  dans  l'hypothèse  d^ 
l'immobilité  de  la  Terre.  Il  était  nécessaire  de  montrer  qu'elle 
est  encore  vraie  lorsqu'on  rentre  dans  la  réalité,  quoique  P 
ne  soit  pas  la  force  qui  agit  réellement  sur  le  corps,  et  que^ 
ne  soit  pas  l'accélération  de  son  mouvement  absolu.  Mais  il 
faut  observer  que,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  on  doit  prendre 
pour  g  l'accélération  qui  se  présente  dans  les  premiers  In- 
stants de  la  chute  apparente  du  corps. 

Lorsque  le  corps  qui  tombe  est  déjà  en  mouvement,  la  force 
centrifuge  composée  n'est  plus  nulle  :  elle  dérange  le  corps 
de  la  verticale  suivant  laquelle  il  a  commencé  à  se  mouTOir. 
Pour  nous  rendre  compte  de  reflet  qu'elle  produit  et  que  l'on 
a  pu  constater  par  l'expérience,  malgré  sa  petitesse,  nous  dé- 
terminerons la  grandeur  et  la  direction  de  cette  force  centri- 
fuge composée,  comme  si  le  mouvement  apparent  du  corps 
était  rigoureusement  un  mouvement  rectiligne  et  uniformé- 
ment accéléré  s'effecluant  suivant  la  verticale  menée  par  son 
point  de  départ. 

On  devra  alors,  dans  les  expressions  de  X",  Y*,  Z"^  suppri- 

,  .         .  ,  dx       dr 

mer  les  termes  qui  contiennent  en  facteur  7/7  et  -->  et  rem- 

dz 
placer  approximativement  -t-  par  —  gt.  Y"  prend  ainsi  la  va- 
leur positive 

Y"  ■—  2miisinX.g/, 

ce  qui  indique  une  déviation  de  la  méridienne,  dans  la  direc- 
tion de  l'orient. 

Pour  calculer  cette  déviation,  il  n'y  a  qu'à  intégrer  deui 
fois  l'équation  de   la  projection  du  mouvement   sur  l'axe 

des  y  : 

d^  V 

■^  ^^nsml.gt, 

ce  qui  donne,  en  déterminant  convenablement  les  arbitraires, 


(4) 


r  =  !-/isin>.fi^/*. 
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Cette  équation^  réunie  à  l'équation 
(5)  z=.z,--ign, 

fournit  une  deuxième  approximation  des  lois  de  la  chute  des 
graves. 
En  désignant  par  A  la  hauteur  de  chute,  on  a 

tirant  la  valeur  de  /  pour  la  substituer  dans  l'équation  (4)>  on 
trouve  l'expression  de  la  déviation  orientale  en  fonction  de  la 
hauteur  de  chute 

Appliquons  cette  formule  à  une  expérience  faite  par  M.  Reich 
<lans  l'un  des  puits  des  mines  de  Freyberg.  L'observation  a 
donné  une  déviation  de  o™,o283,  pour  une  hauteur  de  chute 
de  i58™,5o,  à  la  latitude  de  89  degrés.  La  formule  précédente 
donnerait 

La  vérification  est  donc  aussi  satisfaisante  qu'on  peut  le  dé- 
sirer. 
On  peut  pousser  plus  loin  l'approximation,  en  remplaçant, 

dans  l'expressionJe  X",  ~-  par  sa  valeur  approchée  nsinX.g'/'. 

On  a  ainsi  la  troisième  équation  du  mouvement  : 

-TY  ~  —  2;i'smAcosA.g'/=, 

qui  devient,  par  une  double  intégration, 

.   ^       ^       .           ,  7i'sin>cosX - 
(7)       j:  =  —  i/i^smAcosX.g/*  =  —  \ A'. 

Le  calcul  indique  donc  une  déviation  vers  le  sud.  Seule- 
ment cette  nouvelle  déviation  est  trop  petite  pour  qu'il  soit 
possible  de  la  constater  expérimentalement.  Avec  les  données 
de  l'expérience  citée  plus  haut,  on  trouverait  environ  un  deux- 
centième  de  millimètre. 
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Mouvement  des  projectiles  dans  le  vide.  —  Si  Ton  consi- 
dère, au  contraire,  un  projectile  lancé  avec  une  certaine  vi- 
tesse initiale,  la  force  centrifuge  composée  a  tout  de  suite  une 
valeur  notable,  et  les  effets  ont  une  importance  bien  autre- 
ment grande,  au  moins  au  point  de  vue  théorique. 

Ainsi  Laplace,  dans  sa  Mécanique  céleste,  donne  le  résultat 
suivant.  Si  l'on  suppose  une  bombe,  dirigée  verticalement  de 
bas  en  haut,  avec  une  vitesse  de  5oo  mètres  par  seconde,  en 
négligeant  toutes  les  influences  perturbatrices  autres  que 
celles  de  la  rotation  de  la  Terre,  il  y  aura  une  déviation  occi- 
dentale Ae  i28",9. 

Mouvement  du  pendule  simple.. —  Un  des  effets  les  plus 
curieux  de  la  force  centrifuge  composée  est  celui  qu'elle  pro- 
duit sur  les  oscillations  d'un  pendule  simple,  effet  qui  a  été 
mis  en  évidence  par  les  expériences  de  M.  Foucault. 

Poisson  avait  annoncé,  dans  son  Mémoire  de  1826,  que  des 
oscillations  du  pendule  sont  indépendantes  de  la  rotation 
diurne  de  la  Terre,  et  les  mêmes  dans  tous  les  azimuts  autour 
delà  verticale,  ce  qu'il  était  bon  de  faire  voir, ajoule-i-il,vule 
degré  de  précision  que  l'on  apporte  maintenant  dans  les  me- 
sures du  pendule  à  secondes  en  différents  lieux  de  la  Terre.  1 
(Journal  de  l'École  Polytechnique  y  Cahier  XVII.) 

M.  Foucault  a  démontré,  par  des  expériences  faciles,  fré- 
quemment renouvelées  depuis,  que  les  oscillations  du  pen- 
dule qu'on  écarte  de  sa  position  d'équilibre,  et  qu'on  aban- 
donne ensuite  à  lui-même  sans  vitesse  initiale,  ne  s'exécutent 
pas  dans  un  plan  fixe  par  rapport  à  la  Terre. 

La  question  générale  du  mouvement  du  pendule  est  très- 
difficile  à  traiter.  Pour  essayer  de  nous  en  faire  une  idée,  dé- 
composons la  rotation  de  la  Terre  en  deux,  dont  l'une  ait  pour 
axe  la  verticale  du  lieu,  l'autre  une  perpendiculaire,  et  propo- 
sons-nous de  déterminer  séparément  l'effet  de  ces  deux  rota- 
tions. Or,  relativement  à  la  première,  le  pendule  se  trouve 
situé  au  pôle;  il  est  à  l'équateur  pour  la  deuxième. 
Occu  pons-nous  seulement  du  premier  cas,  c'est-à-dire  con- 
sidérons le  pendule  au  pôle.  Il  est  facile  de  voir  que.  même 
dans  ce  cas  simple,  et  contrairement  à  une  opinion  répandue, 
on  ne  peut  pas  toujours  considérer  les  oscillations  comme  s'ef- 
fectuant  dans  un  plan  tournant  en  sens  inverse  de  la  Terre. 


tt: 
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On  a  alors 

1  — :  O. 

Désignons  toujours  par  6  Tangle  d'écart  du  pendule,  et  par  ^ 

Fiç.  13. 


'^  longitude  comptée  à  partir  d'un  plan  fixe  arbitraire  {Jig.12). 
On  a 

A    r:^    —  2  m/l  -ï-î 

(Il 

Z"  -..  O. 

Supposons  d'abord  qu'après  avoir  écarté  le  pendule  de  la 
verticale  on  l'abandonne  à  lui-même  sans  vitesse  initiale  ap* 
parente. 

Supposons  la  pesanteur  constante;  désignons  par  /  la  lon- 
gueur du  pendule,  et  conduisons  les  opérations  comme  dans 
le  calcul  de  la  page  35,  en  ayant  égard  à  la  force  centrifuge 
composée.  Nous  ferons  seulement,  au  lieu  de  z  - .  /  cos6, 

z  ~  —  /cosO, 

afin  que  l'angle  Q  désigne,  selon  l'usage,  l'écartement  du  pen- 
dule de  la  verticale. 

Cela  posé,  l'intégrale  des  forces  vives  n'éprouve  aucune 
modification  par  l'introduction  de  la  force  centrifuge  compo 
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sée,  et  nous  écrivons  l'intégrale 

puisque  d'  et  ^'  sont  pris  nuls  à  l'origine  du  mouvement. 

Quant  à  l'équation  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment et  des  forces  autour  de  la  verticale 

dt  -^ 

m 

elle  devient,  eu  égard  aux  valeurs  de  X*'  et  Y", 

d.ml^sin'O  -^  —  d.mnix^-^y^)  --  d.mnl^sWO, 
ou 

(2)  d.sWe(jl^^-n\^o. 

Intégrant  entre  les  limites,  il  vient 

(3)  sln'O  (^  -n)  ^--  —  nsin'6,. 

Les  équations  (i)  et  (3)  résolvent  le  problème  que  nous 
nous  élions  proposé  de  traiter. 
On  tire  de  la  dernière  de  ces  équations 


dt  ~ 


(       sin'0.\ 


et  l'on  voit  qu'il  n'est  pas  exact  de  dire  que  le  plan  vertical 
qui  contient  le  pendule  soit  animé  d'un  mouvement  égal  el 
contraire  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  du  moins 
quand  il  s'agit  d'un  pendule  abandonné  à  lui-même  sans  vi- 

d^ 
tesse  initiale.  La  rotation  effective  -r^  dépend  de  l'angle  d'é- 
cart variable  0. 

On  peut  d'ailleurs  remarquer  que  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (  2  )  est 


s,„.0(§-„)=C. 
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Si  donc  on  a>  à  l'instant  initial ^ 

ei,  par  conséquent, 

C  =  o, 

noire  intégrale  deviendra 

di, 

cty  par  suite,  les  oscillations  du  pendule  s'accompliront  bien 
dans  un  plan  animé  d'une  vitesse  positive  égale  en  valeur 
«bsolue  à  la  rotation  de  la  Terre  si  l'expérience  a  lieu  au 
P^Ie,  ou  au  produit  de  cette  rotation  par  le  sinus  de  la  lati- 
*wcle  si  l'on  se  trouve  en  un  point  quelconque  du  globe  ter- 
restre {*). 

Quant  aux  circonstances  du  mouvement,  elles  ne  seront  pas 
^es  mêmes  que  celles  du  mouvement  ordinaire,  parce  qu'il 

f  '  d'If 

'^udra,  dans  l'équation  (i),  remplacer  -^  par  n  et  avoir  égard 

*  ce  qu'on  ne  suppose  plus  nulle  la  vitesse  initiale  ;  on  trouve 
^insi 


( 


dB\-      2  c 

-T-)   =-^(cos0  —  cos9.)-4-n-(cos'0--cos*eo) 

=  (cos6)  —  cos9o)    ~-^  n^icosO  -hcos^,)    • 

Le  temps  d'une  petite  oscillation  n'est  pas  altéré  d'une 
manière  sensible,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par  le 
calcul. 

Il  faudrait  encore,  pour  compléter  la  théorie  du  pendule, 
examiner  l'effet  de  la  deuxième  composante  de  la  rotation  ter- 
restre, relativement  à  laquelle  le  pendule  doit  être  considéré 
comme  situé  à  l'équateur.  Nous  ferons  seulement  remarquer 
que  l'influence  de  la  force  centrifuge  composée  doit  nécessai- 


(")  Ce  calcul  très-simple,  qui  suffit  pour  l'objet  de  cet  Oufrage,  est  tiré  d'un 
Mémoire  lu  par  le  général  Poncelet  à  rAcadémie  des  Sciences  en  septembre  i8Qgk» 
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rement  se  bomtr  à  la  production  de  perturbations  périodiques 
dans  le  mouvement  de  rotation  dû  à  la  composante  verticale* 
En  effet,  la  force  centrifuge  composée  agit  dans  un  siens  diffé- 
remt,  selon  que  le  mobile  se  trouve  d'un  côté  ou  de  l'autre  de 
réquateur  :  les  termes  qu'elle  introduit  changent  donc  péri(H* 
dîquement  de  signe  à  la  fin  de  chaque  demi-oscillation  simple. 

Influence  de  la  translation  de  la  Terre.  —  Dans  tout  ce  que 
nous  venons  de  dire,  nous  avons  négligé  le  mouvement  de  la 
translation  de  la  Terre  autour  du  Soleil.  Il  résulte  de  ce  mou- 
vement une  nouvelle  force  fictive,  égale  et  contraire  à  la  force 
d* entraînement,  c'est-à-dire  une  force  égale  et  contraire  i 
celle  qui  donnerait  au  mobile  supposé  libre  un  mouvement 
précisément  égal  à  celui  du  centre  de  la  Terre.  Mais,  en  même 
temps  qu'on  tient  compte  du  mouvement  de  la  Terre  autour 
du  Soleil,  on  doit  se  préoccuper  également  de  l'attraction  que 
le  Soleil  exerce  sur  le  corps  dont  on  veut  étudier  le  mouve- 
ment par  rapport  à  la  Terre. 

Ces  deux  nouvelles  forces  sont  à  peu  près  égales  cl  con- 
traires l'une  à  l'autre,  à  cause  de  la  petitesse  du  rayon  de  la 
Terre  relativement  à  la  dislance  de  la  Terre  au  Soleil  ;  leur  ré- 
sultante, qui  est  extrêmement  petite,  change  de  grandqur  et 
de  direction  d'une  heure  à  l'autre  dans  la  journée,  par  suite  du 
changement  de  position  du  corps  par  rapport  au  Soleil.  Elle 
doit  donc  être  regardée  comme  une  force  perturbatrice  qui  dé- 
termine une  variation  périodique,  tant  dans  la  grandeur  du 
poids  du  corps  que  dans  la  direction  du  fil  à  plomb  ou  de  la 
verticale.  Ce  changement  périodique  de  la  position  du  fil  à 
plomb  pourra  difficilement  s'observer  directement,  parce  qu'il 
est  trop  faible,  mais  il  devient  sensible  par  les  oscillations  de 
la  surface  de  la  mer,  qui  en  sont  la  conséquence  naturelle. 

Enfin  la  Lune  concourt  aussi  pour  sa  part  à  produire  les 
effets  de  la  force  complexe  de  la  pesanteur  (*). 

La  résultante  de  l'attraction  de  la  Lune  sur  un  corps  terrestre 
et  d'une  force  capable  de  communiquer  à  ce  corps  une  accé- 
lération égale  et  contraire  à  celle  que  la  Lune  donne  au  centre 


(*)  Cette  analyse,  aussi  claire  que  complète,  des  forces  qui  influent  à  des 
degrés  divers  sur  les  mouvements  des  corps  à  la  surface  de  la  Terre,  est  extraite 
du  Traité  de  Mécanique  rationnelle  de  M.  Dclaunay. 
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h  Terre  constitue  une  nouvelle  force  perturbatrice  qui  se 
nbine  avec  la  précédente  pour  produire  le  changement  pé- 
dique  de  direction  de  la  verticale,  auquel  est  dû  le  phéno- 
ine  des  marées.  Cette  dernière  force  perturbatrice  est  même 
is  grande  que  la  première,  parce  que  la  Lune  est  beaucoup 
is  rapprochée  de  la  Terre  que  le  Soleil,  et  c'est  pour  cela 
e  le  phénomène  des  marées  se  règle  surtout  sur  le  mouve- 
int  apparent  de  la  Lune,  et  non  sur  celui  du  Soleil. 
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CHAPITRE  IL 

MOUVEMENT  DES  SYSTÈMES  MATÉRIELS  QUELCONQUES. 


§  VI.  —  Principe  ou  théorème  de  b'Alembert. 

Par  les  règles  expliquées  dans  le  Chapitre  qui  précèdei  on 
peut  déterminer  les  lois  du  mouvement  d'un  corps  sollicité 
par  des  forces  quelconques,  libre  ou  gêné  par  des  obstacles 
fixes,  pourvu  que  ce  corps  puisse  être  géométriquement  re- 
gardé comme  un  point,  c'est-à-dire  pourvu  qu'il  n'y  aitpasàse 
préoccuper  des  mouvements  relatifs  de  ses  diverses  parties. 

Mais  lorsqu'un  certain  nombre  de  corps  pareils  {points  mor 
tériels)  sont  joints  et  liés  ensemble  de  manière  qu'ijs  ne  puis- 
sent obéir  librement  aux  forces  qui  les  sollicitent  directement, 
ces  corps  exercent  nécessairement  les  uns  sur  les  autres  des 
efforts  inconnus,  tensions  ou  pressions,  que  nous  confondons 
sous  le  nom  de  forces  intérieures.  Or,  ces  forces  influent  sur 
le  mouvement  produit,  au  même  titre  et  suivant  les  mêmes  lois 
que  les  forces  extérieures,  et  réciproquement  elles  dépendent 
du  mouvement  qu'elles  modifient. 

La  détermination  du  mouvement  d'un  corps  de  dimensions 
finies,  même  quand  on  peut  assimiler  ce  corps  à  un  solide  in- 
variable, est  donc  d'un  ordre  tout  différent  que  celle  du  mou- 
vement d'un  point  soumis  à  des  forces  connues;  et  il  y  avait 
là  pour  la  Mécanique,  après  la  découverte  de  Galilée,  un  pas 
nouveau  à  faire,  un  important  desideratum  à  combler. 

Le  premier  problème  de  ce  genre  dont  il  soit  fait  mention 
est  celui  du  centre  ^d'oscillation.  D'après  les  lettres  de  Des- 
cartes, le  P.  Mersenne  avait  proposé  aux  géomètres  de  déter- 
miner la  grandeur  que  doit  avoir  un  corps  de  figure  quelconque, 
pour  qu'étant  suspendu  par  un  point  il  fasse  ses  oscillations 
dans  le  même  temps  qu'un  fil  de  longueur  donnée,  chargé  d'un 
seul  poids  à  son  extrémité  {pendule  simple). 
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lous  ne  nous  arrêterons  pas  à  parler  des  autres  problèmes 
Dynamique,  qui  ont  exercé,  après  celui  du  centre  d'oscil- 
on,  la  sagacité  des  géomètres  des  deux  derniers  siècles, 
Qt  que  Tan  de  traiter  ces  problèmes  fût  réduit  à  des  règles 

our  résoudre  ces  questions,  que  Bernoulli,  Clairaut,  Eu- 
se  proposaient  entre  eux,  on  faisait  usage  de  divers  prin- 
»,  parmi  lesquels  se  distingue  surtout  celui  des  forces 
%  dû  à  Huygens.  Ce  principe  si  simple  et  si  général  a  en 
ne  temps  un  caractère  d'individualité  séduisant,  car  il  a  été 
ivé  dès  le  début  par  son  inventeur,  et  nous  l'avons  exposé 
s  cet  Ouvrage  avant  d'avoir  fait  la  Dynamique  proprement 
;  mais  il  a  l'inconvénient  de  ne  donner  qu'une  seule  équa- 
i.  Il  suffit,  nous  l'avons  vu,  pour  la  solution  des  questions 
Douvement  dans  le  cas  des  systèmes  à  liaison  complète, 
l-à-dire  de  la  presque  totalité  des  machines.  Dans  le  cas  gé- 
J,  son  utilité  est  beaucoup  restreinte.  Nous  avons  vu  d'ail- 
s  que  l'équation  unique  fournie  par  le  principe  des  forces 
s  a  une  grande  importance  au  point  de  vue  pratique,  puis- 
Ile  fait  connaître  le  travail  développé  par  les  forces,  indé- 
lamment  des  circonstances  accessoires  du  mouvement. 
5  Traité  de  Dynamique  de  d'Alembert,  qui  parut  en  1743, 
Bn  àrces  espèces  de  défls,  en  offrant  une  méthode  directe 
^nérale  pour  résoudre,  ou  du  moins  pour  mettre  en  équa- 
tous  les  problèmes  de  Dynamique  que  l'on  peut  imaginer. 
e  méthode  réduit  toutes  les  lois  du  mouvement  des  corps 
[les  de  leur  équilibre,  et  ramène  ainsi  la  Dynamique  à  la 
que.  Le  principe  de  d'Alembert  (*)  ae  fournit  pas  immé- 
binent  les  équations  nécessaires  pour  la  solution  des  pro- 
ies de  Dynamique,  mais  il  apprend  à  les  déduire  des  con- 
»ns  de  l'équilibre. 

r  Lagrange  a  réduit  toute  la  Statique  à  une  formule  gêné- 
qui  donne  les  lois  de  l'équilibre  de  tous  les  systèmes  de 


I  n  ert  inntile  de  répéter  que  nous  n'aYons  paB  ici  de  noureau  principe 
«ment  dit.  Le  principe  de  d'Alembert  est  pour  nous  un  théorème  comme 
des  Titeeseï  Tirtuelles  ;  cependant  on  applique  malgré  soi  le  nom  de  prin^ 
h  eee  propositions  si  capitales,  qu'on  ne  peut  se  r^ondre  à  les  confondre 
me  appellation  unique  avec  tous  les  théorèmes  particiiliers. 
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corp?  lires  par  lanl  de  forces  qu'on  voudra.  On  pourra  doiL 
aussi  réduire  à  une  formule  générale  toute  la  Dynamique 
ainsi  que  nous  allons  le  voir. 

Considérons  chaque  point  m  de  notre  système  matérL^ 
comme  soumis  à  l'action  de  la  force  extérieure,  qui  lui  ^^ 
directement  appliquée,  et  de  la  force  intérieure,  qui  résulti 
des  actions  exercées  sur  lui  par  les  autres  points  du  système; 
on  pourra  regarder  ce  point  comme  isolé  et  lui  appliquer  b 
théorie  du  mouvement  d'un  point  libre.  L'accélération  ioule 
du  mouvement  du  point  m  a  la  même  direction  que  la  résul- 
tante des  forces  qui  agissent  sur  lui,  et  la  grandeur  de  cette 
accélération  est  telle,  qu'en  la  multipliant  par  la  masse  du  point, 
on  obtient  un  produit  égal  à  la  résultante  dont  il  vient  d'être 
question. 

Or,  si  l'on  se  reporte  à  la  défmition  de  la  force  d'inertie  d'un 
point,  on  volt  que,  si  Ton  ajoutait  la  force  d'Inertie  du  point  m 
aux  forces  de  toute  nature  qui  lui  sont  appliquées,  ce  point  se 
trouverait  en  équilibre,  puisque  la  force  d'inertre,  que  I'od 
joint  aux  forces  réelles,  est  égale  et  directement  opposée  à  h 
résultante  de  ces  forces  réelles. 

Ce  premier  point  étant  bien  établi,  faisons  pour  chaque  point 
matériel  du  système  ce  que  nous  venons  de  faire  pour  l'an 
d'eux,  c'est-à-dire  Introduisons  la  force  d'inertie  de  chaque 
point,  et  considérons  toutes  ces  forces  fictives  comme  appli- 
quées chacune  au  point  correspondant,  en  même  temps  que 
la  force  extérieure  F,  et  la  force  intérieure  provenant  des 
liaisons  mutuelles  de  nos  divers  points;  il  est  clair  que  nous 
aurons  constitué  ainsi  un  ensemble  de  forces  en  équilibre. 

Cet  équilibre  a  d'ailleurs  lieu,  quelle  que  soit  la  nature  du 
système  matériel  dont  nous  nous  occupons,  puisque  toutes 
nos  forces  sont  distribuées  par  groupe  de  trois,  lesquelles  se 
font  séparément  équilibre  et  sont  appliquées  à  un  même  point 
matériel.  Ainsi  : 

TnÉORÈMB.  —  Il  jr  a  équilibre  à  chaque  instant  entre  les 
forces  extérieures  directement  appliquées  aux  divers  points 
d*un  système  quelconque  en  mouvement ,  les  forces  d* inertie 
de  ces  points  et  les  forces  intérieures  résultant  des  liaisons 
du  système  matériel. 
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Ce  qu'on  peut  énoncer  aussi  : 

triant  donné  un  système  quelconque  en  mouvement^  il  y  n 
iqtMtlibre^  en^  vertu  de  la  constitution  du  système,  entre  les 
forces  réellement  agissantes  {îorces  exiérïeures)  et  les  forces 
Hn^ertie  des  divertpoints. 

Cet  énoncé  cesserait  d'être  exact,  si  l'on  supprimait  les 
TûOls  :  en  vertu  de  la  constitution  du  système. 

L'équilibre  de  nos  trois  espèces  de  forces  si'exprime  par 
^équation  des  vitesses  virtuelles,  qui  prend  la  forme 

Xi  —  nii  -^  j  oxi  -^  (  \  /  4-  V,  -  mi  -^^  j  oyt 

Li-r-Zi  —  mi'-T-  ]0Zi    —  o. 


■M' 


Cette  équation  a  lieu,  quels  que  soient  les  déplacements  re- 
présentés par  8xiy  Syi,  dzr,  puisqu'il  résulte  de  notre  analyse 
que  les  coefficients  de  ces  quantités  sont  tous  séparément 
nuls. 

Mais  nous  avons  vu  en  Statique  que,  toutes  les  fois  qu'on 
assignait,  aux  divers  points  d'un  système  quelconque,  des 
déplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  de  ce 
système,  la  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes  les  forces 
introduites  pour  tenir  compte  de  ces  liaisons  était  identique- 
ment nulle,  comme  composée  d'une  série  de  quantités  égales 
deux  à  deux  et  de  signes  contraires.  Nous  pouvons  donc 
écrire 

I  +(z,-»„^)éiz,]=o. 

à  la  condition  de  ne  pas  oublier  que,  dans  cette  nouvelle  forme 
de  l'équation,  les  déplacemenis  dxi,  oyi,  ozt  ne  sont  plus 
quelconques,  mais  essentiellement  compatibles  avec  les  liai- 
sons du  système. 

Tel  est  le  fameux  théorème  de  d'Alembert,  au  moyen  duquel 
toute  question  de  mouvement  se  ramène  immédiatement  à 
une  question  d'équilibre* 

III.  5 
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Quand  il  s*agit  d*un  point  matériel  libre  ou  d'un  système  de 
points  matériels  isolés  pouvant  se  mouvoir  les  uns  par  rapport, 
aux  autres  d'une  manière  quelconque  sous  Faction  des  forces 
qui  leur  sont  directement  appliquées,  le  théorème  de  d*Aleia — 
bert  n*est  d'aucune  utilité.  En  effet,  que  Ton  veuille  appli — 
quer  ce  théorème  ou  poser  à  la  manière  ordinaire  les  équa— 
tionsdu  mouvement,  c'est  absolument  la  même  chose.  Soitf^i^. 
la  masse  d'un  des  points;  les  déplacements  oj;,,  ôj,,  ozi  éuiTit 
tous  arbitraires,  l'équation  (2)  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que 
les  coefficients  des  indéterminées  sont  tous  nuls  séparément. 

On  doit  donc  avoir  dans  ce  cas 

or  ces  équations  sont  précisément  les  équations  ordinaires 
du  mouvement. 

Mais  quand  on  imagine  des  liaisons  quelconques,  un  certain 
nombre  de  coordonnées  des  points  du  système  ne  sont  plus 
arbitraires,  et  nous  allons  voir  que  le  théorème  de  d'Alerobert 
donne  toujours  juste  autant  d'équations  qu'il  en  faut  pour  dé- 
terminer celles  qui  restent,  différant  par  là  du  principe  des 
forces  vives,  qui  ne  donne  jamais  qu'une  seule  équation,  quel 
que  soit  le  système  auquel  on  l'applique. 

Supposons  qu'il  y  ait  n  points  dans  le  système,  el  k  équa- 
tions de  condition  entre  les  coordonnées  de  ces  points.  Il  n'j 
aura  que  Zn  —  k  coordonnées  arbitraires,  et,  par  suite,  il  fau- 
dra trouver  3/i  —  k  équations.  Soient 


9k[Xi,yi,  Zi,  t)  —  o 


les  équations  de  condition.  Pour  que  le  déplacement  du  sys- 
tème soit  compatible  avec  les  liaisons  existantes  au  moment 
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considéré,  il  faut  que  les  \arialions  oxt,  oyi,  èzi  soient  icllcs 
qu'en  reraplaçanl  Xi,  7,,  Zi  par  x,  4-  àx,,  j*  -+-  ô/,,  z/-f-  oZi, 
ei  laissant  /"constant  dans  les  équations  précédentes,  ces  équa- 
tions soient  encore  vérifiées.  Or  ceci  exige  qu'on  ait 


■-0.,.j:.0, 


ïe  signe  1  s'étendant  à  tous  les  points  matériels  du  système. 

On  a  ainsi  k  équations,  desquelles  on  peut  tirer  les  valeurs 
<le  k  variations  en  fonction  des  autres.  En  substituant  ces  va- 
leurs dans  l'équation  générale,  il  ne  reste  plus  que  3n  —  k  coef- 
ficients à  annuler,  ce  qui  donne  précisément  les  3n—  k  équa- 
tions dont  on  a  besoin. 

Lagrange  a  présenté  celte  élimination  d'une  manière  tout  à 
^ait  générale  et  extrêmement  élégante,  dont  l'exposition  com- 
Dlète  est  en  dehors  du  plan  de  cet  ouvrage.  Supposons  que 
'on  ait  profité  des  équations  de  liaison  pour  exprimer  les 
!«  coordonnées  inconnues  en  fonction  de  3/i  —  Ar  variables 
uelconques 

.es  quantités  g  sont  dès  lors  absolument  indépendantes, 
omme  les  coordonnées  d'un  système  de  points  libres,  et  les 
)rmu1es  de  Lagrange  donnent  immédiatement  les  équations 
ifférentielles  auxquelles  ces  nouvelles  variables  doivent  satis- 
lire. 

Les  équations  de  Lagrange,  transformées  par  Poisson  et  par 
L  Hamilton,  ont  fourni  à  un  grand  nombre  de  géomètres  la 
latière  de  travaux  fort  intéressants,  parmi  lesquels  je  me 
ornerai  à  mentionner  les  nombreuses  publications  de  Jacobi. 
les  travaux  doivent  être  considérés  comme  purement  analy- 
iques;  ils  ont  présenté  sous  un  jour  tout  à  fait  nouveau  la 
tiéorie  des  équations  aux  différences  partielles  du  premier 
rdre:  nouvel  exemple  des  liens  d'utilité  réciproque  qui  exis- 
ent  entre  la  Mécanique  et  la  haute  Analyse. 

5. 
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application  du  principe  de  d*Alembert  à  la  d^termini 
des  charges  dynamiques  des  appuis  et  supports. 

Nous  avons  appris,  en  Statique,  à  déterminer  les  effort 
s'exercent  sur  les  appuis  d'une  machine  en  équilibre, 
que  sur  les  diverses  pièces  de  la  machine  elle-même, 
efforts  éprouvent  des  modifications  considérables  quan 
considère  la  machine  dans  l'état  de  mouvement,  surtout 
le  cas  de  vitesses  un  peu  notables;  et  la  détermination  de 
valeurs  constitue  aujourd'hui  une  des  parties  les  plus  in 
tantes  de  la  Mécanique  appliquée. 

Or  le  principe  de  d'Alemberl  nous  donne  le  droit  de  c 
dérer  un  système  quelconque  en  mouvement  comme  s'il 
en  équilibre,  pourvu  qu'on  ajoute  aux  forces  données  e 
réactions  inconnues  les  forces  d'inertie  des  divers  pc 
Les  équations  de  la  Statique  subsisteront  donc,  à  la  cond 
d'y  faire  figurer  les  forces  d'inertie.  Ce  sont  les  termes  de 
dant  de  ces  forces  qui  font  la  différence  des  tensions  et  i 
tions  statiques  aux  tensions  et  réactions  dynamiques. 

Supposons,  par  exemple,  une  corde  soutenant  un  poi 
Dans  le  cas  de  l'équilibre,  on  a,  pour  déterminer  la  tensi 
de  la  corde,  l'équation 

T  ==  P 1^  m  g. 

Mais  si  le  poids  est  animé  d'un  mouvement  vers  le 

d^z      , 
dont  l'accélération  soit  -j—^  l'équation  précédente  nesul 

plus  :  elle  est  remplacée  par  la  relation 

_  d'z  f         d^z\ 

^  dl'  \^       dt^J 

La  tension  est  donc  plus  grande  que  dans  l'équilibre. 

d^  z 
Si  au  contraire  —r^  est  négatif,  la  tension  devient  infér 

dt'  ° 

d' z 
au  poids  P;  elle  serait  nulle  si  -^  =  —  g;  ce  qui  doit  êl 
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arce  que  le  corps  suspendu  prend  alors  son  mouve- 
laturel.  La  tension  deviendrait  même  négative  si  le 
lescendait  plus  vite  que  sous  la  seule  action  de  la 
ar. 

verrons  plus  tard  d'importantes  applications  de  ces 
rations,  quand  nous  étudierons  la  dynamique  spéciale 
ps  solides.  Mais,  auparavant,  nous  devons  continuer 
ition  des  propriétés  plus  générales  qui  s'appliquent  au 
nent  d'un  système  quelconque. 

arriverons  à  des  théorèmes  d'une  haute  importance, 
au  mouvement  d'un  système  matériel  quelconque,  en 
ani  les  théorèmes  généraux  trouvés  dans  la  dynamique 
it  avec  le  principe  de  l'action  et  de  la  réaction. 

[.  —  Mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système 

quelconque. 

ce  que  nous  appelons  un  système  matériel  quelconque^ 
lire  dans  un  ensemble  de  points  matériels  indépendants 
entre  eux,  immobiles  ou  animés  de  mouvements  arbi- 
il  existe  à  chaque  instant  un  point  géométrique,  qui 
î  propriétés  toutes  particulières, 
coordonnées  a:,,  j,,  z,  de  ce  point,  qu'Euler  appelle 
i*inertiey  et  qui  est  plus  généralement  connu  sous  la 
nation  fort  impropre  de  centre  de  gravité  (*),  sont  dé- 
^es  par  les  relations  suivantes,  qui  constituent  la  véri- 
^finition  du  centre  de  gravité  : 


;nant  la  masse  totale  du  système,  ou  la  somme  2  m  des 
partielles. 


ir  la  deuxième  Partie  de  cet  OuTraj^e,  Statique^  p.  loo. 


^O  DYNAMIQUE. 

DiiTérentions  ces  équations  par  rapport  au  temps,  il  vient 

M --r- =ri  2/71 -j- =  2.m('ï. 

Ces  relations  définissent  la  vitesse  du  centre  de  gravité.  Uoe 
deuxième  diiîérentiation  nous  fera  connaître  Yaccélération  de 
ce  même  point (*)  : 

M  — ; —  --  2  m  -T—  ? 

,  M  -77-   -^zm  -77-. 

Remplaçons  les  quantités  qui  flgurent  sous  le  signe  1  par 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  du  mouvement 

r/'  r 

ni-j—  =  X-T-x, 

/?ï  -—-  —  Y  -f-  Y, 

les  termes  qui  représentent  les  projections  des  forces  inté- 
rieures disparaissent  dans  la  sommation,  et  les  équations  (3) 


(*)  Nous  emploierons  les  expressions  de  intesse  et  à* accélération  aussi  bien 
quand  le  centre  de  gravite  est  une  pure  fiction  (Géométrique  que  lorsque, 
comme  dans  un  solide  invariable,  les  équations  (i)  définissent  un  point  bien 
déterminé  du  corps,  point  dont  la  position  dans  l'intérfeur  do  celui-ci  reste 
la  même,  quel  que  soit  le  mouvement  du  corps  tout  entier. 
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deviennent 


(4; 


:2X, 

"'  dt'   - 

2Y, 

2Z. 

Les  équations  (4)  sont  celles  du  mouvement  d'un  point  de 
niasse  M,  sollicité  par  une  force  dont  les  projections  sur  trois 
*xes  rectangulaires  sont  respectivement  égales  aux  sommes 
^ôs  projections  de  toutes  les  forces  du  système.  Or  cette  force 
ïi'est  autre  chose  que  celle  à  laquelle  nous  avons  donné*  le 
^^xn  de  résultante  de  translation  des  forces  dont  les  compo- 
^otes  sont  réunies  sous  le  signe  2.  Donc  : 

Théorème.  —  Le  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps 
Quelconque  se  meut  comme  un  point  matériel  dont  la  masse 
ocrait  égale  à  la  masse  totale  des  corps  considérés ,  et  auquel 
ferait  appliquée  la  résultante  de  translation  des  forces  don- 
nées {'). 

Il  ne  faut  pas  s'exagérer  l'importance  de  ce  théorème  dans  le 
cas  général.  En  effet,  il  arrivera  bien  rarement  qu'on  puisse 
déterminer  directement  par  les  équations  (4)  ^6  mouvement 
du  centre  de  gravité,  indépendamment  des  mouvements  indi- 
viduels des  points  matériels  du  système.  11  faudrait,  pour  cela, 
que  les  projections  de  la  résultante  de  translation  dépendis- 
sent uniquement  du  temps  t  et  des  coordonnées  a:,,  j,,  z,  ;  or 
il  est  évident  qu'en  général  les  quantités  2X,  2Y,  2Z  seront 
des  fonctions  des  coordonnées  de  tous  les  points  donnés,  et 
l'intégration  isolée  du  groupe  (4)  ne  sera  pas  possible. 

Hais  une  conséquence  bien  importante  de  notre  théorème 


(')  On  voit  que  la  notion  du  point  matériel  n'est  pas  une  pure  abstraction, 
utile  seulement  dans  les  raisonnements  destinés  h  établir  les  théorèmes  qui 
•'appliquent  aux  corps  de  la  nature.  En  effet,  un  corps  de  dimensions  quelcon- 
qat%  pent  toujours  être  assimilé  (au  moins  théoriquement)  à  un  point  maté- 
riel dont  les  coordonnées  seraient  celles  de  son  centre  de  gravité;  et  tout  les 
t]Mk>réroe8  relatifs  au  mouvement  d'un  point  s'appliquent  au  corps  ainsi  con- 
densé autour  de  ce  centre  de  (p*avité. 
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est  la  suivante  :  il  est  évident  que  les  forces  intérieures,  qui 
sont  deux  à  deux  égales  et  directement  opposées,  se  détrui- 
sent dès  qu'on  les  transporte  en  un  même  point  d'application. 
Il  suit  de  là  que  le  nriouvement  du  centre  de  gravité  ne  dé- 
pend nullement  des  forces  intérieures,  et,  par  conséquent, 
qu'il  n'est  influencé  en  rien  par  les  changements  qui  peuvent 
se  produire  dans  la  constitution  physique  du  système,  des 
chocs,  des  explosions,  des  ruptures  de  liens,  etc.,  tant  que  ces 
phénomènes  se  passent  exclusivement  entre  des  corps  que 
l'on  considère  comme  faisant  partie  du  système  étudié. 

Principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre 

de  gravité. 

Cette  proposition  importante  est  connue  dans  la  science 
sous  le  nom  de  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du 
centre  de  gravité.  En  effet,  le  centre  de  gravité  conser>'e  son 
mouvement,  quelles  que  soient  les  perturbations  qui  affectent 
les  mouvements  individuels  des  diverses  parties  du  système, 
par  suite  de  modifications  survenues  dans  les  forces  inté- 
rieures, et  cela  jusqu'à  ce  qu'une  nouvelle  force  extérieure 
intervienne. 

En  particulier,  si  l'on  considère  un  système  qui  n'est  sou- 
mis à  l'action  d'aucune  force  extérieure,  le  centre  de  gravité 
de  ce  système  sera  forcément  en  repos,  Du  animé  d'un  mou- 
vement rectilignc  et  uniforme  (*).  Ce  point  jouit  donc  delà 
propriété  de  Vinertie,  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  être  tiré  du 
repos  que  par  l'action  d'une  cause  extérieure.  Quant  aux  di- 
verses parties  d'un  corps  en  repos,  elles  peuvent  se  mettre  en 
mouvement  sans  l'intervention  d'aucune  cause  située  en  de- 
hors du  corps;  seulement  on  remarquera  toujours  ces  deux 
choses  :  i**  le  mouvement  de  chaque  partie  individuellement 
sera  dû  à  une  cause  extérieure  à  cette  partie;  2*»  tous  les  mou- 


(*)  Notre  système  planétaire,  par  exemple,  étant  extrêmement  cloi^é  des 
autres  corps  célestes,  on  peut  regarder  les  actions  que  ses  diverses  parties 
éprouvent  de  la  part  des  étoiles  comme  insensibles.  Dés  lors  ce  système  n'est 
soumis  qu'à  des  forces  intérieures,  et  par  conséquent  son  centre  de  gravité 
doit  être  immobile  ou  animé  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme. 
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vements  des  divers  fragments  seront  nécessairement  combinés 
dételle  sorte  que  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  ne  sorte 
pas  de  sa  position  primitive. 

II  n'est  pas  nécessaire,  pour  que  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  soit  nul  ou  rectiligne  uniforme,  que  les  forces  ex* 
térieures  soient  nulles:  il  suffit  que  la  résultante  de  translation 
soit  nulle,  c'est-à-dire  que  toutes  ces  forces  soient  équiva- 
lentes à  un  couple  situé  dans  un  plan  quelconque. 

Réciproquement,  considérons  un  corps  soumis  à  des  efforts 
irès-variés,  et  dont  les  diverses  parties  soient  animées  de  mou- 
Tements  quelconques,  par  exemple  un  navire,  une  locomotive, 
une  charrue,  etc.;  du  moment  que  le  centre  de  gravité  de  ce 
corps  se  .meut  uniformément  en  ligne  droite,  nous  pouvons 
affirmer  que  la  résultante  de  translation  de  toutes  les  forces 
appliquées  à  ce  corps  est  nulle,  ou,  si  l'on  veut,  que  toutes 
les  résistances,  transportées  au  centre  de  gravité,  ont  une  ré- 
sultante égale  et  contraire  à  celle  des  efforts  moteurs. 

Le  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre 
de  gravité  nous  donne  la  clef  d'un  grand  nombre  de  phéno- 
mènes de  l'ordre  le  plus  varié.  Nous  allons  en  citer  quelques 
exemples. 

Recul  des  bouches  à  feu,  —  Un  canon  avec  son  projectile  et 
sa  charge  de  poudre  constitue  un  système  immobile.  Or,  l'ex- 
plosion de  la  poudre  développant  seulement  des  forces  inté- 
rieures, il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  canon  et  le  boulet 
prennent  simultanément  des  mouvements  dirigés  en  sens 
contraires  l'un  de  l'autre,  afin  que  le  centre  de  gravité  de  l'en- 
semble reste  à  la  place  qu'il  occupait  avant  l'inflammation.  S'il 
était  permis  de  négliger  la  masse  de  la  poudre,  ou  des  ma- 
tières dans  lesquelles  elle  se  transforme,  on  pourrait  dire  que 
le  canon  et  le  boulet  prennent,  au  moment  de  l'explosion, 
des  vitesses  inversement  proportionnelles  à  leurs  masses. 
Mais  les  choses  ne  se  passent  pas  tout  à  fait  ainsi,  à  cause  de 
la  masse  de  la  poudre,  qui  n'est  pas  négligeable  par  rapport  à 
celle  du  boulet  :  en  réalité,  le  recul  de  la  pièce  s'effectue  avec 
une  vitesse  un  peu  plus  grande  que  celle  qu'on  trouverait  par 
la  règle  précédente. 

Ascension  des  fusées,  —  L'ascension  des  fusées  est  un  phé- 
nomène de  recul  tout  à  fait  analogue  à  celui  qui  vient  de  nous 
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occuper.  L'inflammation  progressive  de  la  poudre  qui  entre 
dans  la  composition  d'une  fusée  projette  en  dehors  des  quan- 
tités de  matières  de  plus  en  plus  grandes,  par  un  orifice  prati- 
qué à  la  partie  inférieure  du  corps  de  la  fusée;  celui-ci  doit 
donc  reculer,  c'est-à-dire  se  mettre  en  mouvemeni  de  bas  en 
haut.  L'action  de  la  pesanteur  est,  à  dire  vrai,  une  cause  externe 
qui  doit  influer  sur  le  phénomène;  mais  elle  ne  fait  que  di- 
minuer la  vitesse  de  la  fusée,  en  faisant  équilibre  à  une  partie 
de  la  force  verticale  qui  produit  le  mouvement  de  bas  en  haut 

Quand  une  bombe  fait  explosion  avant  d'être  tombée  sur  le 
sol,  le  centre  de  gravité  des  divers  éclats  continue  à  parcourir 
la  parabole  suivant  laquelle  se  mouvait  le  centre  de  gravité  de 
la  bombe  entière.  Ce  n'est  que  lorsqu'un  des  fragments  vient  à 
rencontrer  un  corps  étranger  que  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  de  l'ensemble  se  modifie,  parce  que  la  réaction  éprou- 
vée par  ce  fragment  est. une  nouvelle  force  extérieure  qui 
vient  contribuer  avec  la  pesanteur  à  la  production  de  ce  mou- 
vement. Il  est  clair  que  ceci  n'est  vrai  qu'approximativemeot, 
quand  la  bombe  se  meut  dans  l'air  atmosphérique,  en  raisoo 
de  la  résistance  que  l'air  oppose  au  mouvement,  tant  de  la 
bombe  que  de  ses  éclats  :  en  effet,  cette  résistance  est  une 
force  extérieure,  elle  influe,  par  conséquent,  sur  le  mouye- 
ment  du  centre  de  gravité. 

Des  phénomènes  analogues  ont  dû  se  passer  lorsque,  sui- 
vant une  hypothèse  assez  généralement  admise,  la  planète  si- 
tuée entre  Mars  et  Jupiter  s'est  brisée,  pour  nous  laisser  à  » 
place  les  nombreux  astéroïdes  qui  peuplent  cette  région  de 
notre  système  solaire.  Le  centre  de  gravité  de  tous  les  éclats 
a  dû  conserver  son  mouvement  elliptique.  Seulement,  tous 
les  débris  subissant  l'influence  des  planètes  voisines,  le  mou- 
vement du  centre  de  gravité  n'a  pas  tardé  à  se  trouver  plus  ou 
moins  altéré. 

Marche  de  l'homme  et  des  animaux,  —  Les  êtres  animés 
eux-mêmes  sont  soumis,  quant  à  leur  partie  matérielle,  aux 
lois  qui  régissent  tout  ce  qui  est  matière,  et  en  particulier  à 
la  loi  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  graTité. 

Considérons  un  homme  isolé  au  milieu  de  l'espace  :  il  peut 
faire  exécuter  un  grand  nombre  de  mouvements  aux  diverses 
parties  de  son  corps,  et  nous  ne  savons  absolument  rien  du 
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mécanisme  mystérieux  par  lequel  la  volonté,  principe  imma- 
tériel, arrive  à  meure  en  mouvement  les  divers  organes  du 
corps*  auquel  elle  est  liée.  Mais  ce  que  nous  savons,  c'est  que 
tous  ces  organes  constituent  un  système  matériel  et  que,  s'il 
n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  le  centre  de  gravité  de  ce 
système  doit  être  à  Fétat  de  repos  ou  à  celui  de  mouvement 
recliligne  et  uniforme.  C'est  là  un  point  sur  lequel  la  volonté 
n'a  aucune  prise,  une  règle  à  laquelle  se  soumettent  nécessai- 
rement les  mouvements  de  chacun  des  organes.  La  présence 
de  l'air  atmosphérique  modifie  d'ailleurs  ces  résultats,  car  la 
résistance  de  ce  fluide  pourrait,  à  la  rigueur,  être  mise  en  jeu 
par  des  mouvements  analogues  à  ceux  de  la  natation,  de  ma- 
nière à  déplacer  le  centre  de  gravité. 

Étudions  maintenant  ce  qui  se  passe  {*)  a  quand  un  homme, 
debout  sur  le  sol  et  primitivement  immobile,  commence  à 
marcher  devant  lui,  et  fait  ainsi  passer  son  .centre  de  gravité  de 
l'état  de  repos  à  l'état  de  mouvement.  Pendant  que  cet  homme 
est  en  repos,  il  est  soumis  à  des  forces  extérieures  qui  sont, 
d'une  part,  les  actions  de  la  pesanteur  sur  toutes  les  molécules 
de  son  corps,  et,  d'autre  part,  les  pressions  qu'il  éprouve  de 
la  part  du  sol,  aux  différents  points  par  lesquels  il  le  touche  : 
ces  forces  extérieures  se  font  équilibre.  Lorsque  l'homme 
▼eut  commencer  à  marcher  et  qu'il  porte  une  jambe  en  avant, 
il  ne  développe  que  des  forces  intérieures  qui  ne  peuvent  pas 
déplacer  son  centre  de  gravité;  aussi  l'autre  jambe  tend-elle  à 
reculer,  ce  qu'elle  ferait  si  rien  ne  s'y  opposait,  de  sorte  que 
le  centre  de  gravité  du  corps  tout  entier  n'avancerait  pas.  Mais 
la  seconde  jambe  ne  peut  reculer  qu'en  glissant  sur  la  surface 
du  sol,  et  sa  tendance  au  glissement  développe  un  frottement 
qui  s'y  oppose,  au  moins  jusqu'à  une  certaine  limite  :  c'est  ce 
frottement,  cette  composante  horizontale  de  la  réaction  du 
sol,  qui  détermine  le  mouvement  du  centre  de  gravité.  Tout 
le  monde  sait  que,  lorsqu'on  est  sur  un  sol  glissant,  c'est-à- 
dire  sur  un  sol  pour  lequel  le  coefficient  du  frottement  est 
faible,  sur  de  la  glace  par  exemple,  et  qu'on  porte  une  jambe 
en  avant  pour  commencer  à  marcher,  l'autre  jambe  glisse  en 
arrière,  de  sorte  qu'on  court  le  risque'  de  tomber  si  l'on  n'y 

'(*)  Oblauhat,  Traité  de  Mécatiique  rationnelle.  Citation  libre. 
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prend  garde.  Cet  effet  bien  connu  confirme  Texplication  qu 
nous  venons  de  donner.  » 

§  VIII.  —  Théorèmes  relatifs  aux  quantités  de  moutehent. 

Étant  donné  un  système  matériel  quelconque  en  mouve- 
ment» le  principe  de  d'Alembert  nous  apprend  que  les  forces 
réelles  qui  sollicitent  les  divers  points  matériels  considérés, 
jointes  aux  forces  fictives  que  nous  avons  appelées  forcet 
d'inertie,  constituent  un  ensemble  en  équilibre  sur  le  système 
qu'on  étudie  ;  et  nous  avons  démontré  que  les  équations  qui 
expriment  cet  équilibre  fictif  sont  toujours  en  nombre  rigou- 
reusement suffisant  pour  déterminer  toutes  les  circonstances 
du  mouvement. 

Parmi  ces  équations,  dont  le  nombre  et  la  forme  varient  i 
rinfiniy  suivant  la  constitution  physique  du  système  et  les 
liaisons  qui  existent  entre  ses  diverses  parties,  nous  savons 
qu'il  y  en  a  toujours  six,  et  pas  plus,  qui  sont  générales,  c'esl- 
à-dire  qui  s'appliquent  à  tous  les  systèmes  matériels  imagina- 
bles, parce  qu'elles  sont  indépendantes  des  tensions  ou  forces 
intérieures,  variables  avec  les  conditions  imposées  âu  corps 
dont  on  étudie  le  mouvement. 

On  obtient  ces  six  équations  générales  en  écrivant  que  la 
somme  des  projections  sur  un  axe  quelconque  des  forces  au- 
tres que  les  forces  intérieures  est  nulle,  et  que  la  somme  des 
moments  de  ces  mêmes  forces  autour  d'un  axe  quelconque 
est  également  nulle. 

Nous  prendrons  pour  type  des  équations  de  projections  celle 
qui  se  rapporte  à  l'axe  Ox  : 


(I)  ^F,-^ 


d'X 

m  --.--  =:z  o 

dr 


et  pour  type  des  équations  de  moments,  celle  qui  est  relative 
à  l'axe  Oz  : 

En  multipliant  par  dl  les  deux  membres  de  chacune  des 
équations  (i)  et  (2),  et  indiquant  l'intégration  entre  deux  H- 
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LEe? quelconques  /«  et  /,  nous  aurons  des  relations  entre  les 
'Ojeclions  et  les  moments  des  impulsions  des  forces  exté-. 
eures,  d'une  part,  et  des  quantités  de  mouvement  des  divers 
oints  du  système,  d'autre  part. 
On  tire  de  l'équation  (  i  ) 

<iuani  à  l'équation  (2),  si  Ton  remarque  qu'on  a 
r    (    d'Y         d'x\  .  /    Jr         dx\ 

elle  fournira 

(4)  iDXi.mv  —  20rc,mro  :  --  I  f  OM.Tdt. 

Les  relations  (3)  et  (4)  sont  indépendantes  des  forces  inté- 
rieures :  énoncées  en  langage  ordinaire,  elles  nous  donneront 
deux  ihéorèmes  qui  seront  l'extension  aux  systèmes  quelcon- 
ques des  théorèmes  analogues  relatifs  à  la  dynamique  du  point 
matériel,  et  il  est  clair  qu'on  les  aurait  obtenues  en  ajoutant, 
membre  à  membre,  les  équations  qui  résultent  de  l'application 
de  ces  théorèmes  à  chacun  des  points  matériels  du  système, 
et  remarquant  que  lesw  forces  intérieures  disparaissent  dans  la 
somme.  La  méthode  précédente  a  l'avantage  de  montrer  que 
les  six  équations  fournies  par  ces  deux  théorèmes  sont  les 
seules  qui  soient  toujours  indépendantes  des  forces  inté- 
rieures, quels  que  soient  les  systèmes  auxquels  on  en  fasse 
l'application. 

Les  quantités  de'mouvcment  et  les  impulsions  élémentaires 
sont  des  grandeurs  géométriques,  comme  les  vitesses  et  les 
forces  auxquelles  elles  sont  respectivement  proportionnelles: 
or  les  propriétés  établies  en  Statique,  relativement  aux  forces 
appliquées  à  un  solide  invariable,  se  rapportent  en  réalité  à 
des  droites  disposées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace, 
pourvu  que,  sur  chacune  de  ces  droites,  on  ait  porté  une  cer- 
taine longueur,  à  laquelle  soit  affecté  un  sens  parfaitement  dé- 
terminé. 

Cela  posé,  si  l'on  considère  une  origine  fixe  quelconque,  et 
qu'on  construise,  relativement  à  celte  origine  [fig.  i3)  : 
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i«  La  résullanie  de  translation  OF,  et  Taxe  OK  du  couple 
résultant  des  forces  extérieures; 

2*»  Les  droites  analogues  OR  et  OG,  qui  correspondent  aux 
quantités  de  mouvement  des  divers  points  du  système,  traitées 
absolument  comme  les  lignes  qui  représentent  les  forces  {*). 


r' 
t 

^-  R       I 

\     *    ^  / 
\     I  / 


V 


y  0  X 

/ 

y. 

On  pourra  donner  un  énoncé  géométrique  élégant  des  équa- 
tions telles  que  (3)  et  (4). 

Soient  \,  Y,  Z;  L,  M,  N  les  projections  sur  les  trois  axes 
de  la  résultante  OF  et  de  Taxe  OK  :  les  sommes  l^mvx,  Imvj 
ne  sont  autre  chose  que  les  projections  de  la  ligne  OR,  résul- 
tante de  translation  des  quantités  de  mouvement.  Si  donc  on 
applique  les  équations  telles  que  (3)  à  un  élément  de  temps 
înliniment  petit,  et  qu'on  divise  les  deux  membres  par  cet  élé- 
ment dt,  on  aura 


f/t 


X, 


(5)  <  —'  ^  Y, 


djl 
dt 


Z. 


(*)  Quand  les  divers  points  d'un  système  au  repos  sont  soumis  brusquement 
à  des  forces  très-grandes,  qui  leur  communiquent  en  un  temps  très-court  des 
quantités  de  mouvement  finies,  on  voit,  en  faisant  c  =  o  dans  les  équations  (3} 
et  (  4  ),  que  : 

Théorème.  —  Les  quantités  de  mouvement  finies  acquises  par  tous  les  points 
du  système,  pendant  un  temps  très-court,  forment  un  syttènw  de  droites  éfui" 
valent  aux  percussions  subies  par  les  points  (m). 
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Ces  équations  veulent  dire  que  la  vitesse  du  point  R  est  rc- 
HPésenlée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  force  OF.  Comme 
)R représente  précisément  la  quantité  de  mouvement  de  la 
nasse  entière,  concentrée  au  centre  de  gravité  (*),  le  résultat 
[ui  précède  est  une  conséquence  évidente  du  théorème  en 
eriu  duquel  OF  est  le  produit  de  la  masse  M  par  Taccéléra- 
ion  totale  du  centre  de  gravité  et  de  la  définition  donnée  en 
Cinématique  de  l'accélération  totale.  Le  théorème  de  la  coil- 
er\ation  du  mouvement  du  centre  de  gravite  est  donc  Tex- 
ression  la  plus  simple  des  équations  relatives  aux  projections 
es  quantités  de  mouvement  et  des  impulsions. 

héorèmes  relatifs  aux  moments  des  quantités  de  mouvement 

et  des  impulsions. 

D'après  les  règles  de  la  composition  des  couples,  la  somme 
îs  moments  des  quantités  de  mouvement  des  points  (m),  par 
pport  à  un  axe  quelconque,  est  la  projection,  sur  cet  axe, 
ï  la  droite  OG;  on  a  donc 

;  lOUxmi'     :  Gx, 
)  I  I0\\rmv       G^, 

'  ldV^,mv  -.  Gj. 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  équations  telles  que  (4) 
différentianl  par  rapport  au  temps,  il  vient 


dt 

K.. 

Ut 

Kj., 

dCi,        «, 

K,; 

*)  On  conclut  de  cctto  remarque  évidente  que  : 

"^ntotitUE.  —  La  'vitesse  du  centre  de  gravité  d'un  sjrstkme  quelconque  est 
tUlèle  à  la  résultante  de  translation  des  quantités  de  mouvement  des  divers 
nts  du  sjstème. 
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ce  qui  signiGe  que  la  droite  OK  représente  en  grandeur  et  ^ 
direction  la  vitesse  dont  est  animé  le  point  G.  Donc  : 

Théorème  I.  --  Si  Von  considère,  pour  un  point  fixe  queà 
conque,  l'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvemen 
des  divers  points  d'un  système  matériel  donné,  et  l'axe  (fé 
couple  résultant  des  forces  qui  agissent  sur  le  système^  ce  der^ 
nier  représente  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  de  Ver'- 
trémité  du  premier. 

Comme  les  forces  extérieures  sont  équivalentes  aux  fore 
d*inertie  prises  en  sens  contraire,  on  peut  énoncer  ce  résul 
sous  la  forme  suivante  : 

Théorème  II.  —  L'axe  du  couple  résultant  des  forces  d'ine-w 
tie    d*un  système  matériel,  transportées  en   un  point fiwré 
quelconque,  est  égal  et  directement  opposé  à  la  vitesse  cfe 
l'extrémité  de  l'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement,  transportées  au  même  point. 

Ainsi  que  nous  Tavons  fait  dans  le  cas  d'un  point  libre, 
.cherchons  les  cas  qui  présentent  un  intérêt  spécial,  par  suiie    ; 
de  ccriaines  conditions  auxquelles  satisfont  les   forces  du 
système. 

Théorème  de  la  conservation  des  aires. 

Le  premier  cas  que  nous  étudierons  est  celui  où  la  somme 
des  moments  des  forces  extérieures  autour  d'un  certain  axe 
est  constamment  nulle.  Alors,  si  Ton  prend  cet  axe  pour  axe 
des  z  {/ig.  i4),  la  ligne  OK  ne  sortira  pas  du  plan  des  j:)'C),le 
point  G  se  mouvra  parallèlement  à  ce  plan,  et  la  projeclion 
de  OG  sur  l'axe  des  z  restera  constante.  Donc  : 

Théorème  III.  —  Quand  le  plan  du  couple  résultant  des 
forces  extérieures,  considéré  par  rapport  à  un  certain  point  0 
et  pour  une  époque  t  quelconque,  renferme  constamment  une 
divite  fixe  Oz,  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  à  cette  droite  reste  constante. 


(*)  Oa  bien,  co  qui  revient  au  même,  le  couple  résultant  des  forces  esté* 
rieurcs  passe  constamment  par  la  droite  Oz. 
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C'est  le  théorème  de  la  conservation  des  moments. 
On  peut  introduire  dans  cet  énoncé  la  notion  des  aires  dé- 
crites par  les  projections  des  points  (m)  sur  le  plan  des  xy. 


^^n  effet,  nous  avons  vu  que  le  moment  de  la  quantité  de  mou- 
^^ment  d'un  point  par  rapport  à  un  axe  n'est  autre  chose  que 
^^  double  produit  de  la  masse  du  point  par  la  vitesse  aréolairc 
^e  la  projection  /a  de  ce  point  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
**axe.  Le  théorème  III  nous  apprend  que,  dans  le  cas  qui 
^ous  occupe,  la  somme  des  produits  de  ce  genre,  étendue  à 
^Ous  les  points  du  système  matériel  considéré,  reste  constante 
Pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 
Si  nous  désignons  parX  l'aire  qui  correspond  au  point  dont 

en 


la  masse  est  m,  la  vitesse  aréolaire  correspondante  est 
a  donc 


Cit' 


on 


1 


m 


dt 


ou  en  faisant,  pour  abréger,  A  =  2mX, 


(6) 


dt 


n=C. 


L'intégrale  de  celle  équalion  esl 


(9) 


A:=C/, 


et  l'on  peut  énoncer  le  ihéorème  de  la  conservalion  des  mo- 
ments de  la  manière  suivante  : 

TBfioBftaB.  —  Quand  la  somme  des  moments  des  forces 
III.  6 
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agissant  sur  un  système  de  corps  quelconques  est  nulle  pcr^ 
rapport  à  un   certain  axe  fixe,  la  somme  des  produits  d^j 
différents  points  du  système  par  les  aires  que  décrivent,  pen^ 
dant  un  temps  quelconque  /,  les  rayons  vecteurs  menés  à  ces 
points  et  projetés  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  crott 
proportionnellement  au  temps  /. 

Tel  est  le  théorème  de  la  conservation  des  aires. 

Dans  le  cas  plus  particulier  où  la  somme  des  moments  des 
forces  extérieures  est  nulle,  pour  tous  les  axes  passant  par  un 
point  fixe  0  de  l'espace,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  toutes  les 
forces  exiérieures  du  système  regardé  comme  invariable  oui 
une  résultante  qui  passe  par  un  point  fixe,  le  théorème  existe 
pour  tous  les  axes  passant  par  le  point,  et  en  particulier  pour 
trois  axes  rectangulaires  fixes  Ox,  Oy,  0^.  On  a  ainsi  trois 
équations 

(lO)  A'-:C'/, 

Enfin,  si  les  forces  extérieures  ont  une  résultante  nulle,  les 
équations  données  par  le  principe  des  aires  auront  lieu  pour 
tous  les  points  de  l'espace  (*). 


(*)  Lois  donc  qu'un  syslème  do  points  ou  de  corps,  libres  ou  lies  entre  eux, 
est  sollicité  par  des  foroes  qui  se  détruiraient  si  le  système  était  rigide  (ou  du 
moins  qui  n'auraient  d'autre  eiret  que  de  développer  des  tensions  ou  pressions 
dans  les  liens  réels  ou  fictifs  des  diverses  parties  de  Cm  système),  ces  forces 
produiront  certains  mouvements  intérieurs;  mais  on  a  toujours  les  propriété» 
suivantes  : 

|0  La  somme  des  quantités  de  mouvement,  estimées  suivant  une  direction  Jtxt^ 
est  constante; 

a®  Le  centre  de  gravité  du  système  se  ment  uniformément  dans  la  direction  df 
la  résultante  de  translation  des  quantités  de  mouvement  ; 

3°  Enfin  la  somme  des  moments  de  ces  quantités  de  mouvement  p€W  rapport  à 
une  droite  fixe  quelconque  est  constante. 

Ce  qu'on  peut  aussi  énoncer  : 

La  somme  des  aires  décrites  par  les  différent$  points  du  sysième,  multipliées 
respectivement  par  les  masses  des  points  correspondants,  prise  à  un  instant  quel- 
conque et  pendant  wt  temps  infiniment  petit,  est  constante. 
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Application  du  théorème  de  la  conservation  des  aires. 

Le  théorème  de  la  conservation  des  aires,  joint  à  celui  qui 
est  relatif  à  la  conservation  du  centre  de  gravité,  nous  apprend 
quels  sont  les  phénomènes  qui,  dans  le  mouvement  d'un 
sjrstème  quelconque,  sont  uniquement  dépendants  des  forces 
extérieures.  On  peut  tirer  de  notre  nouveau  théorème  des 
conséquences  du  même  genre  que  celles  que  nous  avons  dé- 
veloppées dans  le  paragraphe  précédent. 

Ainsi,  l'explosion  qui  brise  un  corps,  non-seulement  n'a 
aucune  action  sfir  le  mouvement  du  centre  de  gravité,  mais, 
de  plus,  si  ce  corps  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation, 
ce  qui  a  lieu  pour  toutes  les  planètes  connues,  la  somme  des 
aires  décrites  par  tous  les  celais,  multipliées  parleurs  masses 
et  projetées  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe,  conserve  la 
même  valeur  qu'avant  le  cataclysme. 

La  Terre  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation,  en  vertu 
duquel  la  somme  que  nous  avons  désignée  par  A  acquiert  une 
certaine  valeur,  pendant  un  temps  déterminé.  Si  la  température 
moyenne  du  globe  vient  à  baisser,  il  éprouve  une  diminution 
de  volume  et  chacune  des  aires  qui  figurent  dans  la  somme  A 
s'accroîtrait  dans  un  temps  donné  d'une  quantité  moindre,  si 
la  vitesse  angulaire  du  mouvement  de  la  Terre  restait  con- 
stante. Cette  remarque  établit  une  relation  curieuse  entre  la 
température  de  la  Terre  et  la  durée  du  jour  sidéral. 

Enfin  les  êtres  animés  doivent  également  se  soumettre  aux 
règles  qu'on  déduit  du  principe  des  aires,  dans  les  mouve- 
ments qu'ils  veulent  imprimer  aux  diverses  parties  de  leurs 
corps  (*).  «  Un  homme  isolé  dans  l'espace,  soustrait  à  l'action 
de  toute  force  extérieure  et  supposé  en  repos,  cet  homme, 
dis-je,  non-seulement  ne  pourra  pas  déplacer  son  centre  de 
gravité,  mais  encore  il  ne  lui  sera  pas  possible  de  donnera  son 
corps  un  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point.  En  efTet, 
de  quelque  manière  qu'il  fasse  jouer  ses  muscles,  il  ne  peut 
développer  que  des  forces  intérieures;  et  l'absence  de  toute 
force  extérieure  entraîne,  comme  conséquence,  que  la  somme 


(  *  )  DiLACNAT,  Traité  de  Mécanique  rationnelle»  Citation  libre. 

6. 
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des  aires  décriles,  en  projection  sur  un  plan  quelconque  pas^ 
sant  par  son  centre  de  gravité,  par  les  rayons  vecteurs  émanée 
de  ce  point,  conserve  constamment  la  même  valeur.  Donc 
cette  somme  d'aires  doit  rester  constamment  nulle,  puisqu'elle 
rélait  tout  d'abord  en  vertu  de  l'hypothèse  que  nous  faisons, 
que  rêlre  animé  dont  il  s'agit  était  primitivement  immobile. 
Ainsi,  lorsqu'il  fait  mouvoir  certaines  parties  de  son  corps  de 
telle  manière  que  la  somme  des  aires  qui  leur  correspondent, 
en  projection  sur  un  certain  plan,  ait  une  valeur  positive,  il  y 
a  nécessairement  d'autres  parties  du  corps  qui  se  meuvent  en 
même  temps  dans  un  autre  sens,  de  manière  à  fournir  une 
somme  d'aires  négative  sur  le  même  plan,  la  somme  totale 
des  aires  relative  à  toutes  les  parties  du  corps  restant  égale 
à  zéro. 

j)  Lorsqu'un  danseur,  s'appuyant  sur  le  sol  par  la  pointe  d'un 
seul  pied,  veut  se  donner  un  mouvement  de  rotation  autour 
de  la  verticale  passant  par  son  centre  de  gravité,  il  ne  peut  pas 
produire  ce  mouvement  par  la  seule  action  de  ses  forces  mus- 
culaires, parce  que  ces  forces,  qui  sont  intérieures,  ne  peuvent 
pas  faire  que  la  somme  des  aires  décrites  autour  de  la  verticale 
du  centre  de  gravité  passe  d'une  valeur  nulle  à  une  valeur 
difTérente  de  zéro.  Si  le  danseur  veut  pirouetter  vers  la  gauche, 
la  partie  inférieure  tend  à   tourner  vers  la  droite;  mais  ce 
dernier  mouvement  ne  pouvant  se  faire  que  par  un  glissement 
des  diverses  parties  du  pied  sur  le  sol,  il  en  résulte  qu'il  se 
développe  un  frottement  en  chacun  des  points  d'appui.  Or 
ces  frottements  sont  des  forces  extérieures  pour  lesquelles  la 
somme  des  moments  par  rapport  à  la  verticale  menée  parle 
centre  de  gravité  n'est  pas  nulle;  de  sorte  que,  par  suite  de 
l'action  de  ces  forces  extérieures,  le  corps  du  danseur  peut 
prendre  un  mouvement  de  rotation  autour  de  la  verticale. 
Lorsqu'il  a  tourné  un  peu  de  cette  manière,  sans  que  son 
pied  cesse  de  toucher  le  sol,  il  se  soulève  brusquement  pour 
faire  disparaître  la  torsion  de  son  corps,  et,  en  répétant  plusieurs 
fois  de  suite  la  même  manœuvre,  il  parvient  à  se  donner  un 
mouvement  de  rotation  assez  rapide.  Si  le  danseur  était  sur 
un  sol  très-glissant,  ou  bien  s'il  ne  s*appuyait  sur  le  sol  que 
par  un  seul  point,   il  lui  serait  impossible  de  tourner  sur 
lui-même,  comme  nous  venons  de  le  dire.  » 
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Plan  du  maximum  des  aires. 

Les  quanlités 

d\       dX       d\" 

dt  '      dt  '.      dt 

sont  proportionnelles  aux  sommes  des  moments  des  quantités 
cJe  mouvement  de  tous  les  points  du  système,  pris  à  un  in- 
stant  donné  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  fixes;  ou, 
si  Ton  veut,  proportionnelles  aux  projections  de  la  ligne  OG 
sur  ces  mêmes  axes  [Jig.  i3  et  i4). 

Écrire  que  ces  trois  projections  sont  constantes,  c'est  dire 
que  la  grandeur  de  Taxe  du  couple  résultant  des  quanlités  do 
mouvement,  ainsi  que  la  direction  du  plan  du  couple,  sont 
invariables  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

Ce  plan  du  couple  résultant  jouit  de  cette  propriété,  que  la 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  est  un 
maximum  autour  de  la  perpendiculaire  à  ce  plan;  ou,  ce  qui 
revient  au  mênie,  c'est  sur  ce  plan  que  la  somme  des  produits 
des  masses  par  les  projections  des  aires  est  un  maximum. 
C'est  le  plan  du  maximum  des  aires. 

On  peut  toujours  déterminer,  à  un  instant  donné,  les  coor- 
données de  ce  plan  d'après  la  définition  précédente,  indépen- 
damment de  toute  hypothèse  faite  sur  les  forces  extérieures. 

Pour  cela,  considérons  l'une  de  nos  aires  élémentaires,  dé- 
crite par  le  rayon  vecteur  allant  de  l'origine  au  point  dont  la 
masse  est  m;  désignons  par  r/X,  rf>/,rf>/'les  projections  de  cette 
aire  sur  les  trois  plans  coordonnés,  par  da  la  projection  de  la 
même  aire  sur  un  plan  P,  faisant  respectivement  les  angles 
a,  (3,  y  avec  les  trois  plans  coordonnés. 

Les  formules  connues  donnent 

rfa  —  JXcosaH-  ^/X'cos|3  -i-  J?/'cosy; 

multiplions  par  m,  et  faisons  la  somme  des  quantités  analogues 
pour  tous  les  points  du  système,  il  vient 

(il)  Imda  ".:  r/A  cosa  H-  rfA'  cos(3  -+-  d\"  cosy. 

Soit  dA  une  aire  plane  dont  les  projections  sur  les  trois  plans 
coordonnés  aient  pour  valeurs  respectives  rfA,  c/A',  rfA".  Si 


ti'jus  d^^:rr;on5  ^^r  p,  q.  r  I^  jnzfes  q-^e  le  plan  de  celle  aire 
fdil  av^c  I-??  iroi^  jîaos  '?o->r<ivnoé5.  n*>a5  aurons 

:i2  ./\       -   :\r    r'7. 


'  J.V 


J\>/5r; 


et  par  sniie,  la  somme  des  prv:»jeoiioDS  des  aires  élémenlaîres 
répondanl  aux  points  matériels  *^ue  nous  considérons  sur  le 
plan  P  sera 

fi3,     Zmda  =  d\  'cosacos/>  —  co^pcosç  ~  cosy  cosr). 

La  quantité  entre  parenthèses  n*est  autre  chose  que  le  cosi- 
nus de  Tangle  compris  entre  le  plan  P  et  le  plan  de  l'aire  d\. 
Il  suit  de  là  que  la  somme  des  pro«iuits  des  aires  projetées  [var 
les  masses  correspondanies  est  un  maximum  quand  on  prend 
le  plan  de  Taire  ^A  pour  plan  de  projection,  c'est  à-dire  quand 
on  a 

--  ?.     .-^    /•    ■/       '■• 

Or  les  équations  (12)  donnent 

dV  -=  d.V  -  a.V'  -  d\  ', 


par  suile 


(»4)  '  C0S7 


d\ 
cosp __.  — 

V  d\        </A         n'A  ' 
d\ 

V  d\'     -tlX'    -e/A"- 

dV 
cosr-  _ 

V  ^A   -  C'A-  -  dX"' 


Ces  cosinus  définissent  la  direction  du  plan  du  maximum 
des  aires.  Si  le  théorème  a  lieu,  c'esl-à-dire  si  Ton  a 

d\       Cdt, 

dX'-^Cdi, 

dX'—Cdt, 

il  arrive  que  /  disparaît  des  expressions  (9);  les  cosinus  soni 
des  constantes,  et  le  plan  du  maximum  des  aires  conserve  une 
direction  invariable  pendant  le  mouvement. 
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§  IX.  —  Théorème  des  forges  vîtes. 

lOus  avons  démonlré,  dans  la  quatrième  section  de  cet  ou- 
ge,  que  le  demi-accroissement  de  force  vive  d'un  système 
lériel  quelconque,  pendant  un  temps  arbitraire,  est  égal  à 
omme  des  travaux,  pendant  le  même  temps,  de  toutes  les 
:;es  qui  agissent  sur  les  divers  points  de  ce  système. 
)n  a  ainsi  Téquation 


u 


[(X-hx)r/x-!-(YH-y)J/-T-(Z-hz)rfi;], 


s  laquelle  on  voit  que  figurent  en  général  les  forces  Inté- 

ires(*). 

ntégrale  des  forces  vives,  ■—  Quand  la  somme  des  travaux 

nentaires  des  forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  est  la 


)  Nous  ayons  Ta  que  la  somme  des  travaux*  des  forces  Intérieures  d'un 
tme  quelconque  est  une  somme  d'intégrales  de  la  forme  ffdl^  f  étant 
ensitc  d'une  des  forces  intérieures,  et  dl  la  variation  de  distance  des  points 
.  ractiou  mutuelle  est  y. 

suit  de  là  que  les  forces  intérieures  ne  disparaissent  de  l'équation  des 
»  vives  que  dans  des  cas  très-particuliers,  parmi  lesquels  nous  avons  dis- 
lé  (IP  Partie,  Statique,  p.  16G)  trois  cas  qui  correspondent  à  un  solide 
riable,  à  un  fluide  incompres8i|>le  et  à  un  corps  doué  d'une  élasticité  par- 
.  Il  faut  supposer,  pour  les  corps  de  cette  dernière  catégorie,  qu'on  applique 
léorème  &  un  intervalle  de  temps  tel  que  le  corps,  à  l'instant  final,  soit 
su  exactement  à  son  état  initial.  Alors,  en  vertu  même  de  la  définition 
élasticité  parfaite,  les  forces  intérieures,  qui  avaient  développé  un  certain 
lil  pendant  que  le  corps  subissait  une  déformation,  développent  un  travail 
isément  égal  et  de  signe  coutraiic,  tandis  que  le  corps  revient  à  sa  forme 
litive,  de  sorte  que  chaque  intégrale  de  la  forme 

;  plus  nulle  élément  par  élément  comme  dans  les  cas  précédents,  mais  se 
ve  égale  à  zéro,  grftce  aux  limites  choisies. 

ne  tera  peut-être  pas  inutile,  à  ce  propos,  de  signaler  l'erreur  suivante, 
peut  embarrasser  quelques  instants  quand  on  ne  fait  pas  bien  attention  à 
Stable  signification  des  symboles  analytiques, 
ms  le  cas  particulier  où  l'on  donne  aux  différents  points  mAtériela  d'un 
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différentielle  exacte  d'une  fonction  V  des  coordonnées  des 
divers  points  mobiles,  Téquation  (i)  peut  s'écrire 

(2)  li  mv'-l\  mv]  =\ -y,. 


système  des  mouTements  compatibles  avec  les  liaisons  du  système,  le  théorèiie 
de  d'Alcmbcrt  fournit  l'équation 

où  les  forces  intérieures  n'entrent  pas.  Mais,  parmi  tous  les  déplacements  eoBB- 
patibles  avec  les  liaisons  du  système,  il  semble  qu'on  puisse  choisir  en  pic 
mière  ligne  celui  qu'il  prend  réellement,  c'est-à-dire  qu'on  puisse  rempbcer» 
dans  l'équation  précédente,  ox,  Sir,  iz  respectivement  par  dx,  djr^  dx.  L'équa- 
tion prend  ainsi  la  forme 

l{\djc-^\djr^Zdz)  =  d,llmv»; 

et  l'on  voit  qu'elle  ne  contient  pas  de  trace  des  forces  intérieures. 

Voici  quel  est  le  vice  du  raisonnement  précédent.  Dire  qu'un  ensemble  d(HiDr 
de  déplacements  virtuels,  représenté  d'une  manière  générale  par  ix,  ^,  itt 
est  compatible  avec  les  liaisons  du  système,  c'est  dire  que  la  difTérenUeUe  de 
chacune  des  équations  de  condition 

p/-r,^,«,  0  =  0 

est  nulle  quand  on  donne  aux  coordonnées  x^jr,  z  les  accroissements  ^x,  {r, 
oz,  et  qu'on  laisse  t  constant.  En  effet,  on  écrit  en  définitive  des  équations 
d'équilibre,  et,  pour  cet  équilibre,  les  liaisons  doivent  être  considérées  tdk» 
qu'elles  sont  à  l'instant  que  l'on  considère;  on  doit  donc  avoir 

Or  les  déplacements  dx^  dXt  dz  ne  satisfont  pas  en  général  à  cette  équation, 
parce  que  la  relation 

n'est  satisfaite  par  les  valeurs  x  -h  dx^  j  -i-  </>•,  z-^-dz  qu'à  la  condition  d'y 
faire  aussi  varier  t  de  son  accroissement  </r,  et  alors  on  doit  avoir 


(4) 


2(£'^-J''-^-*-î''^)+$*=°- 


da. 
Les  deux  équations  (3)  et  (4)  ne  sont  compatibles  que  si  '^  =  o,  c'est-à- 
dire  si  le  temps  n'entre  pas  explicitement  dans  les  équations  de  liaison.  C'est 
le  seul  cas  où  les  forces  extérieures  disparaissent  de  l'équation  des  forces  viv«s 
(cette  équation  étant  considérée  d'une  manière  générale,  et  non  plus  comme 
dans  les  cas  des  corps  élastiques,  appliquée  entre  deux  limites  choisies  parti- 
culièrement). 
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Sous  celte  forme ,  elle  constitue  une  intégrale  du  pro- 
blème. 

L'intégrale  des  forces  vives  a  une  importance  toute  particu- 
lière qui  la  distingue  de  toutes  les  autres  intégrales,  aussi  bien 
dans  la  mécanique  rationnelle  que  dans  la  mécanique  appli- 
quée. Les  problèmes  pour  lesquels  Tiniégrale  des  forces  vives 
a  lieu  sont  les  seuls  dont  s'occupe  la  mécanique  analytique  : 
ils  comprennent  tous  ceux  qui  sont  relatifs  au  système  du 
monde.  En  effet,  quand  la  force  qui  s'exerce  entre  deux  points, 
fixes  ou  mobiles,  dépend  uniquement  de  la  distance  r  de  ces 
deux  points,  la  somme  des  travaux  de  l'action  et  de  la  réaction 
pour  des  déplacements  élémentaires  quelconques  des  points 
considérés  a  pour  expression /(r)rfr,  quantité  qui  est  la  diffé- 
rentielle exacte  d'une  certaine  fonction  <p(r). 

Principe  de  la  conservation  des  forces  vives.  —  Quand  la 
somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  agissant  sur  le  système 
est  constamment  nulle,  la  force  vive  reste  invariable  pendant 
le  mouvement  ;  le  système  conserve  sa  force  vive. 

Stabilité  de  l'équilibre  des  systèmes  pesants. 

Le  théorème  des  forces  vives  peut  nous  rendre  compte  des 
conditions  de  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  système  pesant  à 
liaisons.  Nous  avons  vu  qu'un  système  de  ce  genre  est  en 
équilibre  lorsque  son  centre  de  gravité  ne  sort  pas  du  plan 
horizontal  qui  le  contenait  tout  d'abord,  quel  que  soit  le  dépla- 
cement infiniment  petit,  et  compatible  avec  les  liaisons,  que 
l'on  attribue  au  système.  Admettons  maintenant  que  Ton 
donne  au  système  un  déplacement  fini,  mais  très-petit,  et 
toujours  compatible  avec  les  liaisons,  et  que,  quel  que  soit  ce 
déplacement  Gni,  le  centre  de  gravité  du  système  s'élève  tou- 
jours au-dessus  de  sa  position  d'équilibre;  je  dis  que,  dans  ce 
cas,  l'équiHbre  du  système  est  stable.  Nous  allons  voir,  en 
effet,  à  l'aide  du  théorème  des  forces  vives,  que,  si  Ton  aban- 
donne à  lui-même  le  système  très-peu  dérangé  de  sa  position 
d'équilibre,  l'action  de  la  pesanteur  tendra  toujours  à  le  rap- 
procher de  cette  position. 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  remarquerons  d'abord 
que  le  système  matériel  dont  il  s'agit  ne  peut  pas  rester  immo- 
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bile  dans  la  nouvelle  position  qu'on  lui  a  donnée,  pounu 
toutefois  que  le  déplacement  attribué  à  ce  système  soit  suffi- 
samment petit.  Car  le  centre  de  gravité  du  système,  qui  s'esl 
élevé  par  hypothèse  dans  ce  déplacement  fini,  continuerait 
encore  à  s'élever  infmiment  peu,  si  Ton  donnait  au  système 
un  nouveau  déplacement  infmiment  petit  dans  le  même  sens 
que  le  précédent;  et  par  conséquent  la  condition  d'équilibre 
n'est  plus  remplie  pour  la  position  qu'occupe  le  système  après 
qu'il  a  subi  le  déplacement  fini  dont  il  est  question.  Le  sys- 
tème matériel,  ne  pouvant  pas  être  en  équilibre  dans  la  nou- 
velle position  qu'on  lui  adonnée,  se  mettra  nécessaireftienteo 
mouvement  sous  l'action  de  la  pesanteur,  et  par  conséquent 
acquerra  une  certaine  force  vive.  Or  sa  force  vive  ne  peut 
s'accroître  qu'autant  que  la  somrpe  des  travaux  des  forces  qui 
lui  sont  appliquées  est  positive  ;  d'un  autre  côté,  les  forces 
capables  de  remplacer  les  liaisons  ne  fournissent  aucun  terme 
dans  cette  somme  de  travaux  ;  il  en  résulte  que,  dans  le  mou- 
vement que  prend  le  système  matériel  abandonné  à  lui-même 
après  avoir  été  dérangé  de  sa  position  d'équilibre,  le  travail 
dû  à  la  pesanteur  doit  être  positif.  Mais  nous  savons  que  ce 
travail  est  le  même  que  si  la  masse  entière  du  système  était 
concentrée  en  son  centre  de  gravité;  donc,  dans  le  mouve- 
ment dont  il  s'agit,  ce  centre  dé  gravité  ne  peut  que  des- 
cendre, c'est-à-dire  qu'il  se  rapproche  nécessairement  de  la 
position  qu'il  occupait  lorsque  le  système  était  en  équilibre. 

Un  raisonnement  analogue  ferait  voir  qu'au  contraire,  dans 
le  cas  où  le  centre  de  gravité  du  système  pourrait  s'abaisser 
par  suite  du  déplacement  fini,  mais  très-petit,  attribué  au  sys- 
tème, l'équilibre  serait  instable;  c'est-à-dire  que  le  système, 
abandonné  à  lui-même  après  avoir  subi  un  pareil  déplacement, 
non-seulement  ne  reviendrait  pas  vers  la  position  d'équilibre 
qu'il  avait  d'abord,  mais  encore  continuerait  à  s'en  éloigner. 

Enfin,  l'équilibre  est  indifTérent  quand,  par  suite  d'un  dé- 
placement fini,  mais  très-petit,  attribué  au  système,  le  centre 
de  gravité  ne  sort  pas  d'un  plan  horizontal. 

Le  résultat  précédent  est  exact;  mais  notre  démonstration 
n'est  pas  suffisante.  En  effet,  nous  avons  bien  démontré  que 
si,  en  écartant  le  corps  de  la  position  d'équilibre,  le  centre  de 
gravité  monte,  il  tend  à  revenir  à  sa  position  première,  mais 
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nous  ne  savons  pas  s'il  restera  dans  le  voisinage  de  cette  po- 
sition, comme  la  stabilité  l'exige,  ou  s'il  ne  la  dépassera  pas 
pour  s'en  écarter  ensuite  d'une  manière  notable,  en  vertu  de  sa 
forceviveacquise.  Prouver  que  l'équilibre  eslstable,c'estétablir 
qu'on  peut  toujours  écarter  assoz  peu  le  système  de  sa  position 
d'équilibre,  dans  le  sens  que  l'on  voudra,  pour  que  la  force 
vive  du  système  abandonné  à  lui-même  reste  constamment 
très-petite.  Pour  le  développement  de  celle  question  intéres- 
sante, je  renverrai  à  un  beau  Mémoire  de  M.  Dirichlet  (Jour- 
nalde  Crelle,  t.  32,  p.  85). 

I X.  —  Extension  au  cas  des  mouvements  belatips  des  théorèmes 

GÉNÉRAUX  SUR   LE    MOUVEMENT   DES  SYSTÈMES  MATÉRIELS. 

Les  théorèmes  généraux  que  nous  venons  de  démontrer, 
ainsi  que  toutes  les  conséquences  que  nous  en  avons  dé- 
duites, sont  applicables  au  mouvement  d'un  système  matériel 
par  rapport  à  des  axes  coordonnés  mobiles,  pourvu  qu'on 
n'oublie  pas  de  joindre  aux  forces  réelles  les  forces  apparentes 
qai  permettent  de  traiter  le  mouvement  relatif  de  chacun 
des  points  du  système  comme  un  mouvçmenl  absolu.  Ces 
forces  apparentes  sont,  comme  on  sait,  au  nombre  de  deux 
pour  chaque  point  :  Tune  est  la  force  d'inertie  correspondante 
au  mouvement  d'entraînement,  l'autre  est  h  force  centrifuge 
composée  (*). 

Dans  le  cas  où  les  axes  mobiles,  auxquels  on  rapporte  le 
mouvement  du  système  matériel,  se  meuvent  parallèlement 
à  eux-mêmes,  les  forces  centrifuges  composées  sont  toutes 
nulles;  les  forces  apparentes  se  réduisent  donc  aux  forces 
d'inertie,  qui  correspondent  au  mouven^nt  d'entraînement. 
31,  en  outre,  le  mouvement  de  translation  des  axes  est  recti- 
lîgne  et  uniforme,  ces  forces  d'inertie  sont  également  nulles; 
ies  théorèmes  généraux  s'appliquent  donc  au  mouvement  re- 


(*)  Nous  atoDS  déjà  fait  observer  que,  dans  Tapplication  du  théorème  des 
brces  tîtcs  aux  mouvements  relatifs,  les  forces  centrifuges  composées  dispa- 
■aissent  d'elles-mêmes,  chacune  d'elles  étant  dirigée  perpendiculairement  k  la 
riletae  relative  du  point  auquel  elle  est  appliquée. 
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laiif,  dans  ce  cas,  exaclemeni  de  la  même  manière  qu'ils  s'ap- 
pliquent au  mouvement  absolu,  sans  qu'on  ait  besoin  de 
joindre  aucune  force  apparente  aux  forces  qui  agissent  réelle- 
ment  sur  le  système* 

Mouvement  d'un  système  matériel  par  rapport  à  des  axes 
de  direction  constante  passant  par  le  centre  de  gravité. 

Voici  maintenant  comment  on  applique  les  théories  précé* 
dentés  à  Tétude  du  mouvement  d'un  système  quelconque  de 
points  matériels  :  on  commence  par  étudier  le  mouvement  do 
centre  de  gravité,  mouvement  qui  est  déterminé  quand  on 
connaît  les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  le  système;  puis 
on  applique  à  ce  point  des  axes  de  direction  constante,  eiTon 
cherche  quel  est  le  mouvement  du  système  par  rapport  à  ces 
axes,  liés  au  centre  de  gravité. 

Remarquons  d'abord  que,  géométriquement,  toutes  les  for- 
ces d'inertie  se  réduisent  à  une  seule  qui  passe  à  l'origine.  £n 
effet,  ces  forces  sont  parallèles  et  de  sens  contraire  à  l'accé- 
lération totale  du  mouvement  absolu  du  centre  de  gravité  du 
système,  et  la  grandeur  de  chacune  d'elles  s'obtient  en  multi- 
pliant la  masse  du  point  auquel  on  la  suppose  appliquée  par 
cette  accélération  totale  du  centre  de  gravité.  Donc  ces  forces» 
qui  sont  parallèles  et  proportionnelles  aux  masses,  se  compo- 
sent comme  des  poids,  et,  géométriquement,  elles  ont  une 
résultante  qui  leur  est  parallèle,  égale  à  leur  somme,  et  qui 
passe  par  le  centre  de  gravité  des  divers  points  d'application. 

Si  ces  points  formaient  un  solide  invariable,  on  pourrait 
remplacer  toutes  les  forces  d'inertie  par  leur  résultante,  sup- 
primer cette  dernière,  qui  se  trouve  appliquée  à  un  point  Gne, 
dans  le  mouvemen^relatif.  Pour  un  système  quelconque,  on 
ne  peut  remplacer  les  forces  d'inertie  par  leur  résultante, 
parce  que  chacune  d'elles  a  une  action  spéciale  au  point  au- 
quel elle  est  appliquée,  mais  il  est  évident  que  la  somme  des 
moments  de  ces  forces  par  rapport  à  un  axe  quelconque 
passant  par  l'origine  est  toujours  nulle,  puisque  ces  sommes 
de  moments  sont  des  quantités  géométriques,  dans  le  calcul 
desquelles  la  constitution  du  corps  n'intervient  pas.  On  con- 
clut de  là  que,  dans  le  cas  particulier  où  les  forces  réelles, 
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composées  comme  si  elles  agissaient  sur  un  solide  invariable, 
omune  résuUanle  nulle  ou  passant  par  le  centre  de  gravité  (*), 
le  théorème  des  aires  a  lieu  dans  le  mouvement  relatif  dont 
nous  nous  occupons,  malgré  la  mobilité  du  point  pris  pour 
origine  des  rayons  vecteurs  menés  aux  divers  points  matériels 
du  système.  Le  plan  du  maximum  des  aires  conserve  une  di- 
rection constante  dans  Tespace,  et  la  somme  des  aires  proje- 
tées sur  ce  plan,  à  partir  d'une  époque  Hxe  quelconque,  aug- 
mente proportionnellement  au  temps. 

C'est  en  appliquant  ce  qui  précède  au  mouvement  de  notre 
système  planétaire  que  Laplace  a  été  conduit  à  considérer  le 
plan  du  maximum  des  aires  correspondant  au  centre  de  gra- 
vité, dans  le  mouvement  de  ce  système,  par  rapport  à  des 
ixes  de  direction  constante  menés  par  ce  point,  plan  auquel 
I  a  donné  le  nom  de  plan  invariable,  et  qu'il  a  proposé  de 
)rendre  pour  plan  fixe  dans  l'étude  du  mouvement  des  divers 
tsires.  On  obtient  ainsi  un  plan  qui  reste  constamment  paral- 
èle  à  lui-même,  bien  qu'on  ne  connaisse  aucun  point  fixe. 

Il  y  a  plus,  si  le  système  solaire  tout  entier  était  soumis  à 
'action  d'un  point  assez  éloigné  de  ce  système  pour  que  les 
lîflférents  corps  qui  en  font  partie  puissent  être  regardés  comme 
situés  à  la  même  distance  de  ce  point,  les  actions  exercées  sur 
îes  corps  auraient  une  résultante  géométrique  passant  au  centre 
le  gravité,  et,  par  suite,  le  plan  invariable  subsisterait  encore. 
Théorème  des  forces  vives.  —  Le  théorème  des  forces  vives 
l'applique  également  au  mouvement  d'un  système  matériel  par 
•apport  à  des  axes  de  direction  constante  menés  par  son  centre 
le  gravité,  sans  qu'il  soit  besoin  de  joindre  aucune  force  ap- 
[larente  aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  le  système. 


(*)  Dans  le  cas  où  les  forces  extérieures  satisfont  aux  conditions  de  l'équi- 
ibre,  le  théorème  des  aires  a  lieu  inditréremment  quand  on  prend  pour  origine 
toit  un  point  fixe  quelconque,  soit  le  centre  de  gravité  ou  tout  autre  point 
inimé  d'un  mouTement  rcctiligne  cl  uniforme. 

Quand  les  forces  ont  une  résultante  qui  passe  au  centre  de  gravité,  le  théo- 
•ème  est  Trai  seulement  pour  le  centre  de  gravité  ou 'pour  un  point  qu'on 
ktsujettirait  à  se  trouver  constamment  sur  la  direction  de  la  résultante  des 
brces  ou  de  l'accélération  totale  du  centre  de  gravité.  Cette  condition  est  in- 
Uspensable  pour  que  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  et  celle  des 
noments  des  forces  d'inertie  soient  nulles. 
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En  effet,  la  somme  des  travaux  des  forces  d'inertie  peulèlre 
remplacée  par  le  travail  d*une  force  unique  appliquée  au 
centre  de  gravité;  par  conséquent,  cette  somme  de  travaux 
est  nulle  dans  le  mouvement  relatif  que  nous  considérons, 
puisque  le  déplacement  relatif  du  centre  de  gravité  est  con- 
stamment nul. 

Cela  ne  serait  plus  vrai  si  Ton  prenait  pour  origine  des  aies 
un  point  mobile  quelconque,  à  moins  toutefois  que  ce  point 
ne  soit  animé  d'un  mouvement  reciiligne  et  uniforme. 

Relation  entre  la  force  vive  réelle  et  la  force  vive  rapportée 
au  centre  de  gravité,  —  En  supposant  toujours  que  Torigioe 
mobile  soit  le  centre  de  gravité  du  système,  il  existe  une  rela- 
tion très-simple  entre  la  force  vive  absolue  et  la  force  vive  ^el^ 
live.  Considérons  un  point  quelconque  M  {fig.  i5).  La  vitesse 

Fig.  i5. 
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absolue  MA  rn^  V  de  ce  point  est  la  résultante  de  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  MB  =  ç;,,  constante  pour  tous  les  points  du 
système  en  grandeur  et  en  direction,  et  de  la  vitesse  relative 
BA  =  i'r,  et  Ton  a  l'équation 

Multiplions  les  deux  membres  de  celte  équation  par  wi,  et 
faisons  la  somme  de  toutes  les  équations  analogues,  il  vient, 
en  n'oubliant  pas  que  v,  est  une  constante  pour  tous  les  poinls 
du  système, 


^nii'^ 


MVe  --^mv).  ~\-  2i',  2/lli'rCOSi'o   i'r. 


Remarquons  que  la  somme  qui  multiplie  ac^*,  dans  le  der- 
nier terme  de  cette  équation,  est  identiquement  nulle;  en 
effet,  c'est  îa  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant 
la  masse  de  chaque  point  matériel  par  la  projection  de  sa  vi- 
tesse relative  sur  la  direction  MB;  or  celle  somme  est  égale  à 
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la  masse  My  multipliée  par  la  projection  sur  la  même  direction 
delà  vitesse  relative  du  centre  de  gravité,  laquelle  vitesse  est 
nulle. 
On  a  ainsi  le  résultat  suivant  : 

Théorème.  —  La  force  vwe  absolue  d'un  système  quelconque 
est  égale  à  la  force  vive  du  même  système  dans  un  mouve^ 
ment  relatif  à  (^ois  axes  animés  de  la  vitesse  du  centre  de 
gravité,  plus  la  force  vive  qu  aurait  la  masse  totale,  supposée 
concentrée  au  centre  de  gravité. 

On  calculerait,  au  moyen  de  ce  théorème,  la  force  vive  de  la 
Terre,  en  tenant  compte  de  son  double  mouvement  de  rota- 
tion sur  elle-même  et  de  translation  autour  du  Soleil. 

Un  corps,  tel  qu'un  bateau  ou  une  voiture,  étant  animé 
ti*un  mouvement  lent  de  translation,  on  cajcule  le  travail  qu'il 
«iut  pour  rarrêter,  en  faisant  le  produit  de  sa  masse  par  le 
îarré  de  sa  vitesse.  Considérons  au  contraire  un  boulet  arri- 
ant  avec  une  vitesse  apparente  très-faible,  mais  animé  en 
éalité  d'uq  mouvement  de  rotation  très-rapide,  qui  échappe. 
nos  yeux  en  vertu  de  sa  rapidité  même  :  sa  force  vive  réelle 
5t  bien  supérieure  à  celle  qu'on  lui  attribue,  en  ne  tenant 
ompte  que  de  son  mouvement  de  translation,  et  l'on  peut  re- 
Bvoir  un  choc  violent  en  essayant  imprudemment  de  lui  op- 
oser  un  obstacle. 

C'est  la  même  raison  qui  fait  que  l'on  voit  souvent  une  bille  de 
illard,  arrivant  presque  morte  à  toucher  une  bande,  retrouver 
près  le  choc  une  vitesse  notable,  par  suite  d'une  autre  dîstri- 
ution  de  la  force  vive  qui  correspondait  à  son  mouvement 
e  rotation. 


q6  dynamique. 


CHAPITRE  IIL 

APPLICATIONS  DE  LA  THÉORIE  A  QUELQUES  QUESTIONS 

DE  MÉCANIQUE  PRATIQUE. 


§  XI.  —  Théorie  du  choc. 

La  première  application  que  nous  ferons  se  rapporte  à  Tune 
des  théories  les  plus  importantes  de  la  Mécanique  :  celle  du 
choc  des  solides  naturels. 

Déflnissonsd'abordcequeron  doit  entendre  par  le  choc.Deuî 
corps  sont  en  mouvement,  et  il  résulte  des  lois  individuelles 
de  leurs  mouvements  que  ces  corps  devraient  venir  occuper 
.au  même  instant  une  même  portion  de  l'espace.  C'est  ce  qui 
n'est  pas  possible,  en  vertu  de  ce  qu'on  appelle  Vimpénétra- 
bilité  de  la  matière.  Aussi  observe-t-on,  dans  le  cas  que  nous 
avons  supposé,  des  phénomènes  particuliers,  qui  s'accomplis- 
sent dans  un  temps  très-court  (non  infiniment  court),  temps 
pendant  lequel  les  mouvements  des  deux  solides  éprouvent 
des  modifications  fmies. 

Ces  phénomènes  sont  connus  sous  le  nom  de  choc. 

Pour  se  rendre  un  compte  exact  de  ce  qui  se  passe  pendant 
le  choc,  il  n'est  pas  nécessaire  de  doter  la  matière  d'une  pro- 
priété nouvelle  et  plus  ou  moins  mystérieuse,  qui,  sous  le 
nom  A' impénétrabilité^  empêche  d'une  manière  .absolue  deuï 
corps  différents  d'occuper  simultanément  une  même  portion 
de  l'espace.  Il  suffit,  pour  faire  rentrer  le  choc  dans  la  classe 
des  phénomènes  dont  l'étude  fait  l'objet  de  la  Dynamique,  de 
supposer  qu'au  moment  où  les  deux  corps  considérés  arrivent 
au  contact  géométrique,  probablement  même  un  peu  avant,  il 
se  développe,  entre  celles  de  leurs  molécules  qui  sont  suffisam- 
ment voisines,  des  forces  qui  tendent  à  modifier  les  vitesses 
des  deux  corps,  de  manière  à  les  empêcher  d'atteindre  au 
même  instant  un  même  point  de  l'espace. 
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Cest  à  ces  forces  moléculaires,  dont  Tintensité  est  considé- 
rable, el  dont  en  même  temps  la  sphère  d'action  est  extrême- 
ment petite,  qu'on  doit  rattacher  les  phénomènes  de  la  cohésion 
des  corps  solides,  de  la  viscosité  des  corps  liquides,  etc. 

Ces  forces  étant  des  forces  intérieures,  par  rapport  au  sys- 
tème des  deux  corps,  il  en  résulte  que  tous  les  théorèmes  de 
t^ynamique  dans  lesquels  ces  forces  intérieures  n'entrent  pas 
s'appliqueront  sans  altération  aux  deux  corps  avant  comme 
3près  le  choc.  Quant  aux  forces  extérieures  qui  agissent  sur 
ïe  système,   leur  effet  pendant  le  choc  peut  être  négligé,  à 
Cause  du  peu  de  durée  du  phénomène,  dans  les  équations  où 
Ces  forces  entrent,  soit  par  leurs  impulsions,  soit  par  les  mo- 
ments de  ces  impulsions. 
En  effet,  considérons  des  intégrales  telles  que 

S¥dt    ou    S^pdt, 

dans  lesquelles  entrent  les  forces  extérieures  F  et  leurs  bras 
de  levier  p,  et  concevons  qu'on  remplace  F  et  />  par  leurs  va- 
leurs maxima  respectives  F,  et  p,,  pendant  le  temps  Q  que 
dure  le  choc,  il  est  évident  qu'on  exagère  ainsi  les  valeurs  de 
ces  intégrales.  Or  les  quantités  qu'on  obtient  ainsi, 

F,0,     F,/?.0, 

sont  tout  à  fait  négligeables,  parce  que  0  est  très-petit  et  que 
F»  et  Pi  ont  des  valeurs  moyennes  qui  ne  dépassent  jamais 
certaines  limites  très-restreinlcs. 

Il  résulte  de  là  que  la  vitesse  du  centre  de  gravité  des  deux 
corps  sera  la  même  après  le  choc  qu'avant  le  choc,  et  que  les 
sommes  des  projections  et  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  conserveront  aussi  les  mêmes  valeurs  pour  un  sys- 
tènae  d'axes  coordonnés  quelconques. 

Considérons,  au  contraire,  le  théorème  des  forces  vives; 

nous  pouvons  encore  ne  pas  tenir  compte  de  l'effet  des  forces 

extérieures,  qui  consiste  à  introduire   dans  l'équation  des 

termes  de  la  forme 

JYds; 

car,  en  raisonnant  comme  précédemment,  nous  voyons  que 
cette  expression  est  plus  petite  que  F,  o-,  en  appelant  «7  le  dépla- 
cement très-petit  du  point  d'application  pendant  le  temps  0, 
111.  7 


g8  DYNAMIQUE. 

et  F,  la  valeur  maxima  de  la  composante  tangentielle  F.  Mais  il 
faut  se  préoccuper  du  travail  des  forces  intérieures,  lequel  est 
représenté  par  des  intégrales  de  la  forme 

ffdh 

dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  force  du  choc  fz  une  valeur" 
trèsrgrande,  d'autant  plus  grande  que  dl  est  plus  petit,  et,  pas" 
suite,  il  y  a  compensation  entre  les  deux  facteurs  :  leurpro — 
duit  ne  peut  pas  être  négligé.  Donc,  dans  le  choc,  il  y  a  tou — 
jours  altération  de  la  force  vive  totale,  eu  égard  au  travail  dess 
déformations  moléculaires. 

Le  plan  de  cet  Ouvrage  ne  comporte  pas  l'exposition  de  I9 
théorie  du  choc  dans  toute  sa  généralité.  Voulant  seulement 
donner  une  idée  de  la  manière  dont  on  doit  traiter  les  ques- 
tions cjp  ce  genre,  nous  nous  bornerons  à  étudier  le  cas  le  plus 
simple,  celui  du  choc  direct,  et  nous  supposerons  qu'il  s'agisse 
de  deux  corps  sphériques  homogènes  dont  les  dimensions  im- 
portent peu,  animés  de  mouvements  de  translation  rectilignes 
et  uniformes  suivant  la  ligne  qui  joint  leurs  centres  de  figure 
{Jig-  '6). 

Fig.  16. 


\  \ 


«-0 


Tout  étant  symétrique  par  rapport  à  celte  ligne,  il  est  évi- 
dent que  les  mouvements  après  le  choc  seront  encore  des 
translations  dont  la  direction  n'aura  pas  changé,  et  il  n'y  a  qu'à 
déterminer  les  nouvelles  vitesses  des  deux  corps. 

Soient  m  et  m'  les  masses  de  nos  deux  sphères,  v,,  v\  leurs 
vitesses  respectives,  que  nous  supposerons  dirigées  dans  le 
même  sens.  Alors,  pour  qu'il  y  ait  choc,  on  devra  nécessaire- 
ment avoir 

Cela  posé,  les  forces  moléculaires  dont  nous  avons  parlé 
tendent  évidemment  à  diminuer  la  vitesse  du  corps  (m),  à 
augmenter  la  vitesse  du  corps  (m'),  et  cela,  tant  que  les  vi- 
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teçses  de  ces  deux  corps  ne  seront  pas  rigoureusement  égales; 
il  faudra  nécessairement  qu'au  bout  d'un  certain  temps,  tou- 
jours très-court,  les  deux  corps  se  trouvent  animés  d'une 
même  vitesse  V. 

Pour  déterminer  cette  vitesse  commune,  nous  applique- 
ïx^ns  le  théorème  des  quantités  de  mouvement,  projetées  sur 
l«i  droite  suivant  laquelle  se  meuvent  les  centres  des  deux 
<îorps. 

D'après  les  hypothèses  que  nous  avons  faites,  le  systènK» 
^es  deux  corps  n'est  soumis  à  aucune  force  extérieure;  nous 
*\ons  d'ailleurs  remarqué  que  l'impulsion  de  pareilles  forces,  en 
Supposant  qu'elles  existassent,  pourrait  toujours  être  négligée 
pendant  la  courte  durée  du  choc.  Comme,  de  plus,  les  forces 
intérieures  n'entrent  pas  dans  l'équation  des  quantités  de  mou- 
vement, nous  concluons  de  là  que  la  somme  algébrique  des 
quantités  de  mouvement  des  deux  solides  conserve  constam- 
ment la  même  valeur. 

En  égalant  cette  somme  de  quantités  de  mouvement,  prise 
avant  le  choc,  à  ce  qu'elle  devient  à  l'instant  où  les  deux  so- 
lides ont  une  même  vitesse  V,  on  obtient  la  relation 

{ I  )  mi'o  -f-  m'  v\  ---  (  m   -  m'  )  V, 

d'où  Ton  déduit 

*    '  m  h  m' 

A  partir  de  l'instant  où  les  deux  solides  ont  acquis  la  vitesse 
commune  V,  les  choses  se  passent  de  diverses  manières,  sui- 
vant la  nature  des  solides.  Les  forces  moléculaires,  qui  ont 
amené  l'égalité  de  vitesse,  n'ont  pu  se  développer  qu'autant 
que  les  solides  ont  éprouvé  une  certaine  déformation  dans  le 
voisinage  de  leur  point  de  contact;  ces  solides  se  sont  aplatis 
vers  ce  point,  et  leur  aplatissement  a  augmenté  tant  que  la 
vitesse  de  (m)  était  encore  supérieure  à  celle  de  (m'),  c'est-à- 
dire  tant  que  le  centre  de  gravité  du  premier  corps  se  rappro- 
chait de  celui  du  second. 

Or,  si  les  corps  (m)  et  (m')  sont  des  corps  parfaitement 
mous,  qui,  une  fois  qu'on  leur  a  fait  subir  une  déformation, 
ne  tendent  en  aucune  façon  à  revenir  aux  formes  qu'ils  avaient 

7- 
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d'abord,  il  est  clair  que  deux  corps  de  celle  nature  cessenide 
réagir  Tun  sur  l'autre,  à  partir  de  Tinstant  où  leurs  vitesses 
sont  devenues  égales  ;  et,  par  conséquent,  ils  continuent  à  se 
mouvoir  ensemble,  avec  la  vitesse  commune  V,  que  nousve* 
nons  de  calculer. 

Les  choses  ne  se  passent  pas  de  la  même  manière  lorsqu'il 
s*agit  de  corps  élastiques,  et  le  choc  n'est  pas  terminé  au  mo- 
ment où  les  deux  corps  possèdent  une  vitesse  commune.  En 
cfîet,  Taplatissement  des  deux  solides  tend  à  disparaître,  et 
ils  continuent  à  réagir  Tun  sur  Tautre,  en  vertu  de  cette  ten- 
dance, après  que  leurs  vitesses  sont  devenues  égales.  La  vi- 
tesse de  (m)  est  encore  diminuée,  et  celle  de  (m')  augmentée, 
de  sorte  que,  au  bout  d'un  nouvel  intervalle  de  temps  très- 
court,  les  deux  corps  se  séparent  en  vertu  de  l'inégalité  de 
leurs  vitesses  finales. 

Si  les  réactions  qui  se  développent  pendant  cette  seconde 
partie  du  choc  ont  les  mêmes  valeurs  que  celles  qui  s'étaienl 
développées  pendant  la  première  partie,  c'est-à-dire  si  le  choc 
présente  une  symétrie  complète  de  part  et  d'autre  de  l'instant 
(jui  correspond  à  la  plus  grande  déformation  des  deux  corps, 
on  dit  que  ces  corps  sont  parfaitement  élastiques.  Dans  ce 
cas,  la  vitesse  du  corps  (m),  qui'a  déjà  diminué  de  *'#  — V  pen- 
dant la  première  partie  du  choc,  diminue  encore  de  la  même 
quantité  pendant  la  seconde  partie,  et,  de  même,  la  vitesse  du 
corps  (m'),  qui  s'est  accrue  de  \  —  v\  pendant  la  première 
partie,  s'accroît  encore  d'autant  pendant  la  seconde  partie. 

On  a  donc,  en  désignant  par  v  et  /  les  vitesses  des  deux 
corps  [ni)  Qi  (m')  au  moment  où  ils  se  séparent  l'un  de 
l'autre, 

(3)  V-i^  =  r,_V,     C/-V:  .  V~i''.;*}i 


(*)  On  tire  des  équaliuiis  (3) 


j 


V    l»  =  !•-  —    17   , 


équation  indépendante  des  masses,  qui  nous  apprend  que  la  vitesse  relative 
«'»  —  v^  du  corps  choquant  par  rapport  au  corps  choqué  a  conservé  la  même 
valeur  et  chan(;e  simplement  de  signe  après  le  choc;  il  y  a  eu  réflexion  rehtift 
de  Tun  des  corps  sur  Tautrc. 
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d'où,  en  substituant  la  valeur  do  V, 

y  — ; -, 9 

m  -f-  m 

(4) 


m  -h  m 


Voyons  ce  que  deviennent  ces  équations  dans  quelques  cas 
particuliers. 
Supposons  d'abord  les  deux  masses  égales,  on  a 


V  -:  K\y 


t 

f      les  deux  corps  ont  échangé  leurs  vitesses. 

I         Supposons  que  le  corps  choqué  soit  en  repos  avant  le  choc, 

c'est-à-dire  faisons  k\  =r  o.  On  aura 

/  m  —  m' 

,6)  < 

/   r.r  . j  i',. 

m  -r-  ni 

La  vitesse  c^  du  corps  choqué  est  toujours  positive,  mais  il 
n'en  est  pas  de  même  de  i':  elle  est  positive,  négative  ou  nulle, 
selon  que  l'on  a 

m  >»  m',     m  <[  m',     ou     m  r^  m'. 

Dans  le  premier  cas,  le  corps  choquant  continue  à  se  mou- 
voir dans  le  même  sens;  dans  le  second  cas,  il  revient  sur  ses 
pas;  enfin,  dans  le  troisième,  il  reste  en  repos  en  communi- 
quant sa  vitesse  au  corps  choqué  (ce  qui  résulte  également  de 
la  loi  de  l'échange  des  vitesses,  dans  le  cas  de  l'égalité  des 
masses). 

Supposons  enfin  que  le  corps  choqué  soit  remplacé  par  un 
plan  inébranlable  en  repos,  c'est-à-dire  faisons  v\  .^  o,  et 
m'  =  00  ,  il  viendra 

(  7 }  /  -^  o,     v=^  —  i\. 

Le  corps  choquant  a  pris,  en  sens  contraire,  la  vitesse  qu'il 
possédait  avant  le  choc  ;  c'est  une  conséquence  de  la  loi  de  la 
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réflexion  relative.  11  suit  de  là  qu'un  corps  parfailement  élas- 
tique qui  tombe  d'une  certaine  hauteur  sur  un  plan  horizon- 
tal doit  remonter  a  la  même  hauteur  d'où  il  est  tombé. 

Ce  dernier  résultat  permet  d'expliquer  ce  qui  se  passe  dans 
lo  choc  oblique. 

Choc  oblique.  —  Considérons  une  bille  élastique,  animée 
d'une  vitesse  r,  et  venant  frapper  obliquement  un  plan  inébran* 
lable(/g^.  17). 


Fij.  17. 


r'\ 


..lL_ 


r_        X*      I 


N 


P' 

rf. .^    , 

t 


t 


>N\     n\C 


Décomposons  la  vitesse  k'  en  deux,  l'une  Vn  normale  au  plan, 
l'autre  vt  parallèle  à  ce  plan.  Ceci  posé,  rapportons  le  mouve- 
inenl  à  trois  axes,  animés  d'une  translation  rectiligne  et  uni- 
forme avec  la  vitesse  iv.  Le  mouvement  relatif  de  la  bille  s'ef- 
fectuera avec  la  vitesse  i'„,  et,  conformément  à  notre  théorie, 
la  bille  possédera  après  le  choc,  dans  son  mouvement  relatif, 
une  vitesse  égale  et  directement  opposée  à  Vn*  Pour  avoir  sa 
vitesse  absolue,  il  faut  composer  sa  vitesse  relative  avec  la  vi- 
tesse d'entraînement  r,.  On  obtient  ainsi,  pour  sa  nouvelle,  vi- 
tesse c'',  la  deuxième  diagonale  du  rectangle  déjà  construit. 
Or  les  deux  diagonales  d'un  rectangle  sont  égales  et  inverse- 
ment inclinées  sur  les  côtés  de  ce  rectangle. 

C'est  le  phénomène  du  ricochet. 

Les  deux  cas  que  nous  venons  de  considérer,  et  qui  se  rap- 
portent, l'un  à  des  corps  entièrement  dépourvus  d'élasticité, 
l'autre  à  des  corps  parfaitement  élastiques,  doivent  être  con- 
sidérés comme  des  limites  extrêmes  entre  lesquelles  tous  les 
corps  de  la  nature  se  trouvent  compris. 

Perle  de  force  vive  dans  le  clioc  des-  solides  naturels. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  corps  mous.  Au  mojen 
de  la  formule  qui  donne  la  vitesse  finale  commune  V,  il  est 
facile  d'évaluer  la  perle  de  force  vive  qui  résulte  du  travail  des 
forces  de  choc. 
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Pour  simpliûer  le  calcul^  nous  remarquerons  que  le  travail 
des  forces  intérieures,  telles  que  celles  qui  se  développent 
dans  le  choc,  ne  dépend  que  du  mouvement  relatif  des  deux 
corps.  En  effet,  l'expression  du  travail  de  deux  de  ces  forces  est 
//(d/,  et  ne  dépend,  par  conséquent,  que  de  la  distance  /  de 
leurs  points  d'application,  c'est-à-dire  du  mouvement  relatif 
de  l'un  des  corps  par  rapport  à  l'autre.  Nous  pouvons  donc 
supposer  l'un  des  corps  en  repos  et  l'autre  animé  d'une  vitesse 
^%  égale  à  la  vitesse  Vo  —  v\.  Nous  aurons  alors,  pour  la  vitesse 
commune  après  le  choc, 

m -h  ni 

L«  force  vive  avant  le  choc  était  égale  à  nuK'i  ;  après  le  choc, 
^lle  est  devenue  égale  à  (m  -f-  m')  W*;  donc  la.  perte  de  force 

Vive  est 

m' 
mcvî  — (m-4-  m')W'  rr=  mwl  —  (m-\-m'), —  wl 


7    1  '^  \  7  ^ 


m  -+-  m 


Cette  quantité  étant  essentiellement  positive,  il  y  a  toujours 
une  perte  de  force  vive,  perte  qui  représente  en  valeur  absolue 
le  double  du  travail  négatif  des  forces  intérieures.  En  rempla- 
çant w^  par  sa  valeur,  on  a 

Théorème  de  Camot.  —  On  peut  donner  une  autre  expres- 
sion de  la  perte  de  force  vive  qui  se  produit  dans  le  choc  des 
corps  mous.  On  arrive  encore  à  cette  expression  en  s'ap- 
puyantsur  ce  que  la  force  vive  perdue  dépend  uniquement  du 
mouvement  relatif  des  deux  corps,  et  en  rapportant  les  mou- 
vements de  ces  corps  à  des  axes  mobiles  avec  la  vitesse 
finale  Y. 

En  effet,  par  rapport  à  ces  axes,  les  vitesses  initiales  sont 


(*)  Cette  dernière  quantité  est  négative. 


Io4  DYNAMIQUE. 

et  les  vitesses  finales  sont  nulles.  Toute  la  force  vive  est  donc 
perdue,  ce  qui  représente  une  quantité  égale  à 

/w(i'o--V)>-4-m'((/.-V)«. 

Il  est  facile'de  vérifier  que  cette  expression  est  équivalente  à 
l'expression  (8),  au  moyen  de  la  valeur  de  V.  Donc  : 

Théorème.  —  La  force  vive  perdue  dans  le  choc  est  celle  qui 
correspond  aux  vitesses  perdues  par  chacun  des  deux  corps. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  célèbre 
de  Carnot. 

La  perte  de  force  vive  qui  accompagne  toujours  le  choc  des 
corps  mous  est  fôcheuse  à  un  double  point  de  vue  :  d'abord 
parce  que  la  force  vive  est  un&  valeur  industrielle  qu'on  pave: 
ensuite  parce  que  cette  force  vive  non  utilisée  a  pour  unique 
effet  de  détériorer  les  appareils,  puisqu'elle  représente,  dans 
l'équation  du  travail,  une  quantité  équivalente  de  travail  ré-sul- 
tant  des  déformations  moléculaires. 

On  doit  donc  autant  que  possible  éviter  les  chocs  dans  les 
machines,  ou,  quand  cela  ne  se  peut,  les  recevoir  sur  une  sub- 
stance élastique,  telle  que  les  ressorts  de  choc  des  wagons. 
Enfin  quand  le  choc  est  indispensable  pour  l'effet  utile  que 
l'on  veut  obtenir,  il  faut  au  moins  s'arranger  de  manière  que 
la  force  vive  perdue  soit  une  petite  fraction  de  la  force  vive 
totale  dépensée. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'enfoncer  à  coups  de  marteau  un 
clou  dans  une  pièce  de  bois.  Une  partie  de  la  force  vive  dont 
est  animé  le  marteau  se  trouve  transmise  au  clou  par  l'effet  du 
choc;  elle  est  employée  à  vaincre  la  résistance  du  bois,  à  faire 
entrer  le  clou  :  c'est  la  force  vive  utile.  Quant  à  la  force  vive 
perdue,  elle  a  pour  unique  effet  de  déformer  le  clou  et  d'en 
altérer  la  structure. 

Cependant  le  travail  de  la  réaction  du  bois  détruit  la  force 
vive  ulile,  et  le  clou  s'arrête.  On  recommence  alors,  et  toul 
se  passe  de  la  même  manière.  Si  l'on  prend  un  très-long  clou 
et  qu'on  le  frappe  avec  un  petit  marteau,  on  arrivera  difficile- 
ment à  faire  pénétrer  le  clou,  qui  se  déformera  de  toutes  les 
manières  possibles.  Si,  au  contraire,  on  prend  un  marteau  plus 
lourd,  on  fera  pénétrer  le  clou  sans  difficulté. 
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Soit  mcj  la  force  vive  du  marteau  avant  le  choc.  La  fraction 
de  cette  quantité  qui  se  trouve  perdue  est,  d'après  la  formule 
précédente, 


m' 


lit  -+-  m'  m 

m' 

Il  y  a  donc  avantage  à  augmenter  la  masse  du  corps  cho- 
quant, et  par  suite  à  diminuer  sa  vitesse. 

Le  même  principe  s'applique,  sur  une  grande  échelle,  dans 
le  battage  des  pilotis.  La  planche  de  bois  est  remplacée  par 
Un  sol  pénétrable,  le  clou  par  un  long  pieu  et  le  marteau  par 
Une  masse  très-pesante  qu'on  appelle  un  mouton. 

C'est  identiquement  la  même  opération,  et  la  conclusion 
6st,  comme  dans  le  cas  que  nous  venons  d'étudier,  qu'il  faut 
Un  mouton  très-lourd  par  rapport  au  pieu  qu'on  veut  enfon- 
cer. De  cette  manière,  le  travail  qu'il  faut  payer  pour  élever  le 
mouton  se  trouve  utilisé  d'une  façon  plus  satisfaisante. 

Corps  élastiques.  —  Dans  le  cas  du  choc  de  corps  élas- 
tiques, nous  avons  vu  que  la  première  période  du  choc, 
correspondant  à  la  déformation  des  deux  corps  et  à  la  perte 
de  force  vive  que  nous  venons  de  calculer,  est  suivie  d'une 
deuxième  période  pendant  laquelle  les  forces  moléculaires 
développent  un  travail  positif,  accompagné  par  conséquent 
d'un  gain  de  force  vive.  Quand  les  deux  corps  sont  parfaite- 
ment élastiques,  la  somme  des  travaux  positifs  produits  pen- 
dant la  seconde  partie  du  choc  a  la  même  valeur  absolue  que 
la  somme  des  travaux  négatifs  correspondant  à  la  première 
partie;  si  donc  on  considère  l'instant  où  le  choc  est  complète- 
ment terminé,  et  où  les  deux  corps  vont  se  séparer,  la  somme 
des  forces  vives  des  deux  corps  doit  avoir  précisément  la 
même  valeur  qu'avant  le  choc.  C'est  ce  qu'on  vérifie  au  moyen 
des  équations  (4),  qui  donnent 

mv'  -f-  m'v'^  --  m^l  -+-  m' v'^ , 

Tous  les  solides  naturels  étant  compris  entre  les  deux  li- 
mites extrêmes  d'une  élasticité  parfaite  et  d'un  défaut  com- 
plet d'élasticité,  il  s'ensuit  que  le  choc  de  ces  solides  doit 
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présenter  des  circonstances  intermédiaires  entre  celles  qui  se 
rapportent  à  ces  deux  limites.  Ainsi,  on  peut  dire  que,  dins 
le  choc  de  deux  solides  naturels  sphériques  et  homogènes, il 
\  a  toujours  une  perte  de  force  vive  due  à  ce  que  le  travail  po- 
sitif développé  parles  forces  moléculaires  pendant  la  seconde 
partie  du  choc  est  inférieur  à  la  valeur  absolue  du  travail 
négatif  que  ces  forces  moléculaires  développent  pendant  la 
première  partie.  Cette  perte  de  force  vive  est  plus  ou  moins 
petite,  suivant  que  les  deux  solides  se  rapprochent  plus  ou 
moins  de  remplir  les  conditions  de  l'élasticité  parfaite,  telle 
que  nous  l'avons  définie. 

La  différence  entre  les  valeurs  absolues  des  sommes  des 
travaux  dus  aux  forces  moléculaires  pendant  les  deux  parties 
du  choc  tient  à  deux  causes  que  nous  devons  indiquer:  i*  les 
molécules  des  deux  corps,  écartées  de  leurs  positions  primi- 
tives pendant  la  première  partie  du  choc,  peuvent  ne  pas 
reprendre  complètement  ces  positions  lorsque  le  choc  estte^ 
miné,  en  sorte  que  les  corps  conservent  une  portion  de  h 
déformation  totale  que  le  choc  leur  avait  fait  éprouver;  a**  les 
molécules  peuvent  n'être  pas  revenues  complètement  à  leurs 
positions  définitives  à  l'instant  où  les  deux  corps  se  séparent, 
de  sorte  que  ces  molécules,  en  continuant  à  se  mouvoir  après 
cette  séparation,  en  vertu  de  la  vitesse  qu'elles  possèdent  en- 
core, prennent  un  mouvement  vibratoire  qui  se  transmet  à 
toutes  les  molécules  voisines,  sans  avoir  aucune  influence 
sur  le  mouvement  d'ensemble  de  chacun  des  deux  solides  dans 
l'espace. 

La  différence  entre  la  force  vive  du  système  avant  le  choc  el 
la  force  vive  du  même  système  après  le  choc  (cette  dernière 
force  vive  étant  évaluée  abstraciion  faite  du  mouvement  vibra- 
toire des  molécules  des  deux  solides)  peut  être  regardée 
comme  une  perte  de  force  vive  qui  est  due  à  la  fois  aux  dépla- 
cements moléculaires  persistants  et  aux  vibrations  occasion- 
nées par  le  choc.  Une  portion  de  cette  différence  des  forces 
vives  du  système,  prises  avant  et  après  le  choc,  est  bien  ab- 
sorbée par  le  travail  résistant  qui  correspond  aux  déplace- 
ments persistants  des  molécules.  L'autre  portion,  au  contraire, 
n'est  pas  réellement  perdue  par  l'elîet  du  choc,  puisqu'elle 
se  retrouve,  pour  ainsi  dire,  à  l'état  latent  dans  le  mouvement 
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ribratoire  des  molécules,  mouveinenl  doni  nous  ne  tenons 
MS  compte  en  évaluant  la  force  vive  finale  du  système.  Mais, 
u  pointde  vue  de  Tapplication  de  la  Mécanique  aux  machines, 
D  peut  regarder  cette  seconde  portion  comme  tout  aussi  bien 
Brdue  que  la  première. 

U  est  aisé  de  comprendre  que  les  conséquences  auxquelles 
>us  venons  de  parvenir,  dans  le  cas  simple  du  choc  direct  de 
aux  corps  sphériques  homogènes,  peuvent  être- immédiate- 
ment généralisées.  On  peut  dire  que,  toutes  les  fois  qu'il  se 
it)duit  un  choc  entre  deux  solides  naturels,  ce  choc  est 
k^ompagné  d'une  perte  de  force  vive  plus  ou  moins  grande, 
erie  due  aux  déplacements  persistants  et  aux  vibrations  des 
lolécules  des  deux  solides. 

La  forme  des  deux  corps  a  une  influence  sur  les  effets 
^condaires  de  leur  choc.  C'est  ce  qu'on  met  en  évidence  en 
issant  tomber  successivement  sur  un  plan  élastique  une 
ihère  de  caoutchouc  et  un  parallélépipède  de  la  même  sub- 
ance.  La  sphère  remonte  presque  à  la  hauteur  dont  elle  est 
mbée  (théoriquement,  comme  nous  l'avons  vu,  elle  devrait 
remonter  tout  à  fait),  tandis  que  le  parallélépipède  ne  rebon- 
t  que  très-peu.  Cela  s'explique  facilement  d'après  ce  que  nous 
ons  dit,  en  remarquant  que  la  zone  de  contact  est  beaucoup 
us  petite  pour  la  sphère  que  pour  le  parallélépipède.  Dans 

second  cas,  il  y  a  donc  une  part  plus  large  faite  aux  vibra- 
>ns,  et  par  suite  une  diminution  apparente  de  force  vive  plus 
insidérable  que  dans  le  premier. 

§  Xn.  —  VjBRATI0?iS   DES    CORPS   ÉLASTIQUES. 

Les  corps  élastiques,  tels  que  ceux  qui  sont  employés  dans 
construction  des  édifices  et  des  macliines,  éprouvent,  sous 
pfluence  des  forces  auxquelles  ils  se  trouvent  soumis,  des 
^formations  que  la  théorie  de  la  résistance  des  matériaux 
éprend  à  calculer  avec  une  approximation  plus  ou  moins 
ande.  A  ces  déformations  correspond  la  mise  en  jeu  des 
rces  moléculaires,  la  tension  des  ressorts  intérieurs,  tension 
il,  pour  la  sécurité,  ne  doit  pas  dépasser  certaines  limites 
jourd'bui  assez  bien  connues.  C'est  encore  la  théorie  de  la 
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résistance  des  matériaux  qui  fournit  aux  praticiens  les  formules 
qui  leur  servent  à  calculer  les  dimensions  des  diverses  parties 
d'une  construction  destinée  à  résister  à  des  efforts  donnés. 

Seulement  les  formules  auxquelles  nous  faisons  allusion 
(  nous  avons  donné  dans  la  troisième  section  celles  qui  se 
rapportent  au  cas  de  la  traction  et  de  la  compression  directe  ) 
supposent  la  construction  établie  et  en  équilibre  sous  l'action 
des  efforts  de  toute  nature  qui  s'exercent  sur  elle  ;  elles  se 
rapportent,  comme  on  dit,  à  l'état  statique  des  cOrps  considé- 
rés. Les  choses  se  passent  d'une  manière  toute  différente,  lors 
de  la  mise  en  charge,  si  l'on  enlève  brusquement  les  supports 
et  étais  provisoires  qui  ont  servi  à  établir  la  construction, 
tels  que  les  cintres  des  voûtes,  etc.  Dans  ce  cas,  en  effet,  non- 
seulement  les  pièces  subissent  la  déformation  qui  a  été  cal- 
culée eu  égard  à  la  charge,  mais  encore,  par  l'effet  de  la  force 
vive  dont  ces  pièces  sont  animées,  les  déformations  dépassent 
le  point  où  la  réaction  élastique  fait  équilibre  à  la  charge,  et 
elles  augmentent  jusqu'à  ce  que  la  force  vive  acquise  ait  été 
détruite  par  l'excès  du  travail  résistant  des  réactions  élastiques 
sur  le  travail  moteur  développé  par  la  charge.  Or,  la  position 
dans  laquelle  ce  fait  se  produit  n'étant  pas  une  position  d'équi- 
libre, les  molécules  tendent  à  revenir  à  cette  position,  la  dé- 
passent de  nouveau,  et  il  se  produit  une  série  de  vibrations 
qui  durent  jusqu'à  ce  que  la  force  vive  se  soit  dissipée  en  se 
communiquant  aux  supports  ou  à  l'air  ambiant. 

Un  exemple  simple  fera  comprendre  combien  l'allongement 
dynamique  diffère  de  rallongement  statique. 

Considérons  une  tige  verticale  élastique  [fig.  i8),  encastrée  à 
son  extrémité  supérieure  et  chargée  à  l'autre  d'un  corps  dont  le 
poids  est  P.  Nous  négligerons  la  niasse  de  la  tige,  dont  nous  dé- 
signerons la  longueur  à  l'état  naturel,  AO,  par  L.  Leslettresll 
cl  E  représenteront,  comme  en  Statique,  la  section  de  la  base 
et  le  coefficient  d'élasticité;  et  il  résulte  des  formules  trou- 
vées dans  le  Chapitre  que  je  rappelle  qu'au  moment  où  la  barre 
éprouve  un  allongement  OP  =  Xy  la  réaction  de  cette  barre  est 

Cela  posé,  le  corps  suspendu  à  l'extrémité  de  la  tige  est  sou- 
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mis,  d'une  pari  à  son  poids  P,  dont  la  direction  est  celle  dans 
laquelle  on  compte  les  abscisses  positives»  d'autre  part  à  la 

Fig.  i8. 
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réaction  F,  dont  la  direction  est  inverse  ;  donc  Téquation  du 
mouvement  de  ce  corps  est 


m 


P-F. 


Soit  /  rallongement  statique   correspondant  à  la  force  P, 
allongement  donné,  comme  nous  le  savons,  par  l'équation 


on  a 


F        ^r 


Eq  introduisant  cette  valeur  de  F  dans  l'équation  du  mouve- 
ment et  divisant  les  deux  termes  de  cette  équation  par  m  ou 


-»  il  vient 
g 

(') 

-^^jil      -)• 

L*intégration  de  cette  équation  se  ramène  aisément  à  des 


IIO  DYNAMIQUE. 

quadratures,  comme  nous  Tavons  vu  en  Cinématique.  On  peut 
aussi  faire  usage  du  raisonnement  Irès-simple  que  voici. 

A  partir  du  point  0,  extrémité  de  la  tige  à  Tétat  naturel, 
prenons  une  longueur  OSr=/,  Téquation  (i)  signifie  que  IV- 
célération  du  point  P  est  à  chaque  instant  proportionnelle  à  la 
distance  qui  sépare  ce  point  du  point  fixe  S. 

Cette  loi  est  identique  avec  celle  qui  régit  le  mouvemenldp 
la  projection  d'un  point  qui  se  meut  sur  un  cercle  d'un  mouve- 
ment uniforme.  Il  y  aura  donc  parité  entre  les  deux  mouv<- 
ments,  si  Ton  se  place  dans  les  mêmes  conditions  initiales. 

Or  les  lois  du  mouvement  oscillatoire  auquel  nous  faisons 
allusion  sont  fournies  par  les  équations  suivantes,  qui  ont  eu* 
établies  en  Cinématique  : 

i  X   ■■-  K(i  —  coso)/), 
(?,)  .    f     :o)Ksin&»/, 

\j      :  &)'R  COSù)/        0)'(R  — x). 

Si  donc  le  poids  P  a  été  abandonné  à  lui-même  sans  vitesbf 
initiale,  les  équations  de  son  mouvement  auront  la  métr." 
forme  que  les  équations  (2),  et  Ton  établira  l'identité  enp<> 
sant 

On  conclut  de  là  les  résultats  suivants  : 

I"  L'amplitude  de  l'excursion  da  la  tige  est  égale  à  2/,  do 
sorte  que  rallongement  maximum  est  double  de  l'allongemeni 
statique  ; 

2°  Le  temps  d'une  demi-oscillation  est  celui  qu'un  mobile, 
animé  de  la  vitesse  angulaire  w,  met  à  parcourir  une  demi- 
circonférence;  donc 

(3)  T---''^7:i/-. 

On  reconnaît  la  formule  bien  connue  qui  donne  la  durer 
des  petites  oscillations  du  pendule  simple.  Donc  : 

Théorème.  —  Une  tige  élastique  chargée  brusquement  d'un 
poids  que  Von  abandonne  à  lui-même  sans  vitesse  initiale 
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comme  un  pendule  dont  la  longueur  serait  égale  à 
cément  statique  qui  correspond  à  la  charge  de  la  tige. 

vite  ces  effets  fâcheux  en  soutenant  le  poids  et  en  ne 
onnantque  petit  à  petit  à  lui-même.  On  obtient  ce  ré- 
dans  l'opération  importante  du  décintrementdes  voûtes, 
int  reposer  les  poteaux  qui  supportent  les  cintres  sur 
s  ou  caisses  de  sable,  qu'on  vide  aussi  lentement  qu'on 

où  la  vitesse  initiale  n'est  pas  nulle.  —  Le  danger  serait 
plus  grand  si,  lors  de  la  mise  en  charge,  on  communi- 
1  poids  P  une  vitesse  initiale  Vq  ;  par  exemple,  si,  au  lieu 
er  simplement  ce  corps  sur  son  support,  on  Vy  jetait 
ement,  de  manière  à  produire  un  choc.  L'équation  dif- 
?lle  (i)  et  les  intégrales  générales  conserveraient  la 
forme,  seulement  le  point  0  ne  correspondrait  plus  à 
Tïilé  du  diamètre  du  cercle,  mais  bien  à  un  point  M 
liné  de  manière  que  la  vitesse  du  point  décrivant  eût 
iireciion  AD  une  projection  égale  à  Vo. 
équations  du  mouvement  prendraient  alors  la  forme 

i  X      l—  Rcosw/, 

<     i*  r    :  G)  R  Sin  Cl) /, 

(    7       :  w'RcOSwi  -7û>*(/- -^), 

ps  étant  toujours  supposé  compté  à  dater  de  la  fin  d'une 
Lion. 

•aleur  de  w  et  l'expression  (3)  de  T  resteraient  les 
;;  mais  on  n'aurait  plus  R  -  /.  Pour  trouver  un  point  du 
dont  le  centre  reste  toujours  en  S,  il  faut  remarquer 
;  ordonnées  du  cercle  sont  les  quotients  respectifs  par  r.) 
esses  des  pieds  de  ces  ordonnées;  par  suite,  comme 
naît  la  vitesse  i^o,  qui  corrçspondau  point  0,  on  a,  pour 
mée  OM, 


•  le  rayon  SM, 


&)         y  g 


r.^:.-— .y^' 


R=v'''+r?-'y^'+â 


conclut  de  là  l'amplitude  de  l'oscillation,  laquelle  est 
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maintenaDt  égale  à  2  R,  ou  à 


2/ 


V'-'i- 


quanta  la  durée  de  roscillation,  nous  avons  vu  qu'elle  u'esipas 
changée  et  qu'elle  dépend  uniquement  de  la  charge  de  la  lige. 

On  voit  combien  une  mise  en  charge  brusque  peut  amener 
aisément  la  rupture  ou  rallération  d'une  verge  sous  TaclioD 
d*un  poids  bien  inférieur  à  celui  qui  produirait  la  rupture  sta- 
tique. Les  résultats  seraient  encore  bien  plus  fâcheux,  si  Tod 
procédait  par  une  série  de  chocs  convenablement  réglés  (*). 
Comme  il  n'est  pas  possible  d'empêcher  des  effets  de  ce  genre 
de  se  produire  dans  une  construction  abandonnée  à  elle- 
même,  il  est  de  la  plus  stricte  prudence  de  donner  à  la  charge 
permanente  une  valeur  inférieure  à  la  charge  de  rupture.  Dans 
les  machines,  les  vibrations  des  diverses  pièces  nuisent,  en 
outre,  à  la  précision  du  jeu  de  la  machine;  on  atténue  cet  in- 
convénient en  employant  des  pièces  massives,  et  en  reliant  le 
bâti  de  la  machine  à  des  fondations  résistantes. 

Des  ressorts  de  choc.  —  Quand  il  n'est  pas  possible  d'éviter 
les  chocs  dans  une  machine  ou  dans  une  construction,  on  les 
amortit  en  les  recevant  sur  un  corps  élastique,  sur  un  ressort. 
Les  wagons  ont  non-seulement  des  ressorts  de  suspension 
comme  les  voitures  ordinaires,  non-seulement  des  ressorts  de 
choc  pour  amoriir  les  chocs  accidentels,  mais  encore  des 
ressorts  de  traction,  contre  les  chocs  qui  se  produisent  d'une 
manière  régulière,  lors  de  la  mise  en  marche  ou  de  l'arrêt  du 
train.  Les  ressorts  affectent  différentes  formes;  mais  les  lois 
précédentes  s'appliquentà  peu  prèsaux  ressorts  de  tous  genres. 

Il  est  naturel  de  prendre,  pc  .r  mesure  de  l'intensité  du  choc, 
la  demi-force  vive 


P( 


2 


2ff 


^  =  T, 


(*)  Savart  ayant  fixé  dans  un  ctau  une  verge  de  laiton  de  i™,4*^  de  longueur 
et  de  35  millimètres  de  diamètre,  et  l'ayant  fait  vibrer  dans  le  sens  de  sa  lon- 
gueur, s'assura,  au  moyen  d'un  sphéromètre,  sur  lequel  venait  frapper  rexlré- 
mité  libre  de  la  barre,  que  l'amplitude  des  oscillations  était  au  moins  de  H  ^^ 
millimètre.  11  aurait  fallu  i^oo  kilogrammes  pour  produire  un  pareil  alloojye- 
mcnt  à  Tétat  statique. 
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uidoil  être  dclruiie  par  les  réactions  moléculaires  sans  que 
i  structure  et  les  propriétés  du  ressort  soient  altérées. 
Or  la  tension  maxima  de  la  tige,  qui  correspond  au  maximum 
'allongement, 

SI  

F-p('-*-\/"--i^/)- 

Poncelet(*)  appelle  résistance  vive  d'un  prisme  le  travail 

/    Ydx 

Je  l'élasticité  d'un  prisme  solide  oppose  à  l'action  d'un  choc 
rigé  dans  le  sens  de  son  axe.  Il  nomme  plu»  spécialement 
tistance  vive  d'élasticité  le  travail  qui  répond  à  l'intervalle 
I,  l'élasticité  étant  parfaite,  les  allongements  demeurent  pro- 
rtionnelsaux  efforts  de  réaction  correspondants,  et  résistance 
fc  de  rupture  celle  qui  a  été  développée  par  ces  efforts  au 
)inent  où  ils  ont  atteint  leur  plus  grande  valeur  et  où  le 
isme  se  trouve  rompu. 

On  peut  avoir.l'expression  algébrique  de  la  résistance  vive 
Hasticité,  puisqu'on  connaît,  entre  les  deux  limites  de  l'in- 
;rale,  la  forme  de  la  fonction  F,  laquelle  est  donnée  par  la 
lation 

r      ï' 


\  laquelle  on  conclut 

Ydx-^ 
o 

étant  l'allongement  qui  répond  à  la  limite  d'élasticité 


F.  ^ 


'     F  dx,  qui  permet  de  comparer 

o 


(")  IntrodiictioD  à  U  Mécanique  industrielle^  3*  édition,  p.  3i3. 

III.  » 
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i'un  à  Tautre  deux  ressorts  de  choc,  est  proportionnelle 
duit  de  la  résistance  par  la  grandeur  de  la  déformation  ;  c 
donc  préférer  les  ressorts  qui,  pour  une  résistance  i 
cèdent  plus  que  les  autres  à  l'action,  les  ressorts  les 
roides,  en  un  mot. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  tige  est  alternativem 
rée  et  comprimée;  le  maximum  de  compression  est 


>.'=R-;=/(^.+^-,) 
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CHAPITRE  IV. 

DYNAMIQUE  SPÉCIALE  DES  SOLIDES  INVARIABLES. 


^III.  —  Application  des  théorèmes  généraux  au  cas  d'un 

CORPS  SOLIDE. 

On  sait  qu'on  obtient  les  équations  nécessaires  et  suffisantes 
jour  déterminer  le  mouvement  d'un  système  quelconque,  en 
écrivant  que  la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures  et 
ûes  forces  d'inertie  est  nulle,  pour  tous  les  déplacements  vir- 
tuels compatibles  avec  les  liaisons  du  système.  Dans  le  cas 
d'tin  corps  solide  libre,  les  mouvements  possibles  sont  au 
nombre  de  six,  savoir  :  trois  translations  s' effectuant  parallèle- 
ment à  trois  axes  rectangulaires  fixes  quelconques,  et  trois 
rotations  autour  des  mêmes  axes.  Les  équations  du  mouve- 
ment d'un  corps  solide  libre  sont  donc  également  au  nombre 
le  six  :  trois  de  ces  équations  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro 
es  sommes  des  projections  des  forces  extérieures  et  des  forces 
l'inertie  sur  les  trois  axes,  et  les  trois  autres  en  égalant  à  zéro 
les  sommes  des  moments  des  forces  autour  des  mêmes  axes  (*). 


("')  Il  résulte  de  là  que  des  forces  quelconques,  appliquées  aux  divers  points 
l'un  solide  inTariable,  peuvent  tqujours  être  remplacées  par  un  système  équi- 
/aUnCy  aussi  bien  dans  le  cas  du  mouvement  que  dains  celui  de  Téquilibre. 

Ce  résultat  est  une  conséquence  immédiate  de  la  règle  qui  réduit  la  recher- 
che des  lois  du  mouvement  des  corps  à  celle  des  lois  de  leur  équilibre.  Toute 
lubstitution  qui  n'altérera  pas  les  sommes  de  projections  et  les  sommes  de 
moments  des  forces  eitérieures  ne  produira  aucun  changement  dans  les  équa- 
tions du  mouvement  d'un  solide,  pas  plus  que  dans  celles  de  son  équilibre. 

S'il  s'agissait  d'un  système  non  solide,  la  substitution  des  deux  groupes  de 
forces  l'un  à  l'autre  dans  les  six  équations  générales  serait  encore  parfaitement 
licite;  mais  cette  opération  modifierait  les  autres  équations  qu'il  faut  joindre 
à  celles-là  pour  avoir  toutes  les  équations  du  problème.  Par  suite,  elle  aurait 
généralement  pour  effet  do  détruire  l'équilibre  s'il  existait,  ou,  dans  le  cas  con- 
traire, de  modifier  le  mouvement. 

8. 
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Nous  connaissons  déjà  ces  six  équations,  qui  s'appliquent  à 
un  système  quelconque,  et  qui  nous  ont  fourni  des  théorèmes 
intéressants.  Dans  le  cas  d'un  corps  solide,  ces  équations  sont 
suffisantes  et  font  connaître  toutes  les  propriétés  du  mouve- 
ment qu'on  se  propose  d'étudier  (*). 

Pour  déterminer  le  mouvement  d'un  solide  libre,  sou- 
mis à  des  forces  données,  la  méthode  ordinaire  consiste  à  dé- 
composer ce  mouvement  en  deux,  conformément  à  ce  qui  a 
été  dit  en  Cinématique,  et  à  rechercher  séparément  : 

I*»  Le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  corps; 

2*»  Le  mouvement  du  corps  par  rapport  à  trois  axes  attachés 
à  son  centre  de  gravité  et  animés  d'un  mouvement  de  transla- 
tion dont  la  vitesse  est  à  chaque  instant  celle  de  ce  point. 

Mouvement  du  centre  de  gravité,  —  Le  mouvement  du 
centre  de  gravité  est  produit  par  la  résultante  de  translation 
de  toutes  les  forces  données,  supposée  appliquée  à  ce  point. 
Rien  n'est  donc  plus  facile  que  de  former  les  équations  qui 
répondent  à  la  .première  partie  de  notre  problème. 

Si  le  corps  avait  un  point  fixe  ou  un  axe  fixe,  les  équations 
du  mouvement  du  centre  de  gravité  contiendraient,  outre  les 
forces  données,  les  réactions  inconnues  des  appuis.  Mais,  dans 
ce  cas,  la  considération  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
ne  présente  aucun  intérêt  :  le  mouvement  du  solide  se  réduit 
à  une  pure  rotation,  qu'on  détermine  comme  nous  le  verrons 
tout  à  l'heure. 

Mouvement  autour  du  centre  de  gravité.  —  Nous  avons  dit 
que,  lorsqu'il  s'agit  d'un  corps  solide,  toutes  les  forces  fictives 
égales  et  opposées  aux  forces  d'entraînement  des  divers  points 
du  système  peuvent  être  remplacées  par  leur  résultante,  la- 
quelle passe  au  centre  de  gravité,  où  elle  est  détruite. 

On  peut  donc  étudier  le  mouvement  d'un  solide  par  rapport 
à  trois  axes  passant  au  centre  de  gravité  et  se  mouvant  paral- 
fèlement  à  eux-mêmes,  sans  ajouter  aux  forces  réelles  aucune 
force  fictive,  absolument  comme  si  l'origine  était  fixe.  C'est 
ce  qu'on  énonce  en  abrégé  de  la  manière  suivante  : 


(*)  La  question  se  simplifie  quand  le  solide  n'est  pas  libre,  le  nombre  des 
moQvements  possibles  diminue  plus  ou  moins,  et  celui  des  équations  du  mou- 
cément  subit  une  égale  réduction. 


CHAPITRE  IV.  —  DYNAMIQUE  DES  SOLIDES  INTARIABLBS.  II 7 

Théorème.  —  Un  corps  solide  tourne  autour  de  son  centre 
de  gravité^  comme  s'il  était  fixe. 

Ainsi  se  trouve  nellemenl  posée  la  quesUon  de  la  délermi- 
nation  du  mouvement  d'un  corps  solide  soumis  à  Faction  de 
forces  données. 

Si  le  corps  ne  possède  aucun  point  fixe,  nous  transporterons 
toutes  les  forces  au  centre  de  gravité,  et  nous  les  remplace- 
rons par  le  système  équivalent  composé  de  la  résultante  de 
translation  F  et  du  couple  K  résultant  de  tous  les  couples 
introduits  par  le  transport  des  forces  au  centre  de  gravité. 
Cela  fait,  et  le  mouvement  du  centre  de  gravité  étant  déter- 
miné comme  nous  le  savons,  nous  serons  ramené  à  chercher 
le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  sous 
rînfluence  du  couple  K,  la  force  F  n'ayant  aucune  action  dans 
le  mouvement  relatif. 

Quand  un  des  points  du  corps  est  fixe,  c'est  relativement  à 
ce  point  qu'il  faut  opérer  la  réduction  des  forces  données 
à  une  force  F  et  à  un  couple  K'.  Puis,  négligeant  la  force  F, 
qui  a  pour  unique  effet  de  charger  le  point  fixe,  nous  nous 
retrouverons,  comme  précédemment,  en  présence  du  pro- 
blème qui  consiste  à  déterminer  le  mouvement  d'un  solide 
autour  d'un  point  fixe,  sous  l'influence  d'un  couple  donné. 

Rotation  autour  d'un  axe  fixe. 

Occupons-nous  donc  de  chercher  quel  est  l'effet  produit 
par  un  couple  sur  un  corps  mobile  autour  d'un  point  fixe. 

Pour  cela,  nous  commencerons  par  étudier  le  cas  où  le 
corps  n'a  que  la  faculté  de  tourner  autour  d'un  axe  fixe.  Le  pro- 
blème est  ainsi  beaucoup  simplifié.  En  effet,  le  couple  K  ne 
peut,  en  aucune  façon,  changer  la  direction  de  l'axe  de  la  ro- 
tation instantanée,  et  nous  savons  tout  de  suite  que  l'effet  de 
ce  couple  sur  le  corps  en  mouvement  doit  se  réduire  à  lui 
communiquer  une  certaine  accélération  angulaire,  positive  ou 
négative. 

Le  principe  de  d'Alembert  nous  fournit  immédiatement 
l'équation  unique  qui  fait  connaître  cette  accélération  angu- 
laire. En  effet,  le  seul  mouvement  virtuel  compatible  avec 
les  liaisons  est  une  rotation  autour  de  l'axe  fixe  ;  par  suite, 
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nous  n'avons  qu'une  seule  équaiion  d'équilibre  à  écrire  : 
celle  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  moments 
des  forces  extérieures  et  des  forces  d'inertie,  pris  par  rapport 
à  Taxe. 

Mais  la  force  d'inertie  de  chaque  point  est  la  résultante  de 
deux  forces,  dont  l'une,  la  force  centrifuge,  est  dirigée  vers 
l'axe  et  possède  à  chaque  instant  un  momentnul;  il  n'y  a  donc 
à  tenir  lieu,  pour  chaque  point,  que  de  la  force  d'inerlie  tan- 
gentielle,  dont  l'expression  est 

rfc  d(ù 

dt  dt 

et  dont  la  direction  est  inverso  de  celle  du  mouvement. 

Or  on  a,  pour  le  moment  de  cette  force,  affecté  d'un  signe 

convenable 

.  d(ti 

dt  ^ 

la  somme  des  moments  des  forces  d'inerlie  autour  de  l'axe 
de  rotation  est  donc 

et  si  l'on  désigne  par  N  la  somme  des  moments  des  forces 
extérieures  autour  du  mémo  axe,  somme  qui  est  la  projection 
sur  cet  axe  de  Taxe  du  couple  K,  on  a  pour  l'équilibre  des 
forces  réelles  et  fictives  l'équation 


—  o, 


dt 

de  laquelle  on  tire 

(0 

do)          N 
dt        Imr^ 

Donc  : 

Théorème.  —  L accélération  angulaire  d*un  corps  qui  tourne 
autour  d'un  axe  fixe  est  égale  au  quotient  de  la  somme  des 
moments  des  forces  extérieures  par  le  moment  d'inertie {*]* 


{*)  On  trouve  de  la  même  manière  l'accroissement  fini  de  TÎtesse  angulaire 
résultant  d'une  percussion  P.  En  effet,  soit  F  une  force  quelconque  située  à  «ec 
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Si  nous  comparons  cette  équation  à  celle  du  mouvement 
rectiligne 

<"^  Ti  =  m' 

dans  laquelle  F  représente  la  somme  des  projections  de  toutes 
les  forces  sur  la  direction  du  mouvement,  nous  voyons  que 
l'équation  (i),  comme  Téquation  (2),  renferme  une  accéléra- 
tion au  premier  membre,  et  que  le  second  membre  est  une 
fraction  qui  renferme  les  forces  au  numérateur,  les  masses  au 
dénominateur;  seulement,  dans  le  cas  de  la  rotation,  chacune 
des  forces  telles  que  F  est  affectée  d'un  facteur  qui  est  son  bras 
de  levier,  et  chacune  des  niasses  m  est  multipliée  par  le  carré 
de  SQ  distance  à  Taxe,  laquelle  est  un  élément  très-important 
à  considérer  dans  la  théorie  de  la  rotation  des  corps  :  plus  les 
distances  r  augmenteront,  plus  le  dénominateur  Imr^  sera 
grand,  et  par  conséquent  plus  l'accélération  angulaire  dimi- 
nuera. 

J'ai  dit  que,  l'axe  étant  supposé  fixe  d'une  manière  absolue, 
l'effet  des  forces  agissant  sur  le  corps  mobile  ne  pouvait  être 
que  la  production  d'une  accélération  angulaire,  que  nous  ve- 
nons d'apprendre  à  calculer.  Mais  il  est  évident  qu'en  outre 
ces  forces,  impuissantes  à  changer  la  direction  de  l'axe,  exer- 
cent sur  les  appuis  de  cet  axe  des  pressions  dont  il  importe  de 
calculer  la  grandeur.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  après  une 
digression  indispensable  sur  les  propriétés  des  moments  d'i- 
nertie et  de  certaines  sommes  analogues  qui  doivent  être 
étendues  au  solide  tout  entier. 


distance  h  de  Taxe  fixe;  on  a 

dot  X rnr-  -^Y hdt. 

Intégrant  de  o  à  0,  en  supposant  que  la  direction  de  la  force  et  sa  distance 
à  Taxe  soient  constantes  entre  les  limites  de  rinté{;rale,  et  faisant 

P  :::.     /       Y  dt, 

Jo 

il  vient 
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§   \IV.    —  ïnÉORÏE   DES   MOMENTS   d'iNERTIE. 

Les  sommes  connues  sous  le  nom  de  moments  d'inertie 
jouent  un  rôle  imporlani  dans  la  théorie  de  la  rotation  des  corps 
so4ides.  Elles  jouissent  d'un  grand  nombre  de  propriétés  fort 
curieuses  qu'il  est  indispensable  d'énumérer  ici,  mais  sur  les- 
quelles je  m'étendrai  peu,  pour  ne  pas  empiéter  sur  le  do- 
maine de  l'Analyse. 

Nous  avons  vu  que. la  somme  des  moments  des  forces  d'i- 
nertie, par  rapport  à  l'axe  de  rotation,  est  égale  en  valeur  ab- 
solue au  produit  de  l'accélération  angulaire  par  le  moment 
d'inertie.  Remarquons  encore  que  : 

I**  La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par 
rapport  à  l'axe  de  rotation  est 

Donc  :  La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvemenl 
d* un  corps  tournant,  prise  autour  de  l'axe  de  rotation,  est 
é^ale  au  produit  de  la  vitesse  angulaire  par  le  moment  d'i- 
nertie. 

2"  En  second  lieu,  l'expression  de  la  force  vive  est 

Donc  :  La  force  vive  d'un  corps  qui  tourne  autour  d'un  axe 
est  A  gale  au  produit  du  moment  d'inertie  par  le  carré  de  la 
vitesse  angulaire. 

Calcul  des  moments  d'inertie.  —  La  sommation  que  nous 
avons  indiquée  par  le  signe  2,  dans  l'expression  Imr^,  doit 
èlre  étendue  à  toutes  les  molécules  qui  composent  le  solide 
considéré. 

On  regarde  habituellement  ces  molécules  comme  séparées 
les  unes  des  autres  par  des  intervalles  qui,  bien  qu'extrême- 
ment petits,  sont  néanmoins  très-grands  par  rapport  aux  di- 
mensions de  ces  mêmes  molécules:  on  admet  ainsi  qu'il  nya 
pas  continuité  dans  la  matière  qui  constitue  les  corps. 

Cependant,  pour  appliquer  le  calcul  au  mouvement  d'un  so- 
lide, tant  qu'on  ne  considère  que  l'action  des  forces  exié- 
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ieures,  on  conçoit  ordinairement  une  répartition  uniforme  de 
I  matière  dans  la*  totalité  du  volume  occupé  par  le  corps,  de 
orte  que,  dans  toute  partie  très-petite  ^e  ce  volume  apparent, 
arlie  renfermant  toutefois  un  grand  nombre  de  molécules,  il 
ait  la  même  quantité  de  matière  qu'auparavant.  Comme  les 
>rces  extérieures  ne  varient  pas  sensiblement  d'une  molécule 
la  molécule  voisine,  il  n'en  résultera  aucune  erreur  appré- 
iable  dans  les  actions  exercées  sur  les  différentes  parties  du 
orps. 

N'oublions  pas  toutefois  que  cette  conception  est  entachée 
Terreur;  en  effet,  quand  on  parle  d'un  volume  infiniment 
9etit,  ce  volume  doit  pouvoir  décroître  au-dessous  de  toute 
imite,  quelque  petite  qu'elle  soit,  c'est-à-dire  au-dessous  des 
limensions  finies  des. molécules  et  de  l'intervalle  qui  les  sé- 
>are.  Peut-être  trouvera-t-on  dans  cette  indication  l'explica- 
ion  de  certains  phénomènes  délicats  de  la  Mécanique  molé- 
'uiaire,  science  qui  est  encore  à  créer. 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  l'on  admet  l'hypothèse  de  la  continuité 

le  la  matière,  le  moment  d'inertie  est  une  intégrale  triple  de 

a  forme 

fffr^dm, 

lu'on  calculera,  pour  chaque  corps  ou  portion  de  corps,  par 
es  procédés  rigoureux  ou  approximatifs  que  l'on  connaît.  Nous 
œrrons  plus  loin  comment  on  détermine  expérimentalement 
e  moment  d'inenie  d'un  corps  qui  n'est  pas  limité  par  des 
surfaces  susceptibles  d'une  définition  géométrique. 

Rayon  de  giration,  —  Le  moment  d'inertie  Imr^  d'un  so- 
lide par  rapport  à  une  droite  01  étant  calculé,  déterminons 
une  longueur  R  par  la  condition 

MR'rzrimr», 

\1  étant  la  masse  totale  du  solide  :  la  ligne  R  est  ce  qu'on 
nomme  le  rayon  de  giration  du  solide,  par  rapport  à  la 
droite  01.  Dans  le  cas  d'un  solide  homogène,  le  rayon  de  gi- 
ration est  une  quantité  purement  géométrique. 

Étant  donné  un  solide,  les  moments  d'inertie  de  ce  corps 
par  rapport  aux  diverses  droites  qu'on  peut  considérer  comme 
axes  de  rotation  ne  sont  pas  tous  indépendants;  et  nous  allons 
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voir  que  trois  d'entre  eux,  convenablement  choisis,  peutent 
nous  faire  connaître  tous  les  autres.  C'est  ce  qui  résulte  des 
deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Le  moment  d*inertie  autour  d'un  axe  quel-^ 
conque  est  égal  au  moment  d* inertie  autour  d'un  axe parallèlG^ 
mené  par  le  centre  de  gravité,  plus  le  moment  d'inertie  de  /es 
masse  entière  transportée  au  centre  de  gravité. 

Cette  propriété  est  une  conséquence  immédiate  de  la  rela- 
tion que  nous  avons  donnée  (p.  94)  entre  la  force  vive  réelle 
et  la  force  vive  qui  correspond  au  mouvementaulour  du  centre 
de  gravité  supposé  fixe  (*).  En  désignant  par  H  le  moment 
d'inertie  autour  d'un  axe  passant  par  le  centre  de  gravité,  par ff 
le  moment  d'inertie  autour  d'un  axe  parallèle,  situé  à  la  dis- 
tance D  du  premier,  on  a 

ou,  en  employant  la  notation  du  rayon  de  giration, 
(2)  R"  zzi  R'  4-  D'. 

Scolie.  —  De  toutes  les  droites  parallèles  à  une  direction 
donnée,  celle  par  rapport  à  laquelle  le  moment  d'inertie  est 
le  plus  petit  passe  au  centre  de  gravité. 

Théorème  II.  —  Si,  sur  les  différents  axes  qui  se  croisent  en 
un  même  point,  on  porte  des  longueurs  inversement  propor- 
tionnelles aux  racines  carrées  des  moments  d'inertie  correspon- 
dantSy  le  lieu  des  points  ainsi  déterminés  est  un  ellipsoïde. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  quelconques,  et  soient 
A,  fx,  V  les  angles  qui  définissent  la  direction  de  l'axe  par 
rapport  auquel  on  demande  le  moment  d'inertie.  Le  carré  de 
la  distance  à  cet  axe  du  point  dont  les  coordonnées  sont 
^yXj  z  z  pour  expression 

r^  =  a:'-l- j^-f-  s'—  (xcosX  -hjcoSjUL  -4-  zcosv)'; 


(  *)  On  sait»  par  la  Cinématique,  que,  dans  les  dilTérentes  manières  de  dé- 
composer le  mouTement  d*un  solide  en  une  translation  et  une  rotation,  la 
ligne  qui  représente  la  rotation  reste  inTariable,  en  grandeur  et  en  dîrectioD. 
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donc 

{  1  mr^  =  A  cos'A  -f-  B  cosV  H-  C  cos'v 

(3)    \ 

(  — aacos/iJLCOsv  — 2[3cosvcosX  —  aycosXcosa, 

en  faisant 

L'équaiion  (3)  donne  la  relation  qui  existe  entre  les  mo- 
ments d'inertie  relatifs  à  tous  les  axes  qui  se  croisent  en  un 
point  quelconque.  On  exprime  cette  loi  sous  une  forme  géo- 
métrique élégante,  en  portant,  sur  chaque  axe(X,  [ly  v),  une 
longueur  réciproque  de  la  racine  carrée  du  moment  d'inertie 
correspondant. 

Faisons  en  effet  dans  Téquation  (3) 

et  désignons  par  j?,  y,  z  les  coordonnées  i^eosX,  ucos/x, 
Mcosv,  du  point  déterminé  par  la  construction  indiquée;  on 
trouve,  pour  représenter  le  lieu  géométrique  de  ce  point, 
réquation 

(5)         Ax'  -f-  B^^  -{-  Cz^  —  loLj^z  ~  7,^zy  —  lyxy  =  i. 

Cette  équation  représente  un  ellipsoïde  connu  sous  le  nom 
A* ellipsoïde  d'inertie,  ou  d*eilipsoïde  central. 

La  considération  de  cet  ellipsoïde  permet  de  donner  une 
forme  très-remarquable  à  tousses  résultats  de  la  théorie  qlie 
nous  exposons  actuellement. 

Jxes  principaux  d'inertie.  —  Un  ellipsoïde  quelconque  a 
toujours  trois  axes  principaux  rectangulaires  par  rapport  aux- 
quels son  équation  est  de  la  forme 

a^       6'       c^ 
ou,  en  coordonnées  polaires, 
,  .  I        cos*X      cos*a      cos-v 
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Il  suil  de  là  que,  A,  B,  C  étant  les  moments  particuliers  du. 
solide  autour  des  axes  de  Tellipsoîde  d*inertie,  on  a,  pour  le 
moment  autour  d*un  axe  passant  au  même  point,  et  défini  pair 
les  angles  >,  ^jl,  v, 

(8)  H=::  Acos'X  -i-Bcos*/x-f-Ccos'v, 

puisque,  par  défmition,  les  quantités  H,  A,  B,  C  sont  propor-   J 

,.  .  ,1111 

tionnelles  respectivement  a  — v-r'  t->  — • 

u'    a^    0^     c' 

Les  axes  de  Tellipsoïde  central  s'appellent  cuves  principaux 
d* inertie  du  solide,  pour  le  point  considéré  (*). 

Propriétés  des  axes  et  des  moments  principaux.  —  i"Si 
X,  y-y  z  désignent  les  coordonnées  des  divers  points  du  corps 
par  rapport  à  un  système  d*axes  principaux,  on  a  les  trois 
éqdations 

qui  peuvent  servir  à  définir  les  axes  principaux. 
n*  ^i  l'oD  avait  seulement 

2mjz  =  o,     ^mzx  --  o. 

Taxe  des  z  serait  un  axe  principal,  relativement  au  point  pris 
pour  origine. 

3"  Si  Ton  demande  quelle  e;^t  la  condition  nécessaire  pour 
qu'il  existe  quelque  part  sur  une  droite  Oz  un  point  pour  le- 
quel cette  droite  soit  axe  principal,  on  trouve  qu'en  prenant 
pour  plan  des  zx  le  plan  qui  contient  la  droite  donnée  et  le 
centre  de  gravité,  on  doit  avoir 

I.myz  =z  o. 

Alors  cette  équation  est  vraie  pour  un  système  quelconque 
d'axes  parallèles  aux  axes  coordonnés,  ayant  pour  origine  un 


(•)  L*existence  et  les  propriétés  essentielles  des  axes  principaux  d'inertie 
étaient  connus  bien  avant  que  Poinsot  ait  eu  Tidée  si  heureuse  de  rellipsoidi 
central.  La  priorité  de  la  découverte  de  cet  ellipsoïde  est  disputée  à  Poinsot 
par  Cauchy,  qui,  d'après  le  témoignage  de  M.  Saint-Guilhem,  renseij^ait  « 
1824  à  l'École  Polytechnique  (voir  Théorie  nouvelle  de  l*équiUbre  et  ttn 
vement  dei  corps^  par  M.  Saint-Guilhem,  1837,  p.  71). 
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point  de  l'axe  des  z;  de  plus,  si  Ton  désigne  par  a  la  distance 
du  centre  de  gravité  à  cet  axe,  et  si  Ton  se  transporte  au  point 
dopt  la  distance  à  la  nouvelle  origine  est 


K^ 


^mzx 


Ma 
on  trouve 

^mzx'  :=  o, 

et  l'axe  des  z  se  trouve  axe  principal  pour  ce  point. 

4"  Si  la  droite  donnée  contient  le  centre  de  gravité,  on  a 
^  =  0,  et  la  formule  ne  s'applique  plus.  Les  axes  principaux  re- 
latifs au  centre  de  gravité  d'un  corps  jouissent  de  la  propriété 
remarquable  d'être  des  axes  principaux  -relativement  à  un 
quelconque  de  leurs  points,  et  d'avoir  pour  conjugués  ixles 
axes  parallèles  à  ceux  qui  se  rapportent  au  centre  de  gravité. 
Tout  axe  parallèle  à  un  de  ces  axes  principaux  du  centre  de 
cavité  est  lui-même  axe  principal  relativement  au  point  où  il 
perce  le  plan  des  deux  autres.  *  •  .  . 

5°  Soit  •      '-■■*' 

A<B<C;  *       ..     - 

A.  est  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre  le  moment 
d'inertie  H,  C  est  la  plus  grande.  Ainsi,  les  trois  axes  princi- 
paux répondent,  l'un  au  moment  d'inertie  minimum,  l'autre 
au  moment  maximum  ;  le  troisième  n'est  pas  unique,  comme 
les  deux  premiers,  et  il  y  a  une  infinité  d'axes  du  moyen  mo- 
ment d!inertie  B. 

Ces  axes  forment  deux  plans  conduits  par  l'axe  principal  du 
moment  B.  Ce  sont  les  plans  des  sections  circulaires;  leur  in- 
clinaison sur  le  plan  des  zx  est  donnée  par  la  formule 

6®  De  l'expression  (8)  de  H  il  résulte  que,  si  deux  corps 
avaient  les  mêmes  moments  d'inertie  A,  B,  C,  par  rapport  à 
leurs  axes  principaux,  ces  deux  corps  auraient  aussi  même 
moment  d'inertie  par  rapport  à  toute  autre  droite  passant  au 
point  de  rencontre  de  ces  trois  axes.  Donc,  quand  on  ne  con- 
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sidère  que  les  momeots  d'ioerUe,  on  peal  loojoars  iûre  ahs- 
inction  de  la  figure  des  corps,  ou  plutôt  les  réduire  à  quelque 
autre  forme  plus  simple»  ayant  les  mêmes  moments  princi- 
paux. 

7*  Un  ellipsoïde  quelconque  ne  peut  être  considéré  comme 
Teilipsoîde  central  d'un  corps. 

Soient  OA  et  OB  [Jig.  19;  ie  plus  grand  axe  et  Taxe  moyeo, 

Fig.  19. 


m 
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\ 

1  \ 


le  plus  petit  est  toujours  plus  grand  que  la  hauteur  OC  da 
triangle  rectangle  fait  sur  aei  b  comme  côtés,  ce  qu'exprime 
l'équation 

-       ^^         . 

ou 

Si  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  son  petit  axe, 
l'aplatissement  a  pour  limite 

n        a  —  c 
c  — -_,     _^:^  0,293  (   ). 

y'2  fl 


(*)  Moments  d'inertie  des  corps  qui  se  rencontrent  ie  plus  fréquemment  dam 
les  organes  des  machines»  —  Nous  ne  considérerons  que  des  corps  homogènes, 
et  nous  donnerons,  au  lieu  des  moments  d*inertie,  les  rayons  de  giration. 

i^  Droite  pesante  de  longucar  l,  tournant  autour  d'un  axe  paaaant  par  saa 
extrémité,  et  arec  lequel  elle  fait  un  angle  «, 

relUptoîde  eentral  eat  un  eUlptoîde  de  rérolution  indéfiniment  ■Uongé  ; 
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§  XV^.  —  Pressions  sur  les  appuis  d'un  corps  qui  tourne  autour 

d'un  axe  maintenu  fixe. 

Prenons  l'axe  de  rotation  du  corps  pour  axe  des  z,  plaçons 
l'origine  en  un  point  quelconque  0  de  cet  axe  {fig*  20),  enfin 

Fig.  30. 
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laissons  les  axes  des  x  et  des  x  quelconques,  mais  perpendi- 
culaires entre  eux  et  à  l'axe  Oz. 


3*  Cylindre  de  rayon  p  et  de  longueur  /,  autour  de  son  axe, 

R'  =  ïP'; 

30  Cjlindre  de  rayon  p  et  de  longueur  /,  autour  d'un  rayon  d'une  de  ses  bases, 

[\^  Cylindre  creux  : 
ou,  en  désignant  par  e  l'épaisseur,  par  p^  le  rayon  moyen  : 

50  sphère  pleine  : 

6®  Parallélépipède  rectangle  autour  d'une  parallèle  à  l'arête  a,  menée  par 
le  centre  de  gravité  : 

Pour  l'arête  elle-même,  il  faudrait  ajouter  K**-*-^')»  «>** 

70  Tore  autour  de  son  axe  : 

R«  =  ^«-+- •p«(maxima); 

autour  d'une  perpendiculaire  : 


R'=7  +  ÎP'- 


Le  volume  du  tore  est  a  tt'  p*  ^. 
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Proposons-nous  d'abord  de  chercher  Taxe  du  couple  résul- 
lanl  des  quantités  de  mouvement,  relativement  à  rorigineO. 
Désignons  ce  couple  par  G;  nous  avons  déjà  trouvé 

Ga  =  w  2  mr'^  =  Cû), 

en  posant,  comme  dans  le  paragraphe  précédent, 

C  :—-  lni{x^  -r-j')>      y  —  2Sm^j\ 

Pour  avoir  les  couples  relatifs  aux  axes  Ox  et  Oj\  décom- 
posons la  vitesse  d'un  point  quelconque  M  en 

puis,  faisant  la  somme  des  moments  de  ces  quantités  multi- 
pliées par  la  masse' m  correspondante,  par  rapport  aux  axes 
des  X  et  des  y  respectivement,  en  ayant  égard  aux  signes,  il 

vient 

Gx=  — (ù^mxZj     (jj--  — (ù^myz. 

On  a  donc,  en  faisant  usage  des  notations  (i), 

{2)  Gx  ^^ — ^&j,     G^  =-- — aw.     G,  :=  Cw. 

Or,  si  Ton  se  reporte  à  Téquation  générale  de  rellipsoide 
central  (p.  128),  on  déduit  des  équations  (2)  : 

Théorëmb  I.  —  Laxe  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement  est  dirif^é  suivant  la  perpendiculaire  au  plan  tan- 
gent à  V ellipsoïde  central,  mené  au  point  où  Vaxe  de  rotation 
perce  cet  ellipsoïde. 

Ce  qui  revient  à  dire  : 

TflÉORfeHB  H.  —  Le  plan  du  couple  résultant  des  quantités 
de  mouvement  est  le  plan  conjusué  de  l'axe  de  rotation  dans 
r ellipsoïde  central. 

ScOLiE.  —  Quand  V cure  de  rotation  est  axe  principal  relati- 
vement à  Vorigine  0,  cet  axe  coïncide,  en  direction,  avec 
Vaxe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement,  et  la 
grandeur  de  ce  dernier  axe  est  le  produit  de  la  vitesse  angu-- 
lai re  par  le  moment  d'inertie. 
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Ces  théorèmes  sont  indépendanls  de  la  flxité  de  l'axe;  en 
effet,  nous  savons  que  les  vitesses  de  tous  les  points  d'un  so- 
lide dont  un  point  est  fixe  sont  les  mêmes  que  si  le  solide 
tournait  effectivement  autour  d'une  certaine  droite,  dite  axe 
instantané.  Donc,  pour  tous  les  calculs  relatifs  aux  vitesses, 
il  n'y  a  pas  lieu  de  distinguer  une  rotation  instantanée  d'une 
rotation  persistante. 

L'axe  de  rotation  étant  supposé  fixe,  la  direction  de  l'axe  du 
couple  résultant  des  quantités  de  mouvement  est  une  ligne 
fixe  dans  le  corps  mobile.  L'angle  de  ces  deux  directions  est 

C 

(3)  cos/  --  cosGz  - 


Enfin,  la  longueur  G  de  l'axe  du  couple  résultant  a  pour  ex- 
pression 

rus i       u^ cos / 

en  désignant  par  m  le  rayon  vecteur  de  l'ellipsoïde  qui  répond 
à  l'axe  de  rotation;  et,  si  l'on  appelle  h  la  lofigueur  ucosi  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent,  on  a 

(4)  ^-'-fT-' 
quantité  proportionnelle  à  co. 

Réduction  des  forces  d* inertie. 

Occupons-nous  maintenant  des  forces  d'inertie.  La  résul- 
tante de  translation  de  ces  forces  est  égale  à  la  force  d'inertie 
de  la  masse  totale,  supposée  concentrée  au  centre  de  gravité. 
En  prenant,  pour  plus  de  simplicité,  le  plan  des  zx  passant 
par  le  centre  de  gravité,  et  désignant  par  a  la  distance  de  ce 
centre  à  l'axe  de  rotation,  on  a,  pour  les  composantes  de  la  ré- 
sultante de  translation, 

(5)  X'  --^  Mw'a,      Y'  -       -  Ma^-r,     T  .  .  o. 

dt 

Pour  que  cette  force  soit  nulle,  c'est-à-dire  que  les  forces 

III.  9 
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d'ineriie  se  réduisent  à  un  couple,  ii  faut  qu*on  ail 


«  =^  o. 


c'csl-à-dire  que  le  corps  soit  centré. 

Quant  au  couple  résuliani,  nous  savons  que  Taxe  de  ce 
couple  est  égal  et  dircciemenl  opposé  à  la  vitesse  du  poiniC. 
On  a  donc 

at        dt 
.  dÇij        d      ., 

iS     -  : j- r^^^nir^, 

dl  dt 

Effectuons  les  diffêreniiaiions,  en  remarquant  que,  pour 
chaque  point,  l'ordonnée  z  est  une  constante,  ainsi  que  la  di- 
stance r  du  point  à  Taxe;  tandis  que  Ton  a 

dx  dr 

— r-  --    —  0)}',         -y-  -      rj)X, 

•dt  ^  *      dt 

il  vient 

L   :     —.-Imrz—tù^zmyz-    p-i---aw% 

(b)         {  M  -     -^- lm}'2 -t- CrrzmjTZ  :-  a-j--f- 3w', 
^    '         ^  dt         '  dt       ^ 

Cas  d'une  résultante  unique.  —  Nous  avons  trouvé  en  Sta- 
tique la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe 
une  force  équivalente  à  un  système  de  forces  donné.  Cette 
condition  s'exprime  d'une  manière  générale  par  l'équation 

L'X'-+-M'Y'-f-N'Z'r.o, 
qui  devient,  dans  le  cas  des  forces  d'inertie, 


-Ma«[<.«+(^y]--o. 
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On  satisfait  à  cette  équation  de  deux  manières  : 

i<>  En  posant 

a  --  o; 

n'^  En  posant 

a  -  -  o, 

ttais  la  première  solution  doit  être  rejetée  :  elle  répond  aux 
^s  où  la  force  unique  que  nous  cherchons  est  nulle  et  a  son 
>oint  d'application  situé  à  Tinflni  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  les 
orces  sont  équivalentes  à  un  couple.  Ce  cas  a  déjà  été  cxa- 
fïiiné.  La  condition  d'un^  résultante  unique  est  donc 

2  mjrz  :—  o, 

équation  que  nous  avons  déjà  rencontrée  comme  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  la  ligne  Oz  soit  axe  principal  en  Tun  de 
Ses  points.  Ainsi  : 

Théorème.  —  Pour  que  les  forces  d'inertie  admettent  une 

résultante  unique,  il  faut  que  l'axe  de  rotation  soit  principal 

en  un  de  ses  points. 

Fi.:,  ai. 


/ 


-*■ 


G 


/ 


• 


R     / 


/ 


..       !    /^  /      ' 


•      -  -  -        ■    ■         ■  ■  - 

/l  C  '      11' 

y'/ 


i _'      _i  _ / 


C.    .      -- 
/    I 


Transportons  l'origineau  point 0'(yîg. 21),  relativement  au- 
quel Taxe  des  z  est  axe  principal,  nous  avons  alors 

Iniyz'  -     o,     Zmzx'  =^  o, 

relations  d*oii  nous  concluons 

L'==o,     M'=o; 

donc  la  résultante  cherchée  est  dans  le  plan  des  x'y't  c'est 

9- 
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à-dîre  dans  le  plan  principal.  Nous   connaissons  la   gran-^ 
deur  et  la  direction  de  cette  résultante  égale  à  la  force  d'iner 
tie  G$,  dont  les  composantes  ont  les  valeurs  (5);  il  sufl^ 
d'avoir  un  point  de  celte  force,  par  exemple  le  point  C  où  el\^ 
rencontre  Taxe  O'jt'. 

Soit  /  la  longueur  O'C;  le  moment  de  la  force  R,  par  ra|), 
port  à  Taxe  de  rotation,  est,  en  se  reportant  aux  valeurs  f5j 
des  composantes  X',  Y',  Z', 


-Mai 


dt 


D'un  autre  côté,  puisque  cette  force  est  équivalente  à  toutes 
les  forces  d'inertie,  son  moment  doit  être  égal  à  la  somme  des 
moments  de  toutes  ces  forces,  soit  à 

donc 

Le  point  C  ainsi  déterminé  s'appelle  centre  de  percussion. 
Nous  verrons  plus  tard  la  raison  de  cette  dénomination,  que 
j'introduis  ici  afin  d'énoncer  tout  de  suite  sous  sa  forme  ordi- 
naire le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Dans  le  cas  oà  il  existe  une  résultante  uniqut 
des  forces  d*  inertie  y  cette  résultante  passe  au  centre  de  per- 
cussion. 

Calcul  des  réactions  des  appuis  de  l'axe. 

Considérons  {Jig'  22)  un  arbre  tournant  FF,,  Jixé  à  la  ma- 
nière ordinaire  aux  deux  points  F  et  F„  par  tourillons  et  cous- 
sinets. Les  réactions  des  supports  comprennent  une  force  T, 
appli(|uée  en  un  point  quelconque  dans  la  direction  de  l'axe, 
pour  empêcher  son  déplacement  longitudinal,  et  des  actions 
perpendiculaires  à  l'axe,  exercées  par  les  coussinets  sur  les 
tourillons.  Si  l'on  néglige  le  frottement,  ces  dernières  peuvent 
se  décomposer  chacune  en  deux  forces,  P  et  Q,  P,  et  Q„  pa- 
rallèles respectivement  à  l'axe  des  x  et  Ix  l'axe  des  j,  et  appli- 
quées en  des  points  définis  de  l'axe  de  rotation  oz.  Appelons  h 
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el  A,  les  hauteurs  respectives  des  tourillons  au-dessus  du  plan 
des  xy-y  et  enfin  soit  a  Tabscisse  du  centre  de  gravité  supposé 
dans  le  plan  des  zx. 

Fig.  11, 


Cela  posé,  les  réactions  des  supports  doivent  détruire  la 
force  qui  provient  de  la  translation  à  Torigine  des  forces  réelles 
eldes  forces  d'inertie,  ainsi  que  les  deux  couples  correspon- 
dants. Écrivons  les  six  équations  de  l'équilibre  entre  les  forces 
appartenant  à  ces  trois  catégories  : 

X -I- P -i- P, -t-  Mo'fl  :--  o, 

Y        0    i    0.   -Mrt^p-=:0, 


(8) 


Z    i-T      o, 
L-Q/i   -Q.A, 


Ut 


«&)'  r-   O, 


0) 


M  H-  P  h  -^  P,  A,  -!-  a  -j-  -f-  i3a)'  :  -  o, 


dl 


\ 


.,       Il   rf&> 


en  posant  n  ==i  2mr^. 

Conséquences.  —  i°  La  troisième  équation  fait  connaître  la 
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pression  longitudinale,  laquelle  ebt  la  même  que  dans  Téiai 
statique; 

2°  La  sixième  donne  la  loi  du  mouvement  de  rotation; 

3°  Enfin  les  quatre  autres  permettront  de  calculer  P,  P„ 

Q,0.. 

Jxes  permanents  de  rotation,  —  Supposons  que  le  corps 
solide»  au  lieu  d'avoir  un  axe  fixe,  n'ait  qu'un  point  maintenu 
fixe,  et  qu'on  ait  choisi  ce  point  pour  origine.  Supposons  de 
plus  qu'aucune  force  extérieure  ne  sollicite  le  corps,  et  cher- 
chons les  conditions  pour  que  le  mouvement,  ayant  com- 
mencé autour  de  Taxe  des  z,  continue  comme  si  cet  axe  était 
fixé  invariablement. 

Il  est  évident  qu'il  suffit  pour  cela  que  toutes  les  forces  que 
l'axe  fixe  devait  détruire  se  trouvent  détruites  par  le  point  fixe 
seul;  or'ce  point  détruit  les  trois  composantes  Pi,  Qi,  T,  qui 
lui  sont  appliquées  et  qui  peuvent  avoir  sans  inconvénient  des 
valeurs  quelconques;  mais  on  doit  avoir 

P     -  o,     Q       o. 

En  faisant,  en  outre,  dans  les  équations  (i).  A,  =  o,  on  arrive 
aux  conséquences  suivantes  : 

1°  Les  trois  premières  équations  donnent  la  charge  du  poiDt 

2°  La  quatrième  et  la  cinquième  deviennent 


3— ao)-  - 

^  (It 

:  O, 

-  o; 

3*>  La  sixième  nous  donne 


—  o; 


donc  le  mouvement  est  uniforme;  les  autres  équations  nous 
montrent  qu'il  faut  avoir  à  la  fois  a  =  o,  P  =  o,  c'est-à-dire 
qu'il  faut  que  l'axe  de  rotation  soit  un  axe  principal  d'inertie 
par  rapport  au  point  fixe.  Les  axes  principaux  d'inertie,  à  cause 
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de  celte  propriété»  portent  aussi  le  nom  d'axes  permanents  de 
rotation  (  *  ). 

j^ares  naturels  de  rotation.  —  Si  de  plus  Taxe  de  rotation 
contient  le  centre  de  gravité  (auquel  cas  il  ne  peut  être  prin- 
cipal en  Tun  de  ses  points  sans  Tètre  également  pour  tous  les 
points  de  sa  direction  ),  on  a 

P,  =  0,    Q,  =  o,- 

c'est-à-dire  que  Taxe  ne  supporte  aucun  effort  en  aucun  de  ses 
points»  et  qu'il  reste  flxe  de  lui-même. 

On  appelle  fréquemment  les  axes  principaux  relatifs  au 
centre  de  gravité  axes  naturels  de  rotation^  parce  qu'ils  sont 
les  seuls  autour  desquels  une  rotation  soit  susceptible  de  se 
perpétuer  indéfiniment,  sans  l'intervention  d'aucun  effet  exté- 
rieur. Cette  rotation  peut  d'ailleurs  se  combiner  avec  un  mou- 
vement de  progression  rectiligne  et  uniforme  du  centre  de 
gravité,  si  ce  point  est  animé  d'une  vitesse  initiale. 

applications  de  la  théorie  des  axes  principaux. 

Les  supports  des  arbres  tournants  ne  sauraient  être  flxes 
d'une  manière  absolue.  Les  efforts  latéraux  qui  s'exercent  sur 
les  tourillons  produisent  des  vibrations  qui  tendent  à  arracher 
les  boulons  de  scellement,  tout  en  nuisant  beaucoup  à  la  pré- 
cision du  travail  de  la  machine.  Des  effets  de  ce  genre  se  pro- 
duisent toutes  les  fois  que  l'axe  d'une  roue  pesante,  tel 
qu'un  volant  de  machine  à  vapeur,  n'est  pas  axe  principal 
d'inertie  :  alors  la  roue  ne  tourne  pas  rond,  et  au  lieu  de  sem- 
bler immobile  elle  paraît  soumise  à  des  battements. 

Équilibrage  des  meules  de  moulin.  —  Ces  battements  sont 


{*)  Quand  Taxe  de  rotation  n'est  pas  nn  axe  principal  d'inertie,  et  qu'on 
▼eut  le  maintenir  dans  une  direction  invariable,  les  formules  (8)  montrent 
qu'il  faut,  en  l'absence  d'un  deuxième  tourillon,  exercer  sur  le  corps  deux  cou- 
ples L  et  M,  déterminés  par  les  relations 

MClf 

ï  -^i3^  — «ft»«  =  o, 
M  -+-  «  -^  -t-  jiùt*  =:  O. 
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surioui  visibles  sur  les  corps  qui,  comme  les  meules  de  moa- 
lins  à  blé,  n'ont  qu'un  seul  point  de  leur  axe  fixe. 

Un  équipage  de  meules  comprend  une  meule  inrérietire 
fixe,  la  meule  gisante  [fig.  a3),  au-dessus  de  laquelle  se  troun 
une  meule  mobile,  appelée  meule  volante;  les  grains  sodi 

rie.  ï3. 


écrasés  entre  les  deux.  La  meule  volante  tourne  autour  d'un 
axe,  qui  n'est  Axé  que  par  un  seul  point  0.  tUne  caviié  eu 
pratiquée  dans  le  centre  de  cette  meule;  au-dessus  est  placée 
une  crapaudine  qui  s'appuie  sur  un  pivot,  fixé  lui-même  à  h 
meule  gisante. 

Cherchons  la  condition  nécessaire  pour  que  la  meule  n*   1 
ballotte  pas  en  tournant,  son  axe  restant  parfaitement  vertical 
pendant  le  mouvement. 

Il  faut  d'abord  que  la  meule  soit  bien  centrée,  c'est-à-dire 
que  la  dislance  a  du  centre  de  gravité  à  l'axe  soit  nulle. 

Sous  cette  condition,  h  meule  se  tiendra  parraitement  hori- 
zontale tant  qu'elle  restera  en  repos.  Mais  du  moment  qu'oD 
vient  à  lui  communiquer  un  mouvement  de  rotation,  la  con- 
dition de  centrage  ne  suffit  plus.  Pour  que  l'axe  de  rotation 
conserve  sa  direction  fixe,  il  faut  encore  que  l'on  ait 

Imxz  -■-  o,     'Zmrz  r=  o, 
c'est-à-dire  que  l:i  répartition  des  masses  autour  du  centre  de 
gravité  doit  être  dans  une  certaine  liaison  avec  les  hauteurs 
respectives  des  masses. 

Ordinairement  cela  n'a  pas  lieu,  parce  que  les  meules  sont 
construites  par  assises  de  petits  matériaux,  comme  une  con- 
struction en  moellons,  et  sont  généralement  loin  d'£tre  homo- 
gènes. Pour  remédier  à  cet  inconvénient,  le  procédé  le  plus 
simple  consiste  à  creuser  dans  la  meule  volante  quatre  trous 


I 

1 
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en  croix  (Jig.  a4)*  et  à  placer  dans  chacun  de  ces  trous  une 
peiite  masse  de  fonte  qu'on  peut  faire  monter  et  descendre  à 

Fig.  24. 


laide  d'une  vis.  On  arrive,  après  quelques  tâtonnements,  à 
donner  à  ces  masses  une  position  convenable. 

On  peu  taussi  placer  à  l'extérieur  de  petits  contre-poids  a,  a\ 
dont  on  règle  également  la  hauteur  par  tâtonnements. 

Les  locomotives  nous  offrent  des  exemples  de  roues  tour- 
nant autour  d'un  axe  non  principal,  dans  celles  de  leurs  roues 
qui  portent  des  boutons  de  manivelle  servant  d'articulations 
aux  bielles  motrices  et  aux  bielles  d'accouplement.  Il  résulte 
de  cette  circonstance  et  d'autres  phénomènes  du  même  genre 
des  couples  perturbateurs  qui  sollicitent  l'essieu  dans  une  di- 
rection variable;  l'effet  de  ces  couples  est  surtout  nuisible 
quand  ils  sont  situés  dans  le  plan  perpendiculaire  à  la  voie, 
parce  qu'ils  tendent  alors  à  soulever  une  des  roues,  et  à  lui 
faire  franchir  le  niveau  du  rail,  ce  qui  peut  produire  un  dérail- 
lement (*). 


(*)  N*oi|blion8  pas  que  les  furces  d'inertin  croissent  comme  les  carrés  des 
Titesses  ont^Iaires,  et  que  ces  vitesses  attci{;nent  aujourd'hui  des  grandeurs 
cOHsidérables,  p.iur  les  locomotives  et  certi-.ines  machines  fixes. 
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C'est  pour  cela  qu*on  arme  les  roues  de  contre-poids  qu'on 
cherche  à  disposer  de  manière  à  atténuer  autant  que  possible 
ces  effets  désastreux  des  forces  d'inertie;  mais  l'équilibrage  de 
ces  forces  ne  paraît  pas  réalisable  au  moyen  d'une  disposition 
simple. 

Expérience  de  M.  Foucault.  —  Calculons  au  moyen  de  nos 
formules  (8)  les  pressions  qui  s'exercent  sur  les  supporu: 
d'une  roue  pesante,  dont  l'axe  horizontal  est  un  axe  principal 
d'inertie,  qui  contient  le  centre  de  gravité  G.  La  seule  force 
extérieure  est  la  pesanteur  M/"",  que  nous  prendrons  parallèle 
à  l'axe  des  x  {Jig,  25). 

Fig.  i5. 


^S 


/ 


/o 


/ 

y 


Conservons  les  mêmes  notations  que  dans  le  cas  général, 
et  désignons  par  h'  la  hauteur  du  centre  de  gravité,  au-dessus 
de  l'origine.  L'arbre  étant  maintenu  fixe  au  moyen  de  deui 
supports  quelconques  placés  en  F  et  F,,  les  relations  (8)  nous 
montrent  que  les  actions  de  ces  supports  sont  verlicales  et 
déterminées  par  les  équations 


P4-  P,  -^-Mg'    -o, 

P/l-h  P,/i,  -f-M^A':rrO. 


(9) 


Ces  équations  sont  les  mêmes  que  si  le  corps  était  en  repos* 
et  le  poids  }Ag  se  répartit  entre  les  supports  conforméroeot 
aux  règles  de  la  Statique. 
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'érifier  ce  résullat,  faisons  reposer  l'extrémité  E  sur 

fixe,  dont  nous  indiquerons  plus  tard  la  disposition 

îre  {/ig.  26),  et  soutenons  l'extrémité  F  au  moyen 

Fi{j.  26. 


îcroché  au  plateau  d'une  balance.  On  reconnaît,  d'une 
\  le  ni  ne  tend  nullement  à  dévier  de  la  verticale; 
art,  que  le  poids  qu'il  faut  mettre  dans  le  deuxième 
e  la  balance,  pour  maintenir  l'équilibre,  estindépen- 
élai  de  repos  ou  de  mouvement  du  corps. 
3sé,  M.  Foucault  a  observé  que,  si  l'on  brûle  le  fil  de 
à  rendre  brusquement  la  liberté  à  l'extrémité  F,  le 
isi  placé  en  porte  à  faux  ne  tombe  pas,  seulement  le 
lécrit  lentement  un  cercle  horizontal  autour  du  point 
j  E  (*).  Nous  expliquerons  plus  tard  cette  expérience 
ible;  nous  nous  contenterons,  pour  le  moment,  de 
îrver  que  notre  calcul  des  forces  d'inertie  suppose  es- 
tent que  l'axe  reste  fixe.  Du  moment  qu'il  n'en  est 


laisser  à  ce  mouTement  la  liberté  de  se  produire,  le  support  est 
'  une  sorte  de  c^^det»  dans  lequel  repose  un  crochet  fixé  à  Taxe  FC 
lition  permet  de  donner  à  Tarbre  une  inclinaison  quelconque,  au 
I  l'abandonner  à  lui-même;  alors  l'axe  conserro  celte  inclinaison 
I  cône  de  révolution  autour  de  la  Tertieale  du  point  E. 
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plus  ainsi,  nos  calculs  el  nos  raisonnements  ne  signifiemab-  |^ 
solument  rien  el  ne  peuvent  plus  nous  fournir  la  moindre io- 
dicalion  sur  les  phénomènes. 

§  XVI.  —  Rotation  d'un  corps  autoub  d'on  poirt  fiii. 

Le  problème  général  qu*il  s'agit  de  résoudre  est  le  suivant: 

Un  corps  solide  y  mobile  autour  d'un  point  0,  et  aninà^ 
actuellement  d'une  rotation  01,  est  soumis  à  l'action  d'n 
couple  K ,  situé  dans  un  plan  quelconque  ;  on  demande  de  dé- 
terminer quels  changements  subiront  dans  la  suite  des  temfi 
la  direction  et  la  grandeur  de  la  rotation  instantanée. 

Pour  chercher  Teffel  du  (TOuple,  nous  pouvons,  en  vertu  do 
principe  de  Galilée,  faire  abstraction  du  mouvement  acquis. 
Cela  fait,  nous  ramènerons  aisément  le  cas  actuel  au  cas  où  le 
corps  avait  un  axe  fixe,  en  considérant  d'abord  un  couple 
perpendiculaire  à  un  axe  principal. 

Effet  d'un  couple  situé  dans  un  plan  principal.  —  Quand  un 
couple  agit  perpendiculairement  à  un  axe  principal  maintenu 
fixe,  N  étant  le  moment  de  ce  couple  et  H  le  moment  d'inerlie 
du  solide,  nous  savons  en  premier  lieu  que  le  solide  reçoii, 
pendant  un  élément  de  temps  dty  une  vitesse  angulaire  inû- 
niment  petite 

N 
(i)  (/w  —  TV-  dt. 

o 

En  deuxième  lieu,  si  Ton  calcule  au  moyen  du  principe  de 
d'Alemberi  [ou  des  équations  (8)  que  nous  avons  trouvées 
dans  le  cas  où  les  forces  extérieures  sont  quelconques]  les 
efforts  qui  s'exercent  sur  les  appuis  fixes  de  l'axe,  on  trouve 
que,  si  l'axe  est  principal  au  point  où  il  repose  sur  l'un  de  ces 
.appuis,  l'autre  support  n'est  nullement  chargé,  pas  plus  que 
dans  le  cas  où  aucune  force  extérieure  n'agissait. 

Il  suit  de  là  qiie  l'effet  du  couple  est  absolument  indépen- 
dant de  la  présence  ou  de  l'absence  d'un  deuxième  support; 
el  cet  effet  est  de  communiquer  au  solide  une  rotation  don- 
née par  l'équation  (i)  autour  de  l'axe  du  couple  qui  se  fi\e 
spontanément,  en  vertu  de  son  caractère  d'axe  principal. 
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e  li  un  premier  résultai  acquis  à  la  tliéorie  qui  fait  l'objet 
ze  paragraphe  : 

HÉORÈME  I.  —  L'axe  de  la  rotation  produite  par  un  couple 
é  dans  un  plan  principal  n'est  autre  chose  que  l'axe  prin- 
il  perpendiculaire  au  plan  du  couple, 

\ffet  d'un  couple  situé  dans  un  plan  quelconque.  —  Pour 
ser  de  ce  premier  cas  à  celui  d'un  couple  quelconque,  il 
it  de  décomposer  le  couple  donné  en  trois,  L,  M,  N,  res* 
Livement  perpendiculaires  aux  trois  axes  principaux  qui  se 
sent  au  point  fixe  0.  Nous  savons,  par  ce  qui  précède, 
^rminer  TefTet  de  chacun  des  couples  composants  pris  iso- 
ent;  et,  cela  fait,  toujours  en  vertu  du  principe  de  Galilée, 
s  obtiendrons  l'effet  total  en  composant,  suivant  les  règles 
a  Cinématique,  les  mouvements  dus  à  chacun  des  couples 
iels. 

)ient  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux,  les  rota- 
s  produites  par  les  trois  couples  L,  M,  N  auront  pour 
urs  respectivement 


r&). 


"&)3   ■"   T7  (lt> 

irsuite^  la  rotation  réelle  sera  donnée  par  l'expression 


/  W       M»       N' 


d-si  =  V  d(^]  -h  drjil  4-  df^)]  ^  ^'  V/   TI  ^"  in  "^  r 


-T-    7^» 


'axe  de  cette  rotation  fait  avec  les  trois  axes  principaux 
angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 

L       M       N 
a'     B*     C' 

3  résultat  est  susceptible  d'un  énoncé  fort  élégant,  en  in- 
uisanl  la  notion  de  l'ellipsoïde  central  du  corps. 
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En  effel,  Téqualion  de  cet  eUipsoTde,  par  rapport  aux  irois 
axes  principaux  du  point  0  :  Ox,  0/,  O2,  est 

Oi',  si  nous  considérons  le  plan  du  couple  défini  par  les  quan- 
tités L,  M,  N,  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles  faits 
par  la  perpendiculaire  à  ce  plan  avec  les  trois  axes  de  l'ellip- 
soïde, il  résulte  de  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre  qae 

T'  "d'  n  sont  proportionnels  aux  cosinus  des  angles  faits  avec 

les  mêmes  axes  par  le  diamètre  conjugué  au  plan  (L,  H, N). 
Donc  : 

Théorème  II.  —  L'axe  de  la  rotation  produite  par  un  coupk 
situé  dans  un  plan  quelconque  coïncide  avec  le  diamètre  con- 
jugué du  plan  du  couple j  dans  Vellipsjïde  central. 

Effet  d* une  percussion.  —  Si  l'on  considère  un  solide  en  re- 
pos, frappé  subitement  par  un  couple  dont  l'action  ne  dure 
qu'un  espace  de  temps  très-court,  on  trouve  la  rotation  finie  qui 
résulte  de  l'action  de  ce  couple,  en  intégrant  les  équations  (2: 
entre  deux  limites  contenant  la  durée  totale  de  la  percussion. 

On  a 

I    Ldt 


(4) 


I     Mrf/ 


t  fi 


B 

0 


fN 


dt 


/.)5  - 


c 


En  prenant  chacune  des  intégrales  figurant  aux  deuxièmes 
membres  des  équations  (4)  comme  mesure  du  couple  corres- 
pondant, on  voit  que  le  théorème  II  s'applique  à  la  rotation 
finie  produite  par  un  couple  de  percussions. 

Revenons  au  problème  général  que  nous  avons  posé  au 
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nmencement  de  ce  paragraphe.  Nous  connaissons  mainte- 
nt  le  mouvement  qui  résulterait  de  l'action  du  couple  sur  le 
rps  en  repos  ;  et  nous  savons  qu'il  faut»  pour  obtenir  la  roia- 
n  réelle  du  solide,  composer  ce  mouvement  avec  celui  que 
corps,  animé  d*une  rotation  donnée,  prendrait  s*il  était 
indonné  à  lui-même  et  soustrait  à  Faction  de  tout  effort 
lérieur,  abstraction  faite  de  la  réaction  du  point  fixe. 
)r  nous  n'avons  encore  aucune  notion  sur  la  manière  de 
ierminer  ce  dernier  mouvement,  lequel  doit  être  regardé, 
ativement  à  un  corps  rnobile  autour  d'un  point  fixe,  comme 
lalogue  du  mouvement  rectiligne  et  uniforme  d'un  point 
lériel  libre. 

(ous  savons  seulement  que,  quand  l'axe  instantané  n'est 

l'un  des  trois  axes  principaux  du  point  Vwe,  la  rotation  du 

ps  abandonné  à  lui-même  ne  reste  pas  constante  ni  en 

ideur  ni  en  direction.  Soient  01  l'axe  instantané  (Jlg.  27). 


0 


Fiç.  37. 


r. 


/i 


/ 
/  I 


I    / 


■  .      I 
I 


la  rotation  que  le  corps  prendrait  naturellement  dans 
stant  suivant;  OÇ  la  rotation  infiniment  petite  produite 
le  coupHe  :  on  obtiendra  l'axe  effectif  de  rotation  en  com- 
antOÇavec  Or. 

â  question  qui  doit  donc  nous  préoccuper  actuellement  est 
e  du  mouvement  d'un  solide  fixé  par  un  point  et  libre  de 
Le  action  extérieure.  Nous  allons  exposer  en  détail  la 
lUon  élégante  que  Poinsot  a  donnée  de  ce  problème  im- 
tant;  mais  auparavant  il  sera  convenable  de  donner  les  for- 
tes générales  du  mouvement  de  rotation  d'un  solide  soumis 
is  forces  quelconques. 
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Équations  générales  de  la  rotation  des  corps. 

Le  principe  de  d'Alemberl  fournit  des  équations  d'équilibre 
qui  doivent  suffire  à  déterminer  le  mouvement  du  solide. 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  ces  équations  se  réduisent  à 
trois,  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  extérieures  et  des  forces  d'inertie  autour 
de  trois  axes  rectangulaires  fixes  passant  par  le  point  O  : 


r/'  z  d^  r\ 

(iP       "  do) 


'       ^      \     dt'       '^  dt^  ) 

Ces  é(|uaiions  contiennent  un  nombre  infini  de  variables 
inconnues,  à  savoir  les  coordonnées^,/,  z  de  tous  les  points 
du  corps  mobile.  Mais  on  réduit  ces  variables  au  nombre  de 
trois,  en  exprimant  que  la  figure  formée  par  tous  les  points 
mobiles  reste  invariable  pendonl  le  mouvement  de  l'ensemble. 

Pour  cela,  faisant  abstraction  du  solide  lui-même,  nous  sui- 
vrons le  mouvement  de  trois  axes  rectangulaires  fixes  relaii- 
vemenl  à  ce  corps  Ojc,,  Ori,  Oz,,  axes  par  rapport  auxquels  les 
coordonnées  de  tous  les  poinls  du  corps  sont  des  consianies. 
x^)\  z  s'expriment  en  fonciion  des  constantes  :r,,  j^-,,  s,  et  de 
trois  quantités  variables  seulement,  à  savoir  les  angles  0,  v|;,  9, 
qui  déterminent  la  position  des  droites  mobiles  Ox,,  On. 
0^1,  par  rapport  aux  axes  fixes  Ox,  Oj,  O2.  En  effectuant  le 
changement  de  variables  par  les  procédés  ordinai^es  de  l'Al- 
g(»bre,  on  aurait  les  équations  du  mouvement. 

Seulement  cette  marche  naturelle  conduit  à  des  calculs 
très-longs,  qu'on  évite  en  appliquant  le  théorème  de  la  page  80, 
dont  la  forme  géométrique  nous  dispense  de  transformations 
analytiques,  plus  ou  moins  équivalentes  à  celles  qui  nous 
ont  fourni  ce  théorème. 

Concevons  donc  qu'on  mène  par  le  point  0  [Jig*  28)  trois 
axes  rectangulaires  0:r,  Or,  Oz,  fixes  d'une  manière  absolue, 
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el  trois  axes  0^,,  0/,,  Oz,,  fixes  par  rapport  au  corps  solide 
el  entraînés  dans  son  mouvement;  enfin  soit  OG  l'axe  du 

Fîç.  28. 


couple  résultant  des  quantités  de  mouvement.  Pour  avoir  des 
formules  plus  simples,  nous  supposerons  que  Ox„  O/i,  O2, 
soient  les  trois  axes  principaux  qui  correspondent  à  Tori- 
gine  0. 

Proposons-nous  d'abord  de  chercher  les  projections  de  OG 
sur  les  trois  axes  mobiles. 

Comme  la  grandeur  et  la  direction  de  la  ligne  OG  dépendent 
uniquement  des  vitesses  des  différents  points  du  solide,  nous 
pouvons  regarder  le  mouvement  comme  une  rotation  effec- 
tive, et,  conformément  à  nos  notations  habituelles,  nous  dési- 
gnerons par  les  lettres  p,  ç,  r  les  composantes  de  cette  rota- 
tion suivant  les  axes  Ojt,,  0^-,,  O2,. 

Cela  posé,  le  moment  par  rapport  à  un  axe  quelconque  de 
la  quantité  de  mouvement  mv  d*un  point  du  solide  est  égal  à  la 
somme  des  moments  des  composantes  de  mv  relatives  aux  trois 
rotations />,  ^,  r;  donc  le  couple  résultant  OG  peut  s'obtenir 
par  la  composition  des  couples  partiels  correspondants.  Or, 
Oxx  étant  un  axe  principal,  Taxe  du  couple  résultant  qui  pro- 
vient de  la  rotation  p,  coïncide  en  direction  avec  0:r„  et  sa 
grandeur  est  représentée  par  le  produit 

Kpy 

A  étant  le  moment  d'inertie  du  corps  autour  de  Taxe  princi- 
pal Oxi. 
Les  rotations  7,  r  donneront  de  même,  autour  des  deux 

in.  10 
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aulres  axes  principaux, 

Bç,  Cr; 

et  l'on  conclut  des  raisonnements  qui  précèdent  que  Taxe  OG 

a  pour  projections,  respectivement  sur  les  trois  axes  mobiles 

Ox,,  0/,,  Oz,, 

Ap,  Bq,  Cr. 

Connaissant  ainsi  les  coordonnées  du  point  G  par  rapport  à 
trois  axes  dont  le  mouvement  est  bien  défini  par  les  quantités 
/?,  ç,  r,  nous  pouvons  trouver  la  vitesse  absolue  de  ce  point  G; 
et,  en  exprimant  que  cette  vitesse  est  égale  et  parallèle  à  Taxe 
du  couple  résultant  des  forces  extérieures,  nous  obtiendrons 
trois  équations  qui  sont  celles  du  mouvement  de  rotation. 

Soient  L,  M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  données 
relativement  à  Ox,,  Oji,  Oz,;  ces  quantités  sont  aussi  les  pro- 
tections de  Taxe  du  couple  résultant  sur  les  mêmes  axes. 

:Quant  à  la  vitesse  du  point  G,  elle  se  compose  : 

I*»  De  la  \iiesse  relative  aux  axes  mobiles,  vitesse  dont  les 
composantes  sont  les  dérivées  par  rapport  au  temps  des  coor- 
données relatives  Ap,  Bq,  Cr: 

.dp  dq  dr 

^lî'      ^dt'     ^Tl' 

2"  De  la  vitesse  d'entraînement,  provenant  de  ce  que  les  axes 
Ox,,  0/,,  Oz,  sont  animés  d'un  mouvement  de  rotation  défini 
par  les  quantités  /?,  q,  r.  Or  nous  avons  trouvé  en  Cinématique 
q.ue  les  projections  de  la  vitesse  d'un  point  dont  les  coordon- 
iiôes  sont  X,,  Y,,  Z,  ont  pour  valeurs 

t'.,,    -  7Z,—  /'Y,, 

En  remplaçant,  dans  ces  expressions,  X,,  Y„  Z,  par  les  coor- 
tlonnées  A/?,  B^,  Cr  du  point  G',  on  trouve  pour  les  projec- 
tions de  la  vitesse  d'entraînement 

(C-B)(/r, 
(A-C)r/?, 
{B-k)pq. 
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On  a  donc  enfin  pour  les  équations  cherchées 

Ces  cqualions,  qui  ponentle  nom  d'équaiions  d'Eitler,  soni 
lu  premier  ordre  par  rapport  aux  Inconnues  p,  q,  r;  elles  con- 
iiituenl  le  premier  groupe  des  équations  du  mouvemeni  de 
'Oiatîon. 

Un  deuxième  groupe  nous  sera  fourni  par  les  trois  équations 
lîfiférentielles  suivantes,  établies  en  Cinématique, 

p  -  -  smo  smO  -jj-  -r  cosç-r-» 
;  •    n^'+         •       dO 

,.     _..  +  cosO^. 

Le  problème  général  de  la  rotation  des  corps  se  trouve 
ainsi  ramené  à  des  termes  purement  analytiques,  c'est-à-dire 
à  l'intégration  de  six  équations  simultanées  du  premier  ordre, 
entre  les  variables  0,  ^,  9  et  les  auxiliaires  y?,  7,  r,  dont  nous 
connaissons  la  signification  géométrique. 

Nous  allons  maintenant  discuter  un  certain  nombre  de  cas 
particuliers  du  problème,  en  commençant  par  celui  où  les  forces 
extérieures  sont  toutes  nulles. 


Étude  géométrique  du  cas  oà  il  ny  a  pas  de  forces  extérieures. 

Si  Ton  voulait  traiter  le  problème  analytiquement,  il  faudrait 
faire  dans  les  équations  (2)  . 

L  1.    o,     M  -    o,     N  -  :  o; 

on  aurait  ainsi  trois  équations  qui  ne  contiennent  plus  que  les 

10. 
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inconnues  /?,  q,  r,  ei  qu'il  est  irès-faclle  d'inlégrer  Isolément, 

A^-t-(C-B)çrr=o, 

(4)  {B^^(h^C)rp  =  o, 

Une  fois  les  valeurs  de  p,  q,  r  connues,  les  équations  (3) 
servent  à  calculer  les  angles  9,  ^,  <p,  qui  déterminent  à  cbaqae 
instant  le  lieu  du  corps  par  rapport  à  trois  axes  fixes.  Les  for- 
mules générales  ont  été  données  par  Jacobi  {*);  elles  sont  as- 
sez compliquées. 

Mais  Poinsol  a  su  donner  une  grande  élégance  à  la  théorie 
de  la  rotation  d'un  corps  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe  en 
vertu  d'un  mouvement  acquis,  et  sans  l'intervention  d'aucune 
force  ;  il  a  tiré  toutes  les  propriétés  de  ce  mouvement  des  théo- 
rèmes généraux  de  la  Dynamique,  par  une  série  de  déductions 
qui  sont  de  la  Géométrie  pure. 

Pour  avoir  l'image  la  plus  nette  et  la  plus  précise  du  mou- 
vement, il  faut,  considérant  les  trois  axes  principaux  dont  l'ori- 
gine commune  est  le  point  ViKe,  se  représenter  sur  ces  axes 
l'ellipsoïde  central  des  corps;  quant  à  la  figure  de  ce  corps 
lui-même,  elle  est  tout  à  fait  indifTérente,  du  moment  que  l'on 
connaît  un  système  de  trois  axes  principaux  et  les  moments 
d'inertie  qui  correspondent  à  ces  trois  axes. 

Cela  posé,  l'application  du  théorème  des  aires,  aucune  force 
extérieure  n'agissant  sur  le  corps  que  nous  étudions,  nous 
donne  en  premier  lieu  la  propriété  suivante  : 

Théorème  I.  —  L'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement  consetve  dans  l'espace  une  grandeur  et  une  dinc- 
t ion  fixes. 

Or  A/?,  B^,  Cr  sont  les  projections  de  cet  axe  sur  les  axes 
mobiles  ;  ces  quantités  ne  sont  pas  constantes,  puisque  ce  sont 
les  projections  d'une  grandeur  fixe  sur  des  directions  qui  va- 


(*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées^  i'*  série,  t.  XIV,  p.  33;. 
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nt.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  somme  des  carrés  des  projections 
me  même  droite  sur  trois  axes  rectangulaires,  fixes  ou  mo- 
es»  exprime  toujours  le  carré  de  la  longueur  de  cette  droite. 
\  a  donc,  en  désignant  par  G  une  constante  qui  représente 
xe  du  couple  résultant,  une  première  intégrale  des  équa 
»ns  (i),  en  écrivant 

légrale  qu'on  aurait  pu  tirer  des  trois  équations  (4)  ^n  les 

jltipliant  respectivement  par  Ap,  Bq,  Cr,  faisant  la  somme 

intégrant. 

En  deuxième  lieu,  le  principe  des  forces  vives  nous  fournit 

propriété  que  voici  : 

rHÉOBÈME  II.  —  La  force  vive  du  solide  reste  invariable  dans 
mouvement. 

il  l'on  désigne  par  (ù  la  vitesse  angulaire,  par  II  le  moment 
nertie,  et  par  F  une  constante  arbitraire,  l'intégrale  des  forces 
es  est 


*)  Cette  équation  exprime  seulement  que  la  grandeur  de  Taxe  du  couple 
iltant  des  quantités  de  mouvement  est  invariable.  Nous  pourrions  obtenir 
itres  intégrales  en  écrivant  que  la  direction  de  Taxe  est  aussi  constante.  En 

7; A/> 

u 

B./ 

cosO,j,  — -^» 


lonc 


cosG,  z,  =  ~  • 

- —        A  an  -hWn'ff  -h  Ca"  r 

cosG,  X  —  — '- —  consl., 

L» 

\fw-^}M?'q  -hCb''r 

cosG,  r  -z-  — t —^ ^  const., 

G 

-—        Acn-t-Br^-^-Cc"/- 

CosG,  2  —  — f^ .— const. 

G 

Seulement,  ces  intéjrabîs  nous  seront  inutiles  pour  le  moment,  parce  qu'elles 
itiennent,  outre  les  composantes  ^,  7,  r,  les  angles  0,  f ,  ^,  dans  les  expres- 
01  de  a,  a'f  a",. ... 
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OU  bien,  en  observanl  que  Taxe  instantané  fait  avec  les  axes 

principaux  des  angles  dont  les  cosinus  sont  égaux  à  ^i  -->  — 

w    w    « 

K  que  le  moment  d'inertie  relatif  à  une  droite  (X,  ^,  y)  a  pour 

expression 

H  —  A  cos->.  -I-  B  cos^a  -T-  C  cos^v, 

on  met  Finlégrale   6)  sous  la  forme 

7)  A/>^ -^  Bg' >T- Cr= -_r  F. 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  en  multipliant  les  deux  mem- 
hres  des  équations  ((}  par  /?,  q,  r  respectivement,  faisant  la 
somme  et  intégrant. 

Une  fois  en  possession  des  iniégralcs  (5)  et  (7),  on  achève- 
rait Tinlégration  en  tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs 
de  p  cl  de  5,  et  subsliiuani  ors  valeurs  dans  la  troisième  équa- 

dr 
lion  (4).  On  obtiendrait  ainsi  -j-  en  fonction  de  r,  des  quantités 

données  A,  B,  C  et  des  constantes  F,  G,  introduites  par  les  deux 
premières  intégrations,  c'esi-à-dire  que  Ton  n'aurait  plus  qu'à 
ciïecluer  une  quadrature  pour  avoir  l'expression  de  r,  par  suite 
les  expressions  de  /?  ei  de  ^  en  fonction  du  temps. 

D'un  aulre  coté,  il  est  extrêmement  simple  de  trouver  géo- 
métri(|uement  toutes  les  propriétés  du  mouvement,  au  moyen 
(les  deux  intégrales  fournies  par  le  principe  des  aires  et  par  le 
principe  des  forces  vives. 

Propriétés  géométriques  du  moui'enient.  —  Menons  à  Tellip- 
îroïde  central  {Jfg-  29)  un  plan  tangent  parallèle  au  plan  invo- 

Fijj.  ?9. 


0 


t 


J 


^    >  ?^' 


riabic;  soit  OP  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  G  sur  ce 
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an  (c'est-à-dire  l'axe  du  couple  résultani  des  quanlitéa  de 
louvement  du  solide),  et  01  le  rayon  mené  du  centre  au  point 
s  contact  :  la  ligne  01  n'est  autre  chose  que  Taxe  instantané. 
3  rotation  (page  129),  ou,  pour  parler  le  langage  de  M.  Poinsot, 
i  point  I  est  le  pôle  de  la  rotation  instantanée,  à  la  surface  de 
ellipsoïde  central. 
Continuons  à  désigner  par  /  Tangle  POI,  nous  avons  trouvé 

Hm 

COS/  =  -pr-'', 

• 

r  si  nous  faisons  attention  que  H&)^  est  une  constante  en  vertu 
u  principe  des  forces  vives,  et  que  G  est  également  une  con- 
ante  en  vertu  du  principe  des  aires,  nous  concluons  de  l'é- 
jation  précédente 

>)  wcosi  =-  const. 

Théorème  III.  —  La  composante  de  la  rotation  instantanéey. 
irpendicuiairement  au  pian  invariable ,  reste  constante. 

Ainsi,  quand  un  corps  abandonné  à  lui-même  tourne  autour 

un  axe  qui  n'est  pas  un  axe  principal  d'inertie,  la  grandeur 

î  la  rotation  varie  à  chaque  instant,  ainsi  que  la  direction  de 

ixe  autour  duquel  elle  s'effectue;  mais  la  projection  de  cette 

tation,  perpendiculairement  au  plan  invariable,  reste  con- 

ante. 

Faisons 

01  -~  w,     OP  ==:  /i  —  u  cos/; 

moment  d'inertie  H  est  proportionnel  à  —1  en  vertu  de  la 

ïfinition  de  l'ellipsoïde.  On  conclut  de  cette  remarque  et  de 

'équation  (6)  que  le  rapport  —  est  une  constante;  et,  comme 

)us  venons  de  voir  que  la  projection  wcos/  est  aussi  une 
mstante,  il  en  est  de  même  de  la  quaniilé  mcosi,  c'est-à-dire 
;  la  distance  //,  du  centre  de  l'ellipsoïde  au  plan  qui  touche 
ît  ellipsoïde  au  pôle  1. 

Théorèhe  IV.  —  La  vitesse  angulaire  de  la  rotation  est  pi o» 
}rtionnelle  à  la  longueur  du  ray^on  vecteur  mené  du  centre  de 
ellipsoïde  au  pôle  instantané. 
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Théorème  V.  —  Le  plan  qui  touche  reilipsoide  au  pôle  de 
la  rotation  reste  toujours  à  la  même  distance  du  centre  de  cet 
ellipsoïde. 

Nous  arrivons  à  la  belle  propriété  qui  constitue  la  proposi- 
tion capitale  de  la  théorie  qui  nous  occupe.  Le  centre  0  de 
Tellipsoïde  dont  nous  voulons  nous  représenter  le  mouvement 
est  fiKC,  et  nous  venons  de  trouver  que  le  plan  tangent  en  I, 
plan  dont  la  direction  est  invariable,  reste  de  plus  à  une  dis- 
tance constante  du  point  fixe  0;  donc 

TafiORÈME  VI.  —  Le  plan  parallèle  au  plan  invariable,  qui 
touche  sans  cesse  r ellipsoïde  central  au  pôle  instantané  de  ro- 
tation, est  toujours  un  seul  et  même  plan^  fixe  dans  V espace 
absolu. 

On  se  représentera  donc  le  mouvement  du  corps,  en  conce- 
vant :  1°  que  l'ellipsoïde  central,  dont  le  centre  est  maintenu 
fixe,  reste  en  contact  avec  un  même  plan,  fixe  dans  l'espace 
absolu;  2®  qu'il  tourne  à  chaque  instant  autour  du  rayon  vecteur 
qui  va  du  centre  au  point  de  contact;  3®  enfin  qu*il  tourne  avec 
une  vitesse  angulaire,  proportionnelle  à  la  longueur  même  de 
ce  rayon  {fig.  29).  Tel  est  le  théorème  de  Poinsot  (*). 

La  connaissance  que  nous  venons  d'acquérir  des  circon- 
stances que  présente  le  mouvement  d'un  solide  invariable 
abandonné  à  lui-même  sans  qu'aucune  force  le  sollicite  vient 
compléter  la  notion  que  nous  avions  tout  d'abord  relativement 
à  l'inertie  de  la  matière.  Nous  avons  admis  en  principe  qu'un 
[)oint  matériel  qui  n'est  soumis  à  aucune  force  se  meut  uni- 
formément en  ligne  droite.  Nous  savons  maintenant  comment 


(*)  On  énonce  quelquefois  ce  ihêorème  eu  disant  que  rdlipsoule  roule 
sans  {vlisser  sur  le  plan  tan{;ent  parallèle  au  plan  invariable.  D*après  les  prin- 
cipes établis  dans  la  partie  goonu^lrique  de  cet  Ouvrage,  il  est  clair  que  nous 
ne  pouvons  pas  dire  que  rellipsoïdc  roule  sans  glisser.  En  eflet,  il  tourne  à 
chaque  instant  autour  d'un  axe  incline  sur  le  plan  invariable;  cette  lotatioo 
se  décompose  en  deux,  l'une  aulour  d'un  axe  situé  dans  le  plan  et  qui  ne 
donne  aucun  glissement,  et  l'autre  autour  d'un  axe  perpendiculaire  qui  donne 
un  résultat  analogue  h  celui  d'un  pivot  sur  sa  crapaudine.  On  peut  dire,  si 
l'on  veut,  que  le  point  de  contact  n'a  aucun  mouvement  de  glissement,  ou,  atec 
M.  Poinsot,  que  le  corps  n'a  pas  de  mouvement  de  rosion;  mais  les  points  infi- 
niment voisins  glissent  de  la  m^me  manière  qu'une  jante  conique  infiniment 
p^»tilo  qu'on  forcerait  à  se  mouvoir  en  ligne  droite  sur  un  plan  fixe. 
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les  choses  se  pàssenl  lorsqu'au  lieu  d'un  point  matériel  on 
considère  un  solide  invariable  qui  se  trouve  dans  le  même  cas, 
c'est-à-dire  qui  n'est  soumis  à  Faction  d'aucune  force.  Le  cen- 
tre de  gravité  de  ce  solide  se  meut  uniformément  en  ligne 
droite,  et  en  même  temps  le  solide  tourne  autour  de  ce  centre 
de  gmvitéy  conformément  aux  lois  simples  qui  viennent  d'être 
indiquées  d'après  Poinsot. 

Développement  de  la  solution, 

• 
Dans  cette  image  si  claire  que  nous  avons  donnée  de  la  rota- 
lion  des  corps,  on  voit  sur-le-champ  loutes  les  circonstances  et 
toutes  les  variétés  que  ce  mouvement  peut  offrir,  et  l'on  est 
conduit,  comme  par  la  main,  aux  opérations  et  aux  calculs 
qu'il  faut  faire,  si  l'on  veut  en  mesurer  toutes  les.  différentes 
affections. 

Et  d'abord,  cette  suite  de  points  par  lesquels  l'ellipsoïde 
central  du  corps  vient  se  mettre  en  contact  avec  le  plan  fixe 
du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement,  étant  consi- 
dérée sur  la  surface  de  l'ellipsoïde,  y  marque  la  route  du  pôle 
instantané  dans  l'intérieur  du  corps;  et  les  mêmes  points, 
étant  considérés  sur  le  plan  fixe,  y  marquent  sa  route  dans 
l'espace  absolu.  On  peut  déterminer  sur-le-champ  ces  deux 
lignes  courbes,  et,  conformément  à  ce  que  nous  avons  vu  en 
Cinématique,  les  considérer  comme  les  bases  de  deux  sur- 
faces coniques  de  même  sommet,  dont  l'une,  mobile  comme 
le  corps,  roulant  sur  l'autre  qui  est  fixe  dans  l'espace  absolu, 
donnerait  à  ce  corps  le  mouvement  précis  qui  l'anijne. 

De  la  courbe  décrite  par  le  pôle  instantané  de  la  surface  de 
l'ellipsoïde  central.  —  Pour  trouver  cette  courbe,  qui  est  à 
double  courbure,  et  que  nous  désignerons  par  (5),  il  n'y  a  qu'à 
chercher  la  suite  des  points  par  lesquels  un  ellipsoïde  aux 
rajons  principaux  ay  b,  c  serait  touché  par  un  plan  assujetti 
à  rester  toujours  à  une  même  distance  donnée  h  du  centre  de 
cet  ellipsoïde,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  suite  des 
points  de  contact  avec  l'ellipsoïde  d'un  plan  qui  se  mouvrait 
en  touchant  à  la  fois  cet  ellipsoïde  et  une  sphère  concentrique 
au  rayon  donné  A.  Or  il  est  clair  que  cette  courbe  (s)  est  un 
orbe  fermé,  à  double  courbure,  espèce  de  roue  elliptique  dont 
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l'axe  ou  l'essieu  esl,  ou  le  rayon  majeur  a  de  Tellipsoîde  cen- 
tral, ou  le  rayon  mineur  c,  selon  que  le  rayon  h  de  la  sphère 
est  donné  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  rayon  moyen  b  de 
ret  ellipsoïde.        ♦ 

C'est,  au  reste,  ce  qu'on  peut  voir  par  le  calcul  le  plus 
simple;  en  effet,  l'équation  de  la  surrace  de  l'ellipsoïde  étant 

yî  V*  7^ 

(0)  -+-fe +  -,--•. 

•'  a-        b^.       c* 

la  distance  du  centre  au  plan  tangent  est  exprimée  par 


X,,  >*,,  Zx  désignant  les  coordonnées  du  point  de  contact.  En 
égalant  cette  expression  à  la  distance  donnée  /i,  on  a  la  se- 
conde équation  du  lieu  décrit  par  le  pôle 

/     V  ^\      y\      2j       r 

^      '  a'        b*        c»        //' 

d'où,  en  éliminant  tour  à  tour,  au  moyen  de  la  première, 
chacune  des  trois  coordonnées  jt,,  r,,  -s,,  on  lire  les  équations 
suivantes  : 

1    h^  —  n'    ,        c'  —  n',         /i*—n^ 


b' 

r» 

A' 

c' 

a' 

— 

c' 

c 


•'        '  A' 


(")        1  — —  ^î-  -«.---^•;-  -n^> 

h'  —  c'    ,        /i'  —  c- 

qui  donnent  les  projections  de  la  courbe  sur  les  trois  plans 
principaux. 

Des  variétés  que  la  courbe  {s)  peut  offrir  dans  certains  cas 
pariicuiiers.  —  Vvenons  deux  plans  de  projection  (yîg*.  3oj: 
l'un,  le  plan  horizontal,  parallèle  au  plan  a:,.>',,  l'autre,  le 
plan  vertical,  parallèle  à  ^|2,;  entln,  prenons  encore  un  troi- 
sième plan  auxiliaire  parallèle  au  plan  z,j„  que  nous  rabat- 
trons sur  le  plan  horizontal. 

Sur  le  plan  vertical,  l'ellipsoïde  aura  pour  contour  apparent 
une  ellipse  dont  les  axes  sont  2a  et  2c;  en  projection  hori- 
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zonule,  l'ellipse  aura  pour  axes  za  el  nb;  enfin,  sur  le  plan 
auxiliaire,  les  axes  de  l'ellipse  seront  2&  el  2  c.  , 


La  courbe  ne  dépend,  comme  on  voit,  que  de  quatre  para- 
mètres :  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde  central  qui  sont 
donnés  par  la  nature  du  corps,  et  ensuite  la  hauteur  A  du 
centre  au-dessus  du  plan  langent  invariable,  laquelle  est  don- 
née par  la  direction  de  l'axe  du  couple  résulianl  des  quantités 
de  mouvement. 

Les  variétés  que  celte  courbe  peut  offrir  pour  un  même 
corps  ne  dépendent  donc  que  des  valeurs  particulières  qu'on 
peut  attribuera  la  constante  h. 

Or  celte  ligne,  étant  la  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde  à 
l'un  de  ses  plans  tangents,  est  nécessairement  iniennédiaire 
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entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  de  relUpsoTde.  De 

sorte  que,  les  trois  rayons  <i,  fr»  c  étant  rangés  .dans  cet  ordre 

de  grandeur 

a>6>c, 

qui  répond  pour  les  moments  d'inertie  principaux  à  Tordre 

inverse 

A<B<C, 


Il  avoir  à  distinguer  que  deux  cas  généraux  :  h  com-    i 
a  «et  bf  et  h  compris  entre  b  et  c;  ensuite  deux  cas 


on  ne  peut 

pris  entre 

particuliers  :  h  =  a,  h^:=  c,  et  enfin  un  cas  singuHer  :  h  =  i. 

On  voit  que,  sur  le  plan  j:,j,  et  sur  le  plan  j^,z„  les  courbes 
projetées  sont  toujours  des  ellipses  semblables,  car  les  coef- 
ficients des  carrés  des  variables*  sont  toujours  de  même  si- 
gne et  sont  indépendants  de  h.  Au  contraire,  sur  le  plandçs 
5,^1,  on  a  des  hyperboles  ayant  toutes  les  mêmes  asymptotes, 
et  dont  la  position,  par  rapport  à  ces  asymptotes,  dépend  du 
signe  de  la  quantité  h^—  6%  laquelle  peut  être  positive,  nulle 
ou  négative. 

Supposons  d'abord  h  =  b,  La  deuxième  équation  (i  i)  repré- 
sente deux  droites  qui  sont  les  traces,  sur  le  plan  XiZi,  de 
deux  plans  perpendiculaires  à  celi^i-ci,  lesquels  coupent  l'el- 
lipsoïde suivant  deux  ellipses  ayant  pour  axe  commun  Taxe 
moyen  de  l'ellipsoïde.  Ces  ellipses  sont  inclinées  sur  le 
plan  x,j,,  d'un  angle  0  donné  par  la  formule 


en  projection  horizontale;  elles  ont  pour  projection  commune 
une  ellipse  dont  l'un  des  axes  sera  6,  et  l'autre  la  projection 
de  l'axe  de  l'ellipse  dans  l'espace,  axe  qu'on  trouvera  facile- 
ment à  l'aide  de  l'équation  de  l'ellipsoïde  et  de  la  valeur  de 
tangO. 

Ceci  posé,  quand  h  sera  dilîérent  de  6,  on  aura,  sur  le 
plan  or,  z,,  des  hyperboles,  ou  plutôt  des  arcs  d'hyperboles 
ayant  pour  asymptotes  les  projections  des  ellipses  singulières, 
et  suivant  que  /i  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  b,  ces  hyper- 
boles seront  situées  dans  un  des  angles  des  asymptotes  ou 
dans  l'autre.  Sur  les  plans  a:,j,  et  z,/,,  les  projections  des 
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courbes  sont  des  ellipses  semblables  aux  ellipses  singulières. 
Toutes  celles  qui  se  projeiieni  à  rinlérleur  de  celles-ci  sont 
entières,  les  autres  n'ont  que  deux  arcs  à  l'intérieur,  le  reste 
sort  deTellipse  principale  et  constitue  les  parties  parasites  des 
courbes. 

Dans  les  deux  cas  particuliers  de  A  =  a  et  A  =  c,  la  courbe 
se  réduit  à  un  point  qui  est  le  sommet  A  ou  le  sommet  C  de 
l'ellipsoïde  central;  quand  le  pôle  occupe  l'une  ou  l'autre  de 
ces  deux  positions,  le  corps  tourne  uniformément  autour  de 
l'un  ou  de  l'autre  des  deux  axes  principaux  2a  ou  2c,  lequel 
axe  demeure  immobile  dans  l'espace  absolu. 

On  pourrait  remarquer  que  la  courbe  {s)  est  en  quelque 
sorte  double;  car,  tandis  que-  le  pôle  instantané  I  décrit  cette 
courbe  (5),  il  est  évident  que  le  pôle  opposé  I'  en  décrit  une 
autre  («'),  parfaitement  égale  à  l'autre  partie  de  l'ellipsoïde; 
mais  il  suffit  d'en  considérer  une  seule. 

On  voit  que  cette  courbe  à  double  courbure  a,  comme  une 
ellipse,  quatre  sommets  principaux  où  elle  est  divisée  en 
quatre  parties  égales  et  symétriques,  et  il  est  évident  que  ces 
sommets  sont  les  quatre  points  où  la  courbe  traverse  les  deux 
plans  principaux  conduits  par  l'axe  qui  lui  sert  comme  d'es- 
sieu :  c'est  en  ces  points  que  le  rayon  vecteur  01  atteint  des 
valeurs  maxima  ou  minima,  comme  il  est  facile  de  le  voir  en 
cherchant  le  maximum  de  l'expression 


où  les  variables  r,,  j,,  s,   sont  liées  par  les  équations  (g) 
et  (10). 

De  la  courbe  décrite  par  le  pôle  instantané  dans  l'espace 
absolu.  —  La  courbe  {s)  que  le  pôle  instantané  I  de  la  rotation 
trace  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  central  étant  ainsi  déterminée, 
il  est  facile  de  trouver  la  courbe  [<t)  que  le  pôle  instantané 
décrit  sur  le  plan  fixe;  car,  en  considérant  l'orbe  fermé  {s) 
comme  la  base  d'une  surface  conique  dont  le  sommet  est  au 
centre  0  de  l'ellipsoïde,  il  est  clair  que,  pendant  le  mouve- 
ment du  corps,  ce  cône  tourne  sans  cesse  autour  de  sa  géné- 
ratrice 01,  en  appuyant  le  contour  de  sa  base  sur  le  plan  fixe, 
et  qu'ainsi  ce  contour  {s)y  trace  en  roulant  la  courbe  plane  (o-), 
que  le  pôle  instantané  décrit  dans  l'espace  absolu.  Les  arcs 
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infiniment  peiils  da  de  celle  courbe  plane  sonl  donc  égaux 
aux  arcs  successifs  ds  de  celle  roue  mobile  (s)  qui  les  pro- 
duit; de  sorte  que,  si  l'on  a  Téqualion  de  celle-ci.  entre  la 
longueur  s  de  son  arc  et  son  rayon  vecieur  m,  il  suffit  d'y 
changer  *  en  o*  pour  avoir  l'équation  de  la  courbe  (o*)  enlre 
son  arc  et  le  même  rayon  u  émané  du  centre  0  de  I  ellip- 
soïde. 

Mais  comme  cette  courbe  ((7)  est  plane,  si  l'on  aime  mieux 
la  rapporter  à  des  rayons  vecteurs  v  émanés  d'un  point  pri$ 
dans  le  plan  même  de  la  courbe,  on  peut  choisir  pour  ce  nou- 
veau centre  le  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  0  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  fixe  que  l'on  considère 
[fig.  29);  et  alors  il  suffit  de  changer  u  en  VA^-hv*  dans  l'é- 
quation dont  il  s'agit. 

Le  rayon  vecteur  v  de  la  courbe  plane  (7)  n'étant  auiro 
chose  que  la  projection  du  i-ayon  u  de  la  roue  [s)  dont  les  élé- 
ments ds  viennent  s'appliquer  l'un  après  l'autre  sur  le  plan  pour 
former  les  éléments  égaux  dv  de  la  courbe  plane  (o*),  il  esi 
clair  que  le  rayon  v  va,  comme  le  rayon  w,  d'un  maximumï 
un  minimum  y  de  ce  minimum  à  un  maximum  suivant,  égal  au 
premier,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini  :  et  cela  par  des  intervalles 
(ou  longueurs  d'arcs  a)  égaux  enlre  eux,  et  au  quart  de  la  gé- 
nératrice (s).  Donc 

La  courbe  {7)  décrite  par  le  pôle  instantané  dans  l'espace 
absolu  est  une  courbe  plane  régulièrement  ondulée  autour 
d'un  même  centre j  c'est- ù-dire  une  courbe  formée  par  unt 
suite  d'ondes  égales  et  régulières,  dont  les  sommets  sonl  équi- 
distants,  et  qui  serpente  à  r infini  entre  deux  cercles  concen- 
triques dont  elle  va  toucher  alternativement  l'une  et  l'autre 
circonférence  [fig.  3i). 

Si  l'angle  au  centre,  qui  répond  à  deux  sommets  consécu- 
tifs supérieurs  ou  inférieurs  de  la  courbe  ondulée  (7),  esi 
commensurabic  avec  quatre  angles  droits,  et  qu'on  dé>igne 
par  n  le  plus  petit*  nombre  entier  de  cercles  que  cet  angle  ou 
ce  secteur  mesure,  la  courbe  [7)  se  fermera,  et  le  pôle  quiia 
décrit  reprendra  exactement  sa  première  route,  après  avoir 
fait  n  fois  le  lour  entier  de  l'espace  angulaire.  Mais,  comme 
l'intervalle  de  deux  sommets  consécutifs  du  même  nom  ne 
répond  qu'à  une  moitié  de  l'orbe  mobile  (i),  il  est  clair  qu'il 
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faut  doubler  ce  nombre  de  révolutions,  si  l'on  veut  que  le 
pôle  instantané  se  retrouve,  non -seulement  au  même  lieu 
dans  l'espace  absolu,  mais  encore  au  même  lieu  sur  la  surface 
de  reliipsoTde  central. 

Fig.  3i. 


•i' 


Si  Tangle  dont  il  s'agit  n*esl  pas  coinmensurable  avec  quatre 
angles  droits,  la  courbe  ondulée  (c)  ira  à  Tinfini,  sans  pouvoir 
jamais  se  fermer;  et  le  pôle  instantané,  qui  reviendra  tou- 
jours périodiquement  au  même  lieu  dans  le  corps,  ne  pourra 
jamais  retomber  en  même  temps  au  même  lieu  dans  Tes- 
pace. 

Telles  sont,  en  général,  les  deux  courbes  décrites  par  le 
pôle  instantané.  Tune  dans  riniérieur  du  corps ,  et  Tautre 
dans  Tespace  absolu.  El  quoique  ces  courbes  soienl  de  formes 
si  différentes,  conmie  c'est  un  seul  el  même  point  qui  décrit 
à  la  fois  Tune  et  Tauire,  leurs  équaiions,  prises  entre  le  rayon 
vecteur  émané  du  centre  0  el  la  longueur  de  Tare  décrit,  sont 
exactement  une  seule  et  même  équalion. 

Le  cône  roulant  y  à  la  surface  duc|uel  la  première  courbe  [s) 
sert  de  base,  est  simplement  un  cône  droit  du  second  déféré; 
mais  le  cône  fixe  sur  lequel  il  roule  est  un  cône  transcen- 
dant dont  la  surface  ondule  à  Tinfini  auiour  de  Taxe  ^\\q  du 
couple;  c'est  aussi  une  espèce  de  cône  droit  et  circulaire, 
mais  dont  la  surface  sérail,  pour  ainsi  dire,  cannelée  suis diïïi  le 
contour  régulièrement  ondulé  de  la  courbe  (  o")  qui  lui  seri  de 
base. 
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Cas  singulier  :  h=zb.  —  Dans  le  cas  singulier  de  h  égal  au 
rayon  moyen  b  de  l'ellipsoïde  central,  la  courbe  (s)  ne  se  ré- 
duit pas  à  un  point;  car  sur  la  surface  de  Tellipsoîde,  outre  le 
pôle  moyen  B,  où  le  plan  tangent  est  à  une  dislance  A  =  6  du 
centre  0,  il  y  a  une  infinité  d'autres  points  où  le  plan  tangent 
se  trouve  à  celte  même  distance  b  du  centre  de  cet  ellipsoïde, 
et  la  suite  de  ces  points  forme  deux  ellipses  égales,  dont  les 
plans  se  croisent  suivant  l'axe  moyen  26,  et  sont  inclinés  au 
plan  principal  ab  d'un  angle  dont  la  tangenle  est 


c'  .  /(i"  —  b^ 


^bv 


b' 


fi 


de  sorte  que  ces  deux  ellipses,  qui  ont  pour  leur  commun 
petit  axe  la  ligne  26,  ont  pour  leur  grand  axe  (*)  une  ligne 


(i3)  2(3  ==  2i/a»H-  c» 


c'est  ce  qui  se  voit  sur-le-champ  par  les  équations  de  l'orbe  (1), 
en  y  supposant  h  =  b. 

Dans  ce  cas  singulier  de  h  =  6,  la  courbe  (v)  est  donc  pro- 
duite par  le  mouvement  de  l'une  (s)  de  ces  deux  ellipses  dont 
on  retiendrait  le  centre  immobile  en  0,  à  une  hauteur  fr  au- 
dessus  du  plan  iîxe,  et  dont  on  ferait  rouler  la  circonférence 
sur  ce  plan,  avec  lequel  on  l'aurait  mise  en  contact.  Or  il  est 
aisé  de  voir  que,  dans  ce  cas,  la  courbe  (c)  décrite  par  le  point 
de  contact  est  une  ligne  spirale  qui  va  en  tournant  autour  du 
centre  P  et  s'en  rapproche  sans  cesse  de  plus  près  que  loui 
ce  qu'on  voudra,  comme  d'un  point  asymptotique,  sans  pou- 
voir jamais  l'atteindre  {Jig.  32).  Cette  spirale,  considérée  dans 
toute  son  étendue,  est  une  courbe  symétrique  à  gauche  et  à 
droite  d'un  certain  point  qui  la  divise  en  deux  parties  égales. 
Car,  en  revenant  sur  ses  pas,  en  faisant  rouler  l'ellipse  en  sens 
contraire,  le  rayon  vecteur  v  revient  en  augmentant  jusqu'à 
une  certaine  valeur 

V  ~  ^^'  —  b^ , 


(*)  Il  est  facile  de  s'assurer  que  Taxe  égal  h  i^î  est  toujours  le  pltu  grand, 
de  sorte  que  nos  asymptotes  sont  toujours  au-dessous  du  plan  des  sections 
circulaires. 
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qui  est  son  maximum;  après  quoi,  il  diminue  par  les  mêmes 
degrés,  de  sorte  que  son  exirémiié  I  décrit  de  l'autre  côté 


Fig.  33. 


une  spirale  égale  à  la  première  et  qui  fait  comme  la  moitié  de 
la  courbe  entière  et  continue  [a)  dont  il  s'agit.  Cette  courbe 
a  donc  un  sommet,  à  gauche  et  à  droite  duquel  elle  jette  deux 
branches  égales  qui  vont,  en  sens  contraires,  tourner  en  spi- 
rales autour  d'un  seul  et  même  centre  P;  et  quoique  chacune 
de  ces  branches  fasse  un  nombre  infini  de  révolutions  autour 
de  ce  centre  sans  jamais  l'atteindre,  la  longueur  totale  de  la 
courbe  est  Jinie  et  égale  à  la  demi-circonférence  de  l'ellipse 
roulante  qui  la  produit. 

Le  pôle  I,  qui  décrit  cette  spirale  de.  longueur  finie,  ne 
peut  jamais  la  parcourir  dans  toute  son  étendue  :  quelque  près 
qu'on  le  suppose  déjà  du  centre  P  dont  il  s'approche,  il  lui 
faut  encore  un  temps  infini  pour  achever  le  petit  arc  qui  reste 
à  décrire,  ou,  pour  parler  exactement,  il  ne  pourra  jamais 
l'achever. 

Dans  ce  cas  singulier  du  mouvement  des  corps,  le  pôle  in- 
stantané de  la  rotation  est  donc  un  point  toujours  nouveau, 
et  dans  le  corps,  et  dans  l'espace  absolu  ;  je  veux  dire  que, 
dans  le  cours  inGni  de  la  rotation,  le  pôle  ne  peut  jamais  re- 
venir au  même  lieu,  ni  dans  le  corps,  ni  dans  l'espace,  quoi- 
qu'il ne  décrive  qu'une  ligne  finie,  et  dont  la  longueur  serait 
tout  au  plus  égale  à  la  demi-circonférence  de  l'ellipse,  en  sup- 
III.  1 1 
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posant  le  temps  infini,   non-seulement  après,  mais  encore 
avant  l'époque  que  Ton  considère. 

Tel  est  le  mouvement  du  pôle  quand  on  suppose  h  =  b, 
c'est-à-dire  quand  le  plan  du  couple  résultant  des  quantités 
de  mouvement  touche  Tellipsoîde  central  en  un  point  qui  ap 
partieni  à  l'une  ou  à  Tautre  de  ces  deux  ellipses  singulières 
dont  nous  venons  de  parler. 

Mais  s*il  arrivait  que  le  plan  touchât  précisément  au  pôle 
moyen  B  oii  se  croisent  ces  deux  ellipses,  le  pôle  I,  qui  se 
confondrait  alors  avec  B  et  le  centre  fixe  P,  resterait  parfaite- 
ment immobile,  et  le  corps  ne  cesserait  de  tourner  uniforme 
ment  autour  de  Taxe  moyen  OB,  comme  il  ferait  autour  de 
Taxe  majeur  OA,  ou  de  Taxe  mineur  OC,  si  le  plan  du  couple 
était  tangent  au  pôle  A,  ou  du  pôle  Cde  Tellipsolde.  En  effet, 
il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  que  le  pôle  I,  qui  ne  peut  dé- 
crire à  la  surface  que  Tune  des  deux  ellipses  dont  on  vient  de 
parler,  et  qui  tombe  en  ce  moment  à  l'extrémité  B  de  leur  axe 
commun,  décrivit  Tune  plutôt  que  Tautre  de  ces  deux  ellipses 
parfaitement  égales  et  symétriques;  d'où  l'on  voit  qa'à  la  ri- 
gueur l'axe  moyen  de  l'ellipsoTde  central  est,  comme  lesdevx 
centres,  un  axe  permanent  de  rotation. 

Mais  il  y  a  cette  différence,  c'est  que,  antoor  de  cet  axe 
moyen,  la  rotation  n'a  point  de  i/afrf/i/^  .-je  veux  dire  que, 
pour  peu  que  le  pôle  I,  en  vertu  (fun  petit  couple  étnmgerap* 
pllqué  au  corps,  vienne  à  s'écarter  du  pôle  moyen  B,  Il  tendra 
à  s'en  écarter  davantage,  s'en  allant  alors  décrire,  à  la  surface, 
un  orbe  elliptique  (5),  soit  autour  du  grand  axe,  soit  autour 
du  petit  axe,  selon  que  ce  déplacement  accidentel  do  pèle 
aura  fait  augmenter  ou  diminuer  la  distance  A  du  plan  tangent: 
et  si  le  déplacement  est  tel  que  h  n'ait  pas  varié  de  grandeur, 
le  pôle  ira  décrire  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  ellipses  singu- 
lières que  nous  avons  considérées. 

Il  n'y  a  qu'un  seul  cas  où  le  pôle  I,  étant  écarté  du  pôle 
moyen  B  de  l'ellipsoïde,  tendrait  à  y  revenir  :  e'^est  le  cas  ou 
le  pôle  I  serait  porté  sur  la  circonférence  de  l'âne  des  deux 
ellipses  du  côté  où  le  sens  de  la  rotation  tend  à  le  nmeaer 
versB. 

S'il  est  porté  sur  la  même  ellipse,  mais  de  l'autre  côté  de 
son  sommet  B,  il  s'éloignera  indéfiniment  de  cep61e  moyen  B^ 
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et  il  ira  tomber,  après  un  temps  infini,  sur  le  pôle  opposé  B' 
de  rellipsoîde.  Ainsi»  dans  ce  cas,  qui  est  unique,  conune  le 
précédent,  l'ellipsoïde  qui,  au  commencement,  touchait  le 
plan  fixe  par  son  pôle  moyen  B,  le  toucherait  à  la  fin  par  le 
pôle  moyen  opposé  B';  de  sorte  que  la  position  du  corps  se 
trouverait  entièrement  renversée  dans  l'espace.  C'est  le  plus 
grand  dérangement  que  l'impulsion  d'un  petit  couple  étranger 
puisse  amener  dans  la  position  d'un  corps  qui  tourne  actuel- 
lement sur  son  axe  moyen  ;  car,  si  le  pôle  est  déplacé  de  toute 
autre  manière  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde,  il  va  décrire, 
comme  on  l'a  vu,  un  orbe  fermé  [s),  soit  autour  du  grand 
axe,  soit  autour  du  petit  axe;  et,  par  conséquent,  s'il  s'écarte 
d'abord  du  pôle  moyen  B,  il  s'en  rapproche  ensuite,  et  revient 
périodiquement  passer  à  la  même  distance  de  B  sur  la  sur- 
face, et  à  la  même  distance  du  centre  fixe  P,  dans  l'espace  ab- 
solu. 

Il  y  a  encore  une  autre  variété  de  la  courbe  (a)  que  le  pôle 
Instantané  peut  décrire  dans  l'espace;  mais  elle  n'est  plus  re- 
lative à  la  valeur  particulière  qu'on  suppose  à  la  ligne  don- 
née h  :  elle  dépend  uniquement  de  l'espèce  de  ce  corps,  c'est- 
ànlire  de  la  proportion  des  axes  a,  b,  c  de  l'ellipsoïde  central. 

Si  le  corps  est  un  de  ceux  qui  ont  deux  de  leurs  trois  mo- 
ments principaux  d'inertie  égaux,  il  est  alors  de  révolution^ 
ou  ce  qu'on  appelle  un  sphéroïde  :  sphéroïde  allongé,  si  l'axe 
de  révolution  est  plus  grand  que  le  diamètre  de  Téquaieur, 
ou  aplati  vers  les  pôles  si  cet  axe  est  plus  petit.  Dans  l'un  et 
l'autre  cas,  il  est  évident  que  la  route  (s)  du  pôle  à  la  surface 
du  sphéroïde  est  un  cercle  autour  de  l'axe  de  ce  sphéroïde,  et 
par  conséquent  la  route  (  a)  du  pôle  sur  le  plan  fixe  est  aussi 
an  cercle  autour  de  Taxe  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement.  C'est  un  des  cas  les  plus  simples  de  la  rotation 
des  corps,  parce  que  tout  y  est  circulaire  et  uniforme.  Cepea- 
daat»  il  faut  encore  remarquer  que,  si  la  circonférence  du 
œrele  roulant  (j>  n'est  pas  commensurable  avec  celle  du 
cereie  fixe  (  a).  Le  pôle  instantané  ne  peut  jamais  revenir  au 
même  lien  dans  le  corps  et  dans  l'espace  tout  à  ia  fois. 

Enfin,  ei  c'est  ici  le  cas  ie  plus  simple  de  tous,  si  les  trois 
moments  d'inertie  sont  égaux,  l'ellipsoïde  central  devient  une 
sphère,  Faxe  instantané  de  rotatioa  se  confond  avec  la  per- 

11. 
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pendiculaire  au  plan  invariable,  les  deux  courbes  (s)  et  (7) se 
réduisent  à  deux  points  qui  n'en  font  qu'un  seul,  et  le  pôle 
instantané  I  reste  immobile  et  dans  le  corps  et  dans  l'espace 
absolu. 

De  ce  qui  fait  la  mesure  de  la  stabilité  pour  chacun  det 
deux  axes  extrêmes  de  V ellipsoïde  central,  —  Nous  avons 
déjà  remarqué  ce  qui  distingue  l'axe  moyen  des  deux  axes 
extrêmes,  sous  le  point  de  vue  de  la  stabilité  que  ces  deux 
axes  peuvent  offrir  dans  la  rotation  des  corps;  mais  pour  nous 
faire  une  idée  nette  de  cette  stabilité,  et  de  ce  qui  en  Tait  en 
quelque  sorte  la  mesure,  imaginons  la  surface  de  l'ellipsoïde 
central  comme  coupée  en  quatre  parties  ou  fuseaux  par  les 
deux  ellipses  singulières  que  nous  avons  considérées,  et  dont 
les  deux  plans,  conduits  par  l'axe  moyen  26,  sont  également 
inclinés  à  l'axe  majeur  2a  (l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous) 

d'un  angle  0   dont  la  tangente  est  —  i/x^ — -i*   Le  pôle 

moyen^  de  l'ellipsoïde  est  à  l'intersection  de  ces  deux  ellipses; 
le  pôle  majeur  A  est  au  centre  du  fuseau  dont  l'ouverture  est 
2O,  et  le  pôle  mineur  C  au  centre  du  fuseau  supplémentaire. 

Or,>n  premier  lieu,  si  le  pôle  instantané  I  de  la  rotation 
tombe  sur  le  pôle  moyen  B  de  l'ellipsoïde,  il  est  clair  que, 
pour  peu  qu'on  le  déplace,  il  va  tomber  dans  l'un  ou  l'autre 
des  deux  fuseaux  dont  il  s'agit,  et  décrire  son  orbe  s  autour 
de  l'un  ou  l'autre  pôle  principal  de  l'ellipsoïde.  Ou  bien,  si  on 
le  déplaçait  sur  le  contour  même  de  l'une  des  deux  ellipses, 
il  irait  décrire  la  moitié  de  cette  ellipse  pour  retomber  sur  le 
pôle  moyen  opposé;  ou,  s'il  était  porté  sur  l'autre  moitié  de 
la  même  ellipse,  il  reviendrait  aussitôt  au  pôle  moyen  même 
d'où  on  l'aurait  écarté  :  d'où  il  résulte,  comme  on  l'a  dit  ci- 
dessus,  que,  hors  de  ce  cas  unique  de  déplacement,  l'axe 
moyen  du  corps  n'a  aucune  stabilité. 

Mais  si  le  pôle  instantané  tombe  actuellement  au  pôle  ma- 
jeur  A  de  l'ellipsoïde,  il  peut  être  déplacé  comme  on  voudra, 
dans  toute  l'étendlie  du  fuseau  environnant,  sans  cesser  de 
décrire  son  orbe  (5)  autour  du  même  pôle  majeur.  Et,  si  c'est 
en  cela  qu'on  fait  consister  la  stabilité  de  la  rotation  autour 
de  Taxe  majeur,  on  peut  dire  que  la  grandeur  de  ce  fuseau  en 
est  en  quelque  sorte  la  mesure.  Et  Ton  voit  de  même  que 
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rétendue  du  fuseau  supplémentaire  est  la  mesure  de  la  stabi> 
lité  de  la  rotation  autour  de  Taxe  mineur. 

Actuellement,  si  Ton  suppose  que  Tun  de  ces  deux  axes, 
tel  que  a,  diffère  peu  de  Taxe  moyen,  le  fuseau  qui  lui  ré- 
pond est  très-petit,  elle  fuseau  supplémentaire  est  très-grand. 
L'axe  peu  différent  de  Taxe  moyen  a  donc  très-peu  de  stabi- 
lité, et  Vautre  axe  en  a  beaucoup. 

Il  n'est  donc  point  exact  de  dire,  comme  on  le  fait  d'ordi- 
naire, que,  si  Taxe  instantané  est  un  peu  écarté  de  l'axe  prin- 
cipal qui  répond,  soit  au  plus  petit,  soit  au  plus  grand  moment 
d'inertie  du  corps,  il  s'en  éloignera  très-peu  et  ne  fera  que  de 
petites  osciHations  pendant  toute  la  durée  du  mouvement; 
car,  si  le  moment  d'inertie  relatif  à  cet  axe  diffère  peu  du  mo- 
ment moyen,  le  pôle  instantané,  par  un  faible  dérangement, 
pourra  sortir  du  petit  fuseau  où  il  est  actuellement,  pour  tom- 
ber dans  le  fuseau  voisin  et  y  aller  décrire  son  orbe  (s)  au- 
tour de  l'autre  axe;  ou  même,  s'il  n'est  déplacé  que  dans  l!in- 
lérieur  du  petit  fuseau  qui  lui  répond,  il  peut  encore  y  décrire 
un  orbe  (s)  étroit  et  fort  allongé  et,  par  conséquent,  faire  de 
très-grandes  oscillations  de  part  et  d'autre  du  pôle  principal 
d'où  on  l'a  écarté. 

Dans  les  corps  où  l'un  des  moments  extrêmes  d'inertie  dif- 
fère peu  du  moment  moyen,  et,  par  conséquent,  où  l'ellip- 
soïde du  corps  central  est  presque  de  révolution  autour  de 
l'un  de  ses  axes,  la  stabilité  de  la  rotation  n'est  donc  vraiment 
assurée  que  pour  cet  axe.  C'est  le  cas  de  la  Terre,  dont  la  ro- 
tation est  très-stable  autour  de  son  axe  actuel,  et  le  serait  très- 
peu  autour  du  troisième  axe,  qui,  comme  on  le  sait,  diffère 
très-peu  de  l'axe  moyen. 

Si  cette  différence  est  tout  à  fait  nulle,  en  sorte  que  l'el- 
lipsoïde central  du  corps  soit  exactement  de  révolution  (pro- 
jectiles oblongs),  il  n'y  aura  de  stable  que  l'axe  de  ce  sphéroïde; 
car  il  est  clair  qu'aucun  des  autres  axes  principaux  (qui  sont 
ici  tous  les  diamètres  de  l'équateur)  ne  peut  avoir  de  stabi- 
lité. Et  en  e^et,  si  le  pôle  instantané  tombe  actuellement  sur 
l'équateur,  et  ques  pour  une  cause  quelconque,  il  en  soit  un 
peu  écarté  à  gauche  ou  à  droite,  il  ne  restera  plus  immobile, 
mais  il  ira  décrire  sur  la  sdrface  de  l'ellipsoïde  un  cercle  (s)  pa- 
rallèle et  presque  égal  à  l'équateur  :  d'où  l'on  voit  que  le  pôle 
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instantané  aura  dans  le  corps  un  mouvement  très-considérable. 
Mais,  d*un  autre  côté,  il  est  bon  de  remarquer  qu'il  n'en  aun 
qu*un  très-petit  dans  l'espace  absolu;  car  le  cercle  fixe  o-,  qu'il 
décrira  dans  l'espace,  aura  pour  rayon  la  très-petite  distance  IP 
de  ce  pôle  I  au  pied  P  de  la  per|>endiculaire  abaissée  du  centre 
sur  le  pliin  tangent  en  I.  Ainsi  l'axe  instantané  01  qui,  dans  le 
corps,  décrira  la  surface  d'un  cône  très-ouvert  et  presque 
plan,  ne  décrira  dans  l'espace  qu'un  cône  de  base  très-petite, 
et  parattra  ainsi  comme  immobile  dans  l'espace  absolu. 

fl  n'y  a  qu'un  seul  cas  d'exception  a  cette  instabilité  d'un 
axe  principal  situé  dans  le  plan  de  l'équateur;  c'est  celui  où 
le  pôle  instantané  serait  porté  du  point  de  l'équateur  où  il  est 
actuellement  en  un  autre  point  du  même  équatenr;  car  alors 
il  y  resterait  immobile,  comme  il  aurait  fait  dans  sa  première 
position,  si  on  ne  l'en  avait  point  écarté. 

Enfin,  si  les  trois  axes  principaux  du  corps  sont  égaux  entre 
eux,  et  que  l'ellipsoïde  central  devienne  ainsi  une  sphère  par- 
faite, tous  les  axes  sont  également  stables,  ou,  en  quelque 
sorte,  indifférents  à  tout  déplacement  accidentel  qui  pourrait 
survenir.  Car,  si  Taxe  instantané  est  porté  du  lieu  où  il  est 
dans  un  autre,  il  y  reste,  et  redevient  immobile  et  dans  le 
corps  et  dans  l'espace  absolu. 


P  XVII.  — -  Mouvement  d'un  soude  de  RÊvoLunoH  fixé  pim  uk 

POINT  DE  SON  AXE  DE  FIGURE. 

Après  avoir  donné  la  théorie  complète  de  la  rotation  d'un 
corps  qui  n'est  soumis  à  aucune  force  extérieure,  examinons 
comment  cette  rotation  naturelle  se  modiCe  sous  l'action  d'un 
couple^ 

Le  seul  cas  qui  se  rencontre  dans  les  appUcaUons  est  celui 
où  deux  des  moments  d'inertie  principaux  relatifs  au  point  fixe 
aofDt  égaux.  C'est  le  seul  cas  que  nous  étudierons  en  déuH» 
eu  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  qu'on  jii 

B  =  A. 

Notations  et  définitions.  —  Pour  sim[/lifief  le  langage,  ncMi 
regarderons  le  corps  dont  nous  étudierons  le  mouvement 
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comme  un  solide  de  révolution  autour  d'un  certain  axe  OC 
{fig-  33).  Nous  donnerons  le  nom  d'ajtre  défigure  à  cet. axe. 


lequel  est  évidemment  un  axe  principal,  et  nous  désignerons 
par  C  le  moment  d'inertie  correspondant. 

Tous  les  moments  d'inertie  relatifs  à  des  axes  menés  par  le 
point-O,  perpendiculairement  à  l'axe  de  figure,  ont  une  valeur 
commune  A  :  ces  axes  forment  un  plan  que  je  nommerai 
VéquateurAu  corps. 

Comme,  dans  la  théorie  de  la  rotation  des  solides,  il  n';  a 
pas  à  se  préoccuper  du  corps  lui-même,  mais  uniquement  de 
ses  moments  d'inertie  relatifs  aux  diverses  droites  menées  par 
le  point  fixe,  ou,  si  l'on  veut,  de  l'ellipsoïde  central  du  corps, 
il  ne  peut  y  avoir  aucun  inconvénient  à  étendre  les  dénomi- 
nations précédentes  aux  cas  où  le  corps,  au  lieu  d'avoir  la  figure 
d'un  solide  de  révolution,  a  une  forme  quelconque,  pourvu 
que  l'on  ait  deux  des  moments  d'inertie  princijiaux  relatifs  au 
point  0  égaux  entre  eux,  et,  par  suite,  à  tous  ceux  qui  répon- 
dent aux  divers  axes  compris  dans  le  plan  de  l'équaieur. 

Quelles  que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  un  pareil 
corps,  nous  savons  que  le  mouvement  infiniment  petit  est  une 
rotation  autour  d'un  certain  axe  01,  et  que  l'axe  OG  du  couple 
résultant  des  quantités  de  mouvement  est  perpendiculaire  au 
pUn  langent  en  I  à  l'ellipsoïde  central. 

L'ellipsoïde  étant  de  révolution,  les  lignes  01  et  OGsont 
dans  un  même  plan  avec  l'axe  de  figure  OC-  Ces  trois  droites 
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affecieni  d'ailleurs  des  dispositions  différentes,  selon  que  l'el- 
lipsoïde est  aplati  ou  allongé  (Jig.  33). 

Établissons  d'abord  les  relations  géométriques  qui  exisieni. 
entre  les  éléments  de  ces  figures,  et  qui  sont  indépendantes^ 
de  Vexistence  ou  de  la  non-existence  des  forces  agissant  su  ^ 
le  corps. 

Formules  générales  relatives  à  la  rotation  instantanée. 

Désignons  par  u  l'angle  de  l'axe  de  figure  avec  OG,  par  / 
l'angle  de  l'axe  instantané  avec  la  même  droite;  l'angle  o  com- 
pris entre  l'axe  instantané  et  l'axe  de  figure  est  donné  parles 

relations 

o^=z  u  —  i    (  ellipsoïde  allongé  ), 

o=:n  -h  i    (  ellipsoïde  aplati). 
Nous  écrirons  pour  les  deux  cas 
(  I  )  o  =u—  ij 

en   convenant  de   regarder  l'angle  i  comme  négatif,  quand 
l'axe  01  est  à  gauche  de  OG. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  le  couple  G,  la  rotation  instan- 
tanée 03,  le  moment  d'inertie  H,  et  les  trois  angles  m,  i,  o  sont 
six  quantités  dont  deux  seulement  sont  indépendantes.  En 
effet,  si  l'on  connaît  oi  et  o,  ou  bien  G  et  m,  le  mouvement  du 
corps»  est  déterminé,  et  tout  le  reste  s'ensuit.  Il  existe  donc 
entre  les  éléments  que  nous  avons  définis  trois  relations  dis- 
tinctes, indépendamment  de  l'équation  (i). 

Or,  nous  avons  en  premier  lieu 

(2)  H  -:  Asin'o  -h  Ccos'o. 

En  second  lieu,  nous  avons,  pour  la  grandeur  du  couple  G, 
l'équation 

(3)  Gcosi=^Hw, 

dont  nous  avons  déjà  fait  fréquemment  usage.  L'angle  i  étant 
toujours  aigu,  on  conclut  de  cette  équation  que  G  est  toujours 
de  même  signe  que  o). 
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Enfin  on  aura  les  formules  où  figure  l'angle  u  en  proje- 
tant successivemeni  le  couple  G  sur  les  deux  axes  princi- 
paux OC  et  OA,  et  écrivant  que  les  projections  sont  représen- 
tées par  les  produits  des  composantes  de  (ù  par  les  moments 
d'inertie  correspondants, 

(  GcosM  =  Ccocoso, 
!  Gsmw  =:  Ao)Sino. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  il  n'y  a  qu'un  instant,  l'une 
des  cinq  équations  que  nous  venons  d'écrire  rentre  nécessai- 
rement dans  les  quatre  autres.  On  déduit  aussi;  des  équa- 
tions (4) 

(5)  CtangM  =  Atango, 

(6)  G  —  «  v/A*sin'o  H-  C'cos'o. 


,    ,  ^ ,  /sin^M      cos'M 

(7)  "^^^'y-K^-^^w' 

Ces  formules  sont  applicables  à  tous  les  problèmes  qu'on 
peut  se  proposer  sur  la  rotation  des  solides  de  révolution  au- 
tour d'un  point  fixe  pris  sur  leur  axe  de  figure. 

Cas  où  il  ny  a  pas  de  forces  extérieures. 

Si  le  corps,  animé  à  un  instant  donné  de  la  rotation  u,  est 
abandonné  à  lui-même,  à  partir  de  cet  instant,  et  soustrait  à 
toute  influence  extérieure,  le  mouvement  de  ce  corps  obéit 
aux  lois  que  nous  avons  trouvées  dans  le  paragraphe  précé- 
dent. La  direction  de  l'axe  OG  et  la  dislance  du  plan  tan- 
gent TT'  au  point  fixe  0  demeurent  invariables  :  le  lieu  des 
points  de  contact  de  l'ellipsoïde  avec  son  plan  tangent  est  le 
parallèle  du  point  I;  sur  le  plan  fixe,  ce  lieu  est  une  circon- 
férence, décrite  du  pied  de  la  ligne  OG  comme  centre. 

L'axe  01  décrit  dans  l'espace  un  cône  de  révolution  autour  de 
Taxe  OG  (Jig.  34  et  35  )  ;  ce  même  axe,  dans  l'intérieur  du  corps, 
décrit  un  autre  cône  de  révolution  autour  de  l'axe  de  figureOC. 
D'après  ce  que  nous  avons  vu  en  Cinématique,  le  mouve- 
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menl  du  corps  est  exaclement  le  même  que  si  ce  deuxième 
cfioe  lOC  roulait  sans  glisser  sur  le  cône  fixe  lOG. 

.  Définition  de  la  rotation  propre  et  de  la  /tréoesnon.  —  Ot 
défioit  communémem  un  pareil  mouvemeni  en  disaniquelt 
corps  tourne  autour  de  son  axe  de  (igure  ea  même  temps ^oc 
<ct  axe  est  animé  d'un  mouvement  de  précession  unifomie 


«utoar  de  la  droite  fixe  OG.  C'est  ainsi  qu'on  se  représeniebabi- 
taellemem  le  mouvement  de  la  Terre.  Toutefois,  daos  ce  der- 
nier cas,  U  Tarn  en  outre  tenir  compte  d'ao  troisiime  momv- 
ment,  dit  de  nmtatioit,  en  vertu  duqoel  l'axe  de  Qgnre  OC  « 
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iprocfae  et  s'éloigne  périodiqaement  de  la  droite  invariable 
tmir  de  laquelle  s'effectue  le  mouvement  de  précession. 
Vous  adopterons,  dans  notre  étude  actuelle,  ces  dénomina- 
ps  empnintées  au  langage  de  TAstronomie;  et  nous  défini- 
is  le  mouvennent  d'un  solide  de  révolution  par  la  rotation 
ijpnf,  la  pnécession  et  la  ïuUation^  ces  quantités  étant  enten- 
es  de  la  manière  suivante. 

La  position  de  l'aice  de  figure  OC  est  domfiée  par  l'angle 
Bpris  entre  cet  axe  et  une  droite  fixe  quelconque  Ojs,  et 
*  l'angle  que  le  plan  zOC  fait  avec  un  pian  fixe  arbi- 
IrezOx  (jî^.  36].  Nous  désignerons  par  6  faofigle  zOC; 


riç.56. 


aot  à  notre  deuxième  coordonnée  angulaire,  qui  a  pour  me- 
•e  l'angle  recliligne  :rOC',  compris  entre  l'axe  des  x  et  la 
>jection  de  OC  sur  le  plan  perpendiculaire  à  Oz,  on  n'a  pas 
blié  que  nous  avons  l'habitude  de  la  représenter  par  ^  —  90®; 
Qgle  ^  étant  l'angle  que  fait  avec  Taxe  des  x  la  trace  sur  le 
n  xOy  du  plan  de  l'équaleur  du  corps.  Cette  trace  OE  est 
rpendiculaire  à  la  projection  de  l'axe  de  figure  ;  nous  l'ap- 
llerons  la  ligne  des  nœuds, 

3ela  posé,  nous  avons  immédiatement  la  valeur  de  la  pre- 
ssion : 


celle  de  la  nutation  : 


1-2 
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quant  à  la  rotation  propre,  elle  est  mesurée  par  la  vitesse  an- 
gulaire d*un  méridien  déterminé  du  solide»  par  rapport  ai 
plan  COz  considéré  comme  Gxe. 

Cette  rotation  propre  n'a  pas,  à  dire  vrai,  de  significatîot 
géométrique  bien  accentuée.  Nous  avons  établi  en  Cinémi- 
tique  que,  du  moment  qu'une  droite  est  mobile  djuos  Tespace» 
elle  n'est  pas  a\e  de  rotation.  Pour  qu'on  paisse  lui  attribuer 
ce  caractère,  il  faut  se  Ggurer  trois  axes  mobiles  dont  Fan  soil 
précisément  la  droite  en  question.  Cela  fait,  comme  cedi 
droite  est  ûxe  par  rapport  au  corps,  et  qu'elle  occupe  égale 
ment  une  place  invariable  par  rapport  au  système  d'axes  doi 
nous  parlons,  il  est  clair  qu'elle  est  l'axe  de  la  rotation  rela- 
tive. Or  le  mouvement  qui  anime  cette  droite  est  parDaitemeDt 
déterminé,  puisqu'elle  est  fixe  par  rapport  au  corps  mobile; 
mais,  comme  nous  sommes  incontestablement  les  maîtres  de 
supposer  à  nos  axes  mobiles  un  mouvement  quelconque,  oi 
voit  que  notre  prétendue  rotation  propre  sera  en  réalité  tout 
ce  que  nous  voudrons,  grande  ou  petite,  positive,  négative  oi 
•nulle.  D'un  autre  côté,  au  point  de  vue  géométrique,  b 
ligne  OC,  axe  de  fîgure,  non  pas  du  corps,  mais  de  son  ellip- 
soïde central,  n'a  rien  qui  la  distingue  de  toutes  les  autres 
lignes  qu'on  peut  tracer  dans  if  corps;  et  il  y  a  une  infinité  de 
manières  de  décomposer  le  mouvement  d'un  corps  en  rota- 
tion propre,  précession  et  nutation.  Quoi  qu'il  en  soit,  paroi 
cette  infinité  de  manières,  je  crois  avoir  nettement  défini 
celle  que  J'adopte,  et  cela  suffit. 

Revenons  à  la  rotation  naturelle  d'un  corps  qui  n'est  soumis 
à  aucune  force.  En  prenant  pour  axe  fixe  la  ligne  OG,  la  Da- 
tation est  nulle,  et  la  rotation  instantanée  to  est  la  résultante 
de  la  rotation  propre  n,  dont  l'axe  est  OC,  et  de  la  précessionT, 
dont  l'axe  est  OG  (  1. 1,  p.  1 1 1  ).  On  a  ainsi  les  relations  (Jig.  23; 


(8) 


smi  „, 

n  =  (ù— —  =  (ù  coso  —  ^Fcosa, 
sma 


(9) 


„,         sm  o         sm  o 


smu 


sin  I 


Les  équations  (7)  et  (8)  sont  vraies  quand  on  considère  au 
lieu  de  OG  un  axe  fixe  quelconque.  Dans  le  cas  actuel,  od  tire 
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des  équations  (  8  )  et  (  4  ) 


(lO) 


G  =  XW,    C/i  =  (A~C)^cosM. 


La  précession  est  toujours  de  même  signe  que  la  rotalion 
iostantanée.  Quant  à  la  rotalion  propre,  elle  change  de  signe 
avec  Tangle  i,  et  devient  liégalive  dans  le. cas  de  l'ellipsoïde 
aplati. 

Effet  d'un  couple,  —  Supposons  maintenant  qu'un  couple  K 
vienne  à  agir  sur  le  corps  (^î^.  87  ),  il  faudra,  pour  avoir  la 

Fig.  3;. 


—  —  • 


nouvelle  position  OG'  de  OG,  composer  Kdt  avec  OG.  Soit 
donc  OK,  égal  et  parallèle  à  Kdt,  on  aura  en  OG'  la  nouvelle 
position  de  Taxe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouve- 
ment, et  la  longueur  OG'  représentera  à  Téchelle  adoptée  le 
moment  de  ce  couple. 

Le  pôle  de  la  nouvelle  rotation  instantanée  est  le  point  où 
l'ellipsoïde  est  touché  par  un  plan  langent  perpendiculaire  à 
OG'.  Ce  point  s'obtient  en  menant  à  l'ellipse  méridienne  G' OC 
une  tangente  perpendiculaire  à  OG'.  Une  fois  la  direction  de 
l'axe  or  connue,  la  valeur  de  w'  est  déterminée  par  Tune  des 
équations  (4)  ou  par  l'équation  (7).  Il  est  évident  qu'en  pre- 
nant convenablement  la  grandeur  et  la  direction  du  couple  K, 
on  peut  amener  le  point  G  à  une  position  infiniment  voisine 
quelconque,  et  par  conséquent  faire  prendre  au  corps  le  mou- 
vement que  l'on  voudra. 
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Équations  générales  du  mouvement. 


Si  nous  prenions  les  équations  ordinaires  de  la  rotation  d*uo 
corps 

A^  =  (B-C)g/-r-L, 

et  si  nous  y  faisions  A  =::  B,  nous  n'arriverftns  pas  à  un  résul- 
tat commode,  parce  que  les  inconnues  qui  entrent  dans  ces 
équations  ne  sont  pas  les  inconnues  naturelles  du  problème. 

En  effet,  on  n*a  que  faire  des  composantes  /?  et  9  de  la  ro- 
tation instantanée  autour  de  deux  lignes  fixes  du  plan  de  Té- 
quaieur;  ou,  du  moins,  on  ne  saisit  pas  de  suite  la  relation  de 
ces  quantités  avec  celles  qui  se  présentent  comme  les  plus 
importantes. 

Considérons  trois  axes  fixes  Ojt,  0/,  Oz,  Taxe  de  figure 
étant  OC.  Au  lieu  des  axes  mobiles  ordinaires,  OC  (axe  des  2,  , 
Oxxy  OjTxy  nous  prendrons,  avec  M.  Resal,    un  système  d'axes 

Fis.  38. 


particuliers,  mobiles  à  la  fois  dans  le  corps  et  dans  respace* 
mais  qui,  néanmoins,  grâce  à  la  natiue  particulière  du  corps 
étudié,  seront  à  chaque  instant  des  axes  principaux  d'inertie. 
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Piau^ille  chose  ne  serait  point  permise  en  général,  parce 
que  les  aFxes  principaux  sont  fixes  relativement  aa  corps,  ex- 
cepté dans  le  cas  actuel.  Nos  trois  axes  sont  donc  :  i^  l*axe  de 
Qgure  OC,  pris  pour  axe  des  Ç;  2°  la  ligne  des  nœuds  OE,  prise 
pour  axe  des  m;  3**  enfin  un  iroisième axe OÇ,  perpendiculaire 
aux  deux  premiers.  Ce  troisième  axe  est  l'intersection  du 
plan  zOC  et  de  l'équateurdu  corps  :  c'est  la  projection  de  0^ 
sur  le  plan  de  Téquateur. 

Le  mouvement  dont  ces  axes  sont  animés  (  mouvement  d'en- 
tratnement)  se  compose  de  la  précession  W,  dont  Taxe  estOz, 
et  de  la  nutation  0,  dont  Taxe  est  OE.  De  plus,  ces  axes  n'é- 
tant  pas  fixes  par  rapport  au  corps,  le  mouvement  du  corps 
comprend,  outre  les  deux  rotations  précédentes,  une  rotation 
relative  autour  de  OC.  C'est  cette  troisième  composante  que 
nous  appelons,  par  définition,  rotation  propre  du  corps  sur 
son  axe  défigure^  et  que  nous  représenterons  par  la  lettre  n. 

Il  suffit  de  décomposer  la  précession  Y  suivant  OC  et  OV 


[fig'  ^9)  pour  avoir  les  trois  composantes  rectangulaires  de  la 
rotation  instantanée,  savoir  : 

i*  sur  OC ji  4-  H^'cosS, 

2«  sur  OE 9, 

3»  sur  OV....  Ysin9(*). 


(*)  La  force  Tire  d'un  corps  dont  un  pmnt  est  fixe  ayant  pour  expression  la 
somme  des  produits  des  moments  d'inertie  principaux,  relatil^  an  point  fixe, 
par  les  carrés  des  projections  correspondantes  de  la  rotation  instantanée,  on 
a,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 

2mp«  =  A(e'  -t-  Y»  8În«tf )  -i-  C(/i  -+-  Y COsfl)». 
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Enfin,  ces  trois  droites  étant  des  axes  principaux  d'inertie, 
on  a  les  projections  de  Taxe  G  du  couple  résultant  des  quan- 
tités de  mouvemef^t,  en  multipliant  respectivement  les  projec- 
tions de  la  vitesse  angulaire  par  les  moments  d'inertie  corres- 
pondants 

i  G.  =:C(n-hWcose), 

(II)  G.:=A0, 

(  G,  =  A^sinQ. 

Cela  posé,  pour  avoir  les  équations  du  mouvement  sous  la 
forme  la  plus  élégante  et  la  plus  commode,  nous  projetterons 
sur  les  trois  axes  OC,  OE,  OV  la  vitesse  absolue  du  point  dont 
les  coordonnées  sont  G,,  G„  G,;  et  nous  égalerons  ces  trois 
projections  aux  composantes  du  couple  N,  N„  Nj,  prises  sui- 
vant les  mêmes  axes  respeciivement. 

Or  les  composantes  de  la  vitesse  relative  du  point  G  sont 

r/G.       (IGr      rfG, 
dt'      dt'      dt  ' 

D'un  autre  côté,  en  regardant  comme  fixes  les  coordon- 
nées G„  G3,  Gs  du  point  G  supposé  lié  aux  axes,  on  a,  en  vertu 
de  la  rotation  d'entraînement  (dont  les  composantes  sont 
^cos(?,  0,  ^sin6),  les  vitesses 

G30-G,Ysin9, 

G.^FsinG-Ga^'cosô, 

G,¥cos0-G,0. 

En  ayant  égard  aux  valeurs  de  G„  Gj,  G,,  on  a  enfin  les  équa- 
tions du  mo\ivement  sous  la  forme  suivante  : 

^d(n-+- YcosO)  _ 
^  dt  '^^' 

(12)      {  A-^-f-(C-A)¥'sin9cose-f-CnYsin0  =  N„ 

dW 
Asine -^ -f- (2A  -  OeM'cose  -  Cne  =  N,. 
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Ciu singulier  d'un  mouvement  de  précession  uniforme. 

Un  cas  intéressant  à  considérer,  c'est  celui  où,  sous  faction 
d'un  couple,  les  lois  du  mouvement  du  corps  ont  la  même 
forme  que  celles  de  la  rotation  naturelle  de  ce  même  corps 
abandonné  à  lui-même  et  soustrait  à  toute  action  extérieure. 
Je  veux  dire  par  là  que  l'axe  de  figure  du  corps  sera  animé 
d'un  mouvement  de  précession  uniforme  autour  d'une  droite 
fixe  avec  laquelle  il  fera  un  angle  constant  0,  tandis  que  le 
corps  tournera  lui-même  uniformément  sur  son  axe  de  figure. 
Le  mouvement  se  distinguera  d'ailleurs  de  celui  que  nous 
avons  étudié  (p.  169)  en  ce  que  la  droite  fixe  ne  coïncidera 
plus  avec  l'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouve- 
ment, et  en  ce  que  les  relations  entre  la  rotation  et  la  préces- 
sion seront  modifiées. 

Cherchons  quelles  doivent  être  la  grandeur  et  la  direction 
du  couple  accélérateur,  pour  qu'en  prenant  la  droite  fixe  pour 
axe  des  z  on  ait 

</M*  dn 

Voyons  ce  que  les  équations  (12)  deviennent  dans  ces  hypo- 
thèses. La  première  donne  N  —  o,  et  la  dernière  N,  r=  o;  donc 
le  couple  accélérateur  doit  avoir  son  axe  dans  la  ligne  des 
nœuds.  Quant  à  la  grandeur  de  ce  couple,  elle  est  fournie  par 
l'équation  restante,  qui  donne 

(i3)  N, -:r  (C- A)^PsinOcos0-i-C/iM'sin(?C). 

La  rotation  instantanée  w  est  la  résultante  de  ^  et  de  n  :  on 
détermine  cette  quantité,  ainsi  que  l'angle  r  formé  par  Taxe 
01  avec  0^,  au  moyen  des  deux  équations 

(  wsin  r  ■-•  nsind, 

(•4) 


« 


cosr  --  ^'  -4-  ncosO. 


(*)  On  voit  qu'on  peut  toujours  so  donner  arbitrairement  tous  les  éléments 
du  mouvement,  Y,  /<«  et  Tan^Ie  9,  et  qu'on  trouve  une  valeur  correspondante 
pour  le  moment  du  couple.  Cette  propriété  n'existe  pas  dans  la  rotation  na- 
turelle, où  il  existe  une  relation 

(lo)  C«  =  (A  — C)Ycostf. 

IIL  1 2 
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Enfin  on  trouve  la  longueur  G  el  l'angle  g  par  les  équa- 
tions (4)>  qui  s'écrivent,  dans  notre  système  actuel  de  nota- 
lion, 

CiCOs(e— g^)  ---  Cck)COs(e  — r)    ---  C(/i  -h^'cosô), 
Gsin((;  —  g)  —  Ack)sin(C  —  r)  =  AMr'sinÔ; 

on  tire  en  effet  de  ces  équations 

I  Gsinflr:=:(C  — A)H'sinecos9-+-C/isin9, 
^     '  \  Gcosg  ■  -(Asin»0-hCcos'O)^'-hC/icos9. 

Il  était  très-facile  de  trouver  directement  l'équation  de  con- 
dition sous  une  forme  qui  diffère  légèrement  de  la  forme  (i3}, 
mais  qui  se  ramène  aisément  à  cette  forme.  En  effet,  la  vitesse 
du  point  G,  dans  les  conditions  que  nous  supposons,  est  per- 
pendiculaire au  plan  zOG;  donc  Taxe  ducouple,  égal  et  paral- 
lèle à  celle  vitesse,  coïncide  avec  la  ligne  des  nœuds  OE.  De 
plus,  la  vitesse  angulaire  du  plan  zOC  ou  2OG  étant  représen- 
tée par  M^,  la  vitesse  du  point  G  est  le  produit  de  Y  par  la 
distance  Gsin^du  point  considéré  à  Taxe  O2;  donc 

(i3  6i5)  N.  :  iGHsingr. 

La  première  équation  (i5)  montre  l'équivalence  des  équa- 
tions (i3)  et  (i3  bis). 

Entîn  nous  pouvons  encore  mettre  notre  équation  de  con- 
diiion  sous  la  forme  donnée  par  Poinsot  en  remplaçant  H'  par 

,        «sin  ;(}  —  /•)     .,    .     , 

sa  valeur ^.— >. —  ;  il  vient 

smO 

/  o        V                    V        (îo)Sin£^sin(Ô  — r) 
i3  ter)  .N,  :- ^—  ^^ -J - 

^  '  sm9 

Discussion  de  la  solution.—  Nous  supposerons  que  Tangle  5 
soit  aigu;  la  rotation  n  sera  positive  ou  négative,  et  portée,  en 
conséquence,  sur  la  demi-droite  qui  fait  l'angle  9  ou  sur  son 
prolongement.  11  en  est  de  même  de  la  précession  W.  Enfin  les 
angles  comptés  à  partir  de  0-3  auront  le  signe  -î-,  quand  ils 
seront  comptés  dans  le  même  sens  que  l'angle  9,  le  signe  — 
dans  le  cas  contraire. 

L'angle  9  étant  donné,  ainsi  que  W  et  n,  la  construction  du 
parallélogramme  de  la  rotation  fournira  l'axe  01  et  déterminera 
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les  deux  cdnes.  Cela  fail,  on  trouvera  la  ligne  OG  au  moyen 
de  l'ellipse  méridienne,  ei  l'on  conclura  aisément,  de  la  po- 
sition de  cette  ligne  et  du  sifi;ne  de  la  précession,  le  sens  de 
la  vitesse  du  point  G,  par  suite  celui  de  l'axe  du  couple. 


Pbehibr  CAS  :  T>o,  n>o.  —  L'axe  inslanlané  tombe  dans 
l'intérieur  de  l'angle  6,  Iesdeu\  ci^nes  sont  extérieurs  [Jîg-^o]. 
Comme  OG  tombe  toujours  eriire  Ul  et  OC  dans  le  cas  de  Tel- 
lipsotde  aplati,  le  couple  N,  est  po^iiif  si  C>-A.  Au  coniraire, 
quand  C  est  plus  petit  que  A,  UG  peut  être  rejeiéà  gauche  de 
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Ozy  01  restant  à  droite;  alors  N|  est  négatif.  Il  n'est  donc  pas 
exact  de  dire  que  le  couple  Ni  tend  constamment  à  détacher 
le  cône  mobile  du  cône  fixe.  En  efîeiy  quand  OGest  à  gauche 
deO;;,  le  corps  abandonné  à  lui-même  roulerait  sur  le  cônelOG, 
qui  enveloppe  le  cône  10 z;  donc,  pour  obliger  le  cône  mobile 
à  rouler  sur  ce  dernier  cône,  il  faut  un  couple  tendant  à  l'ap- 
puyer contre  celte  surface. 

Quand  OG  coïncide  avec  Oz,  le  couple  Ni  est  nul,  le  mou- 
vement n'étant  autre  chose  que  celui  que  le  corps  tend  à 
prendre  en  vertu  de  son  inertie. 

Le  couple  Ni  est  encore  nul  quand  01,  et  par  suite  OG. 
coïncident  avec  OC;  on  a  alors  Y  =  o.  La  rotation  a  lieu  au- 
tour d'un  axe  principal  :  elle  continue  sans  l'intervention 
d'aucun  couple. 

Deuxième  CAS  :  Mr*<o,  n>-o.  —  L'axe  instantané  passe  de 
l'autre  côté  de  OC.  Tant  que  l'angle  r  est  compris  entre  B  et 


Fig.  4- 


B/ 


Ti 


I      f 
1/ 


go  degrés,  le  cône  mobile  roule  dans  l'intérieur  du  cône  fixe. 
OG  est  à  droite  de  0^,  et,  comme  la  précession  est  négative, 
le  couple  N,  est  négatif  :  il  tend  à  détacher  le  cône  mobile  du 
cône  fixe. 

Quand  r  devient  égal  à  go  degrés,  le  cône  fixe  s'aplatit  et  se 
transforme  en  un  plan.  Au  delà  ce  même  cône  Gxe  se  re- 
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lourne,  les  c6nes  se  retrouvent  extérieurs,  le  couple  reste  né- 
gatif; la  figure  devient  en  tout  semblable  à  layîg'.4o  retournée, 
si  ce  n'est  que  l'angle  des  deux  axes  est  obtus,  au  lieu  d'être 
aigu.  Il  résulte  de  cette  dernière  circonstance  que  OG  ne  peut 
jamais  dépasser  Oz',  et  que  le  couple  ne  peut  changer  de 
signe  tant  que  les  cônes  restent  extérieurs,  c'est-à-dire  tant 
que  r  est  compris  entre  90  degrés  et  90"+  6. 

Pour  /•  =  9o"+  8,  c'est  le  cône  mobile  qui  se  transforme  en 
Uï»  plan,  et  qui  se  retourne  ensuite  pour  envelopper  le  cône 
'^^e  {^g.  43}.  Le  couple  reste  négatiT,  quelque  rapproché  que 

Fi(j.  43. 


!tOit  01  de  l'axe  Oz',  si  l'ellipsoïde  central  est  allongé;  mais 
dans  le  cas  contraire  (^g.  43),  OG  peut  dépasser  Oz',  tandis 
que  (H  reste  en  deçà;  le  couple  est  alors  positif  et  tend  à  ap- 
puyer le  cône  mobile  sur  le  cône  fixe. 

TaoïBitME  CAS  :  n  <C  0.  —  La  roution  instantanée  se  trans- 
forme en  une  rotation  effective  quand  n  =  o.  L'axe  01  coïn- 
cide avec  Oz  et  reste  immobile  à  la  fois  dans  le  corps  et  dans 
l'espace.  Seulement,  celle  ligne  n'étant  pas  axe  principal,  il 
faut,  pourobtenir  cette  immobilité,  un  couple  qui  détruise  le 
couple  d'inertie.  Ce  couple  a  le  même  signe  que  le  mouve- 
ment de  précession  (lequel  se  confond  ici  avec  la  rotation 
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réelle),  dans  le  cas  de  Tellipsoîde  aptali;  il  a  un  signe  con- 
traire dans  le  cas  de  Tellipsoîde  allongé  [Jig,  4o). 

Quant  aux  cas  où  la  rotation  n  est  négative,  ils  ne  réclament 
pas  une  étude  spéciale.  En  cfîel,  une  disposition  quelconque 
convient  évidemment  à  deux  mouvements  de  sens  opposés, 
et,  si  l'un  des  deux  mouvements  répond  à  une  rotation  posi- 
tive, à  une  précession  et  à  un  couple  dont  les  signes  ont  été 
déterminés  par  ce  qui  précède,  l'autre  répondra  à  une  rotation 
négative  et  aune  précession  de  signes  contraires.  Quant  aa 
couple,  il  conservera  le  même  signe,  car  le  signe  de  OG  et 
celui  de  la  précession  changeront  tous  deux. 

Application  au  mouvement  de  la  Terre,  —  La  Terre  peut 
être  considérée  comme  un  sphéroïde  ayant  deux  moments 
d'inertie  principaux  égaux  entre  eux,  et  plus  petits  que  le  troi- 
sième moment  principal.  Nous  avons  étudié  en  Cinématique 
le  mouvement  dont  ce  sphéroïde  est  animé,  en  faisant  abstrac- 
tion de  la  nutaiion  de  l'axe,  et  nous  avons  reconnu  que,  la 
rotation  propre  étant  négative  et  la  précession  positive,  on 
rentrait  dans  le  cas  de  la  Jig.  Sg,  la  demi-ouverture  du  cône 
fixe  étant  de  23'*27'32",  et  celle  du  cône  mobile  intérieur  étant 
fort  petite. 

Nous  pouvons  actuellement  conclure  de  ces  résultats  géo- 
métriques :  i""  que  la  Terre  reçoit  à  chaque  instant  l'action 
d'un  roupie  étranger  perpendiculaire  à  la  ligne  des  nœuds < 
tT  que  ce  couple  doit  tendre  à  détacher  le  cône  roulant  de  la 
surface  du  cône  ?\\Qy  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  coucher 
réquaieur  sur  le  plan  de  l'écliptique;  3"*  enfîn  que  l'intensité 
de  ce  couple  doit  satisfaire  à  l'équation  (i3). 

Si  l'on  détermine  par  le  calcul,  au  moyen  de  la  théorie  del^i 
pesanteur  universelle,  la  valeur  du  couple  provenant  de  l'action 
du  Soleil  et  de  la  Lune,  et  tendant  à  diminuer  l'obliquité  de 
récliptique,  on  aura  une  équation  de  laquelle  on  pourra  tirer 
la  valeur  de  quelque  quantité  plus  ou  moins  incertaine,  comme 

le  rapport  -r-  des  deux  moments  d'inertie  principaux  de  la 
A 

Terre  (*). 


(*)   PoiïfSOT,    Théorie  des  cônes  circulaires  Iroulants  {^Journal  de  Mathémû- 
tiques,  t.  XVIII,  i853). 
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§  XVIII.  —  Du  CENTBB  DE  PERCUSSION. 

Considérons  une  force  unique  F,  agissant  sur  un  solide  en 
repoSy  lequel  n'a  que  la  liberté  de  tourner  autour  d*un  axe 
fixe,  et  demandons^nous  sous  quelles  conditions  cette  force 
pourra  mettre  le  corps  en  mouvement  sans  exercer  aucune 
action  sur  les  appuis  de  Taxe. 

D'après  le  principe  de  d'Alembert,  Téquilibre  doit  exister 
entre  les  forces  d'inertie  et  les  forces  extérieures,  lesquelles 
se  réduisent  à  la  force  F,  les  appuis  ne  devant  développer  au- 
cune réaction.  La  condition  cherchée  est  donc  que  les  forces 
d'Inertie  aient  une  résultante  unique,  et  que  la  force  F  soit 
directement  opposée  à  cette  résultante.  Quant  à  l'intensité  de 
cette  force  F,  il  n'y  a  pas  à  s'en  préoccuper,  car  la  force 
d'inertie  prendra  d'elle-même  la  grandeur  convenable  pour 
faire  équilibre  à  la  force  motrice  :  l'équation  qui  exprime  cet 
équilibre  est  celle  qui  détermine  l'accélération  angulaire  que 
doit  prendre  le  corps  sous  l'action  de  la  force  F.     • 

Centre  de  percussion,  —  Mais  nous  savons  que,  pour  que 
les  forces  d'inertie  aient  une  résultante  unique,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'axe  de  rotation  soit  principal  en  l'un  de  ses  points. 
Nous  avons  appelé  centre  de  percussion  le  point  d'application 
de  cette  résultante,  lequel  se  trouve  sur  l'intersection  du  plan 
principal  d'inertie  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  et  du 
plan  passant  par  le  centre  de  gravité  et  l'axe  [fig,  44]*  ^  étant 


Fig.  44. 
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-^  G  j 
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le  moment  d'inertie  du  corps,  par  rapport  à  la  droite  OA,  et  a 
la  distance  GP,  la  longueur  CO  est  déterminée  par  l'équation 

Via    -  • 
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Donc,  pour  qu'une  force  unique  imprime  au  corps  un  mou- 
vemcnt  autour  d*un  axe  fixe,  sans  exercer  de  pression  sur  cev 
axe,  il  faut  et  il  suffit  :  i""  que  l'axe  soit  principal  en  l'unie 
ses  points;  2"»  que  la  force  soit  dirigée  dans  le  plan  principal.  1 
perpendiculairement  au  plan  qui  contient  l'axe  de  rotation  ^  v 
le  centre  de  gravité  (cette  direction  est.  celle  qu'affectera  ft>  ^ 
résultante  des  forces  d'inertie,  au  moment  où,  le  corps  pai 
tant  du  repos,  la  vitesse  angulaire  sera  nulle);  3**  enfin  qu'ell 
soit  appliquée  au  centre  de  percussion. 

C'est  en  raison  de  cette  dernière  propriété  que  le  poi 
d'application  de  la  résultante  des  forces  d'inertie,  quand  cett 
résultante  existe,  a  reçu  le  nom  de  centre  de  percussion. 

Soit  K  le  rayon  de  gyration  pour  un  axe  parallèle  à  l'axe 
rotation  et  passant  par  le  centre  de  gravité,  on  a,  d'après 
théorie  des  moments  d'inertie, 

et  la  position  du  centre  de  percussion  se  trouve  déterminée 
par  l'équation  géométrique 

(l)  l^ra-r--^' 

Cette  position  ne  dépend  ni  de  la  masse  du  corps,  ni  de  la 
grandeur  de  la  percussion. 

Le  centre  de  percussion  est  toujours  plus  éloigné  de  l'axe 
que  le  centre  de  gravité,  car  />a.  Si  l'on  pose  /  — a  =  A, 
on  a 

K' 

['2)  h  -    — ?     ou      ah  :  :  K'; 

a 

le  rayon  de  gyration  est  donc  moyen  proportionnel  entre  1' 
distances  du  centre  de  gravité  à  l'axe  et  au  centre  de  perci 
sion  :  les  quantités  a  et  h  sont  réciproques  Tune  de  l'aut 
La   distance  /  de  deux  centres  réciproques  peut  être  f 
grande  que  toute  ligne  donnée;  mais  elle  ne  peut  jamais 
nulle.  La  moindre  valeur  qu'elle  puisse  avoir  est  la  ligne 
car,  en  cherchant  la  valeur  de  a  qui  répond  au  minimum 
on  trouve  «  =  K,  par  conséquent  aussi  A  =  K,  d'où  /  = 
Ces  résultats  sont  indépendants  de  la  grandeur  de  la  fc 
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ndeni  tout  naturellement  au  cas  où  cette  force  agit 
le  grande  intensité  pendant  un  temps  très-court,  de 
!  k  produire  ce  que  nous  ayons  appelé  une  percuuion. 
ce  dernier  cas  que  nous  supposerons  dans  toute  la 
qui  va  suivre.  De  plus  nous  aduiellrons  que  le  plan 
il  soit  un  plan  de  symétrie  du  corps;  alors  un  axe  quel- 
,  perpendiculaire  à  ce  plan,  est  principal  pour  le  point 
:rce  le  plan.  Le  centre  de  gravité  se  trouve  évidem- 
ns  le  plan  de  symétrie,  sur  la  droite  qui  Joint  le  centre 
ussion  au  pied  de  l'axe,  et  dans  l'intelrvalle  compris 
is  deux  points. 

facile  d'établir  directement  la  théorie  du  centre  de 
ion,  sans  avoir  recours  à  la  réduction  des  forces 
;.  Pour  cela,  nous  allons  commencer  par  chercher 
une  percussion  sur  un  solide  libre,  cette  percussion 
pigée  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  de  symé- 
ine  distance  h  du  centre  de  gravité  {Jig.  \5). 


ions  du  point  G  une  perpendiculaire  sur  là  direction' 
rcussion;  nous  pouvons  supposer  celte-ci  appliquée 
C  de  celte  perpendiculaire.  Cela  posé,  d'après  les  lois 
/ement  des  solides  libres,  l'elTei  de  la  force  appliquée 
,  double,  et  nous  pouvons  déterminer  séparément  : 
uvement  du  centre  de  gravité  ;  a"  la  rotation  du  solide 
le  son  centre  de  gravité. 
:  u  la  vitesse  flnie  du  centre  de  gravité,  nous  détermi- 
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lierons  celte  quantité  comme  s*il  s'agissait  d*un  point  malérieA 
de  masse  M,  soumis  à  une  percussion  P.  Égalant  donc  à  V 
l'accroissement  fini  de  la  quantité  de  mouvement,  il  vient 

(3)  Mw=:P; 

2«  Soit  &)  la  vitesse  angulaire  autour  du  centre  de  graviu  W 
on  a  de  même,  pour  déterminer  tù,  l'équation 

(4)  MK'wr^PA, 

et  le  mouvement  du  solide  se  trouve  connu  d'une  manier 
complète. 

j4xe  spontané  de  rotation.  —  Considérons,  au  delà  du  cen  tre 
de  gravité,  un  point  0,  situé  à  une  distance  a  de  G,  telle  que 
l'on  ait 

arj)  z=z  u, 

ou 

(2)  /ï/ir=K', 

en  remplaçant  u  et  u  par  leurs  valeurs  (3]  et  (4)  :  il  est  clair 
que  le  point  0  est  animé  d'une  vitesse  nulle;  il  se  fixe  spon- 
tanément sous  l'influence  de  la  percussion  et  le  mouvement 
du  solide  est  une  simple  rotation  autour  d'un  axe  projeté  en  0 
sur  le  plan  qui  contient  le  centre  de  gravité  et  la  direction  de 
la  percussion. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  est  celui  par 
lequel  Jean  Bernoulli  a  établi  le  premier  l'existence  d'un 
centre  spontané  ou  instantané  de  rotation  dans  le  mouvement 
d'une  figure  placée  dans  son  plan. 

Une  fois  que  la  percussion  a  cessé  d'agir,  notre  solide, 
supposé  toujours  entièrement  libre,  conserve  indéfiniment  la 
vitesse  u  de  son  centre  de. gravité,  et  la  rotation  &>  autour  de 
l'axe  principal  G.  On  produirait  le  mouvement  fini  de  ce  corps 
en  faisant  rouler  le  cylindre  au  rayon  GO  sur  son  plan  tan- 
gent XX'.  Mais  revenons  à  la  question  du  centre  de  percussion. 

Supposons  qu'au  moment  du  choc  Taxe  0,  déterminé  par 
l'équation  (2),  soit  fixé  à  la  manière  ordinaire,  il  est  clair 
que  les  appuis  de  cet  axe  ne  seront  soumis  à  aucun  effort  ré- 
sultant de  la  percussion,  celle-ci  ne  tendant  pas  à  déplacer  la 
ligne  0.  Réciproquement,  l'axe  0  et  la  distance  a  étant  donnés. 
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point  OÙ  il  faut  frapper  pour  n'exercer  aucune  action  sur 
:e  se  trouve  de  Tautre  côté  du  centre  de  gravité,  à  la  dis- 
ce  h. 

{uand  la  percussion  est  terminée,  le  corps,  se  trouvant 
né  de  la  rotation  tù  autour  de  Taxe  fixe  0,  conservera  indé- 
ment ce  mouvement  acquis.  L'axe  n'a  d'autre  effort  à  sup- 
ler  que  celui  qui  provient  de  la  résultante  des  forces  d'iner- 
il  conserverait  son  invariabilité  en  vertu  de  la  fixité  de 
ique  point  où  il  est  principal. 

'as  d'exception,  —  La  solution  que  nous  venons  de  donner 
>t  pas  applicable  au  cas  où  Taxe  de  rotation  contient  le 
tre  de  gravité,  et  la  rotation  autour  d'un  tel  axe  ne  sau- 
être  produite  sans  choc  sur  Taxe  que  par  un  couple, 
n  effet,  nous  avons  trouvé 

onc  nous  supposons  que  a  diminue  indéfiniment  jusqu'à 
iner  Taxe  de  rotation  à  passer  par  le  centre  de  gravité,  on 

A  —  x    et    P  — o. 

in  trouve  une  percussion  nulle  appliquée  à  Tinfini;  cela 
t  dire  qu'aucune  percussion  unique,  appliquée  où  Ton 
dra,  n'est  capable  de  produire  une  rotation  sur  le  centre 
gravité,  sans  communiquer  en  même  temps  à  ce  point  un 
jvement  de  progression,  ou  sans  ébranler  les  obstacles 
s'opposent  à  un  pareil  mouvement.  Il  faut  donc  nécessai- 
lent  faire  agir  un  couple,  pour  obtenir  une  simple  rotation 
>  charge  sur  l'axe. 

Percussion  exercée  par  un  solide  en  mouvement   • 

sur  un  obstacle  fixe. 

résulte  de  cequi  précède  qu'un  corps  animé  d'un  mou- 
lent de  rotation  autour  d'un  axe  0,  perpendiculaire  à  son 
1  de  symétrie,  peut  être  considéré  comme  partant  du  repos, 
instant  très-court  auparavant,  et  que  son  mouvement  actuel 
il  être  regardé  comme  provenant  d*une  percussion  P,  ap- 
|uéc  au  point  C. 
écîproquement,  on  arrêterait  le  corps  en  exerçant  au 
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point  C  une  force  dont  Tirapulsion  serait  égale  et  contralr 
à  P.  Si,  au  lieu  d'appliquer  une  force,  on  oppose  un  obstacl 
fixe,  cet  obstacle  produira  le  même  effet,  en. développant  pe 
danl  un  temps  qu'on  ne  peut  guère  mesurer  une  réaction  do 
l'impulsion  totale  sera  P.  Le  corps  perdra  à  la  fois  sa  transit 
tion  et  sa  rotation  sans  mettre  en  jeu  la  résistance  de  l*ax^ 
de  sorte  que  le  résultat  obtenu  sera  le  même,  que  l'axe  s(^^ 
ou  non  artificiellement  fixé.  Quant  à  l'obstacle,  il  recevra  u 
percussion 


(5) 


Tel  est  l'effet  produit  par  le  choc  d'un  corps  M,  animé  d'une 
rotation  &>  sur  un  obstacle  qu'on  lui  présente  à  la  distance/ 
de  son  centre  de  gravité. 

Cherchons  ce  que  devient  cette  percussion,  quand  l'ob- 
stacle se  trouve  à  une  distance  x  du  centre  de  gravité  (^). 

Décomposition  des  percussions,  —  Décomposons  la  percus- 
sion P  en  deux  (Jlg.  46)  :  l'une  Q,  appliquée  au  point  C  situé 

Fig.  46. 


< 

— T" 

r""i 

0 

' 

G 

c' 

! 

.  p 

i 

^ 

\      « 

à  la  distance  x  du  point  G,  l'autre  ;>,  au  point  0'  réciproque 
de  C,  c'est-à-dire  tel  que  l'on  ait 


GO'r= 


X 


La  percussion  p  appliquée  en  0'  ne  produit  aucun  effet  sur 
le  point  C,  puisqu'on  peut,  relativement  à  toute  percussion 
appliquée  en  0',  regarder  le  point  C  comme  fixe,  vu  que  les 
deux  points  par  hypothèse  sont  réciproques;  donc  la  pression 


(*)  P01S8OT,  Questions  djrnamiques.  —  Sur  la  percussion  des  corps  {Journaf 
de  Mathématiques^  i*  série,  t.  XI,  18J7,  p.  q8i  et  suiv.). 
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îxercée  au  point  C  sur  l'obsiacle  résultera  uniquement  de  la 
composante  Q  qui  lui  est  directement  appliquée;  cette  com- 
posante donnera  pour  l'impulsion  totale  de  la  pression  cher- 
hëe,  la  décomposition  s'exerçant  absolument  comme  s'il 
'agissait  de  forces  ordinaires, 


^) 


/«-:- 


K 


.Q  =  P 


X 


X 


.=  p 


K»  H-  lix 


C7) 


L'autre  composante  est  égale  à 

.r' —  hx 


p^-V 


x'^K} 


Si  donc  on  suppose  que  le  corps  frappe  à  la  fois  deux  ob'^ 
staclesy  l'un  au  point  C  capable  d'une  résistance  Q,  l'autre  au 
point  O'j  capable  d'une  résistance  py  le  mouvement  du  corps 
sera  arrêté  sans  qu'il  y  ait  de  pression  sur  l'axe  fixe. 

Construisons  la  courbe  qui  représente  les  intensités  des 
percussions  telles  que  Q  dans  toute  l'étendue  de  la  ligne  OG 
supposée  rigide  [fig.  47  )• 

Fig.  4;. 


Si  l'on  fait  x  =  o,  on  a  Q  —  P;  donc,  au  centre  de  gravité 
comme  au  centre  ordinaire  de  percussion,  la  percussion  est 
égale  à  P.  Seulement,  dans  un  cas  tout  le  mouvement  se  trouve 
éteint,  dans  l'autre  la  translation  seule  est  détruite. 

Pour  jT  =1  —  «,  Q  =  0. 

Entre  jr  —  —  a  et  a:  ^  A,  on  a  une  branche  de  courbe  qui 
présente  un  maximum  pour  un  certain  point  T  Htué  entre  G 
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Or  la  vitesse  du  point  C  est 

u{a  H-  x), 

et  si  nous  supposons  qu'un  obstacle  fixe  soit  choqué  par  un 
point  matériel  non  élastique  de  masse  fx  et  de  vitesse  i%  il  est 
évident  que  [iv  représente  l'impulsion  totale  de  la  réaction 
qu'il  développe;  donc  le  point  C  frappe  comme  si  la  fraction 

K» 

=z :  de  la  masse  totale  y  était  condensée  (*)- 

K»  -f-  a:* 

a )  01 

étant  la  vitesse  du  point  0',  on  voit  que  ce  point»  réciproque 
au  premier,  frappe  comme  si  le  reste  de  la  masse 


M 


X» 


X' 


s'y  trouvait  concentré. 

Donc,  en  considérant  deux  centres  quelconques  réciproques 
Tun  de  l'autre,  on  peut  dire  que  ces  deux  points  frappent 
exactement  comme  s'ils  se  partageaient  la  masse  dans  la  raison 
inverse  de  leurs  distances  au  centre  de  gravité. 

Nous  pouvons  maintenant  étudier  la  question  à  un  autre 
point  de  vue.  Le  corps  mobile,  au  lieu  de  frapper  par  l'un 
de  ses  points  un  obstacle  fixe,  peut  frapper  un  obstacle  de 
masse  M'  supposé  en  repos  et  susceptible  d'être  mis  en  mou- 
vement. Proposons-nous  de  calculer  la  vitesse  que  prendra 
cet  obstacle.  Si  Ton  désigne  par  x  la  distance  du  point  consi- 
déré au  centre  de  gravité,  nous  avons  vu  que  tout  se  passe 

comme  si  une  masse  -rrz ->  animée  d^une  vitesse  (a  -hx)û), 

était  condensée  en  ce  point;  donc,  si  w  désigne  la  vitesse 
commune  après  le  choc  de  l'obstacle  et  du  corps  choquant 


(*)  Pour  j:  =  o,  cette  fraction  est  égale  à  i;  il  n'y  a  donc  qu'au  ceatre  «le 
gravité  qu'un  corps  Trappe  comme  si  toute  la  masse  y  était  condensée.  La  per- 
cussion est  la  même  au  centre  de  percussion,  ce  qui  Uent  à  ce  que  la  diminu- 
tion de  la  fraction  est  compensée  par  l'augmentation  de  vitesse. 
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(  tous  deux  étant  supposés  non  élastiques),  on  aura 


iV 


M+     '^»'^' 


K'  4-  X 


a 


OU 


On  conclut  de  là  qu'un  corps  transmet  plus  de  mouvemeni 
par  son  centre  de  percussion  que  par  son  centre  de  gravité. 
Mais  le  centre  C  de  percussion  n'est  pas  le  point  par  lequel  le 
corps  transmet  au  point  M'  la  plus  grande  vitesse  possible,  et 
ce  n'est  pas  non  plus  le  centre  T  de  percussion  mnxima  qui 
jouirait  de  cette  propriété  :  c'est  un  nouveau  point  dont  la  dis- 
lance au  centre  de  gravité  dépend  du  rapport  de  M'  à  M. 

En  prenant  la  difTérenticlle,  on  trouvera  la  valeur  de  x  qui 
rend  cette  vitesse  un  maximum 

et  l'on  pourra  vérifier  que  si  M'  est  infini,  ce  qui  correspond 
au  cas  d'un  obstacle  ?\\e,  c'est  au  centre  de  percussion  maxi- 
mum qu'on  produira  le  pjus  grand  efi'et. 

Double  changement  produit  par  un  choc  vif  sur  la  vitesse 
tin  centre  de  gravité  et  sur  la  rotation  autour  de  ce  point,  — 
Nous  avons  encore  à  tirer  de  cette  théorie  une  étude  très-in- 
téressante. 

Nous  avons  vu  que  la  percussion  P  pouvait  être  décomposée 
pn  deux  autres  Q  et  p,  appliquées  Tune  à  la  distance  x  du 

rentre  de  gravité,  l'autre  à  la  distance  —  Nous  avions  d'ail- 

X 

leurs 

P  P// 

Si  l'on  applique  au  point  C  un  obstacle  capable  d'exercer 
une  résistance  Q,  il  ne  restera  plus  que  la  percussion  p  appli- 
III.  i3 
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K> 


quée  au  point  0'  situé  à  une  distance «On  aura  donc 

deux  nouvelles  vitesses  u'  et  u'  données  par  les  équations 


(i3) 
et 

(•4) 


p.  x^—hx 

M   r=  vs  :=  M  — 


W'—  — 


M 


K^ 


ï  ■ 


=:   «un 


h  —  X 


Construisons  les  courbes  des  vitesses  i«'  et  w'  {fig-  48).  La 
première  passe  aux  points  G  et  C,  ce  qui  est  évident  à  priori; 


Fig.  48. 


/    r    \^ 


- — Y~- 
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entre  ces  deux  points^  la  vitesse  u  est  négaCive;  puis  à  gauche 
du  point  G  et  à  droite  du  point  C  elle  est  positive.  La  courbe 
a  pour  asymptote  des  deux  côtés  la  droite  AB  située  à  la  dis- 
tance le  de  G. 

On  voit  à  TinspecUon  de  ces  courbes  qu'en  frappant  à  gauche 
du  point  0  le  centre  de  gravité  se  précipite  en  a^'ant  avec  une 
vitesse  accélérée;  mais  la  rotation  a  perdu.  Entre  les  points  G 
et  C^  la  vitesse  uf  change  de  signe;  il  y  a  réflexion  comme  si 
le  corps  était  élastique. 

De  même,  la  rotation  est  accrue  par  un  choc  entre  0  et  G; 
elle  éprouve  un  changement  de  sens  si  ce  choc  est  à  droite  du 
point  C.  Les  deux  points  remarquables  sont  :  i^  le  point  Ooii 
un  choc  ne  produit  pas  le  moindre  effet;  a®  le  point  C  où  l'effet 
est,  au  contraire,  le  plus  grand  possible,  puisque  tout  le  mou- 
vement s'y  trouve  subitement  anéanti. 
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CHAPITRE  V. 

APPLICATIONS  DIVERSES  RELATIVES  A  LA  DYNAMIQUE 

DES  CORPS  SOLIMBS. 


§  XrX.  —  Théorie  do  pendule  composé. 

On  entend  par  penâute  composé  un  corps  pesant,  de  forme 
et  de  dimensions  queTconqaes,  assujetti  à  tourner  autour  d*un 
axe  fixe  horizontaf  qui  ne  pJTsse  pas  par  son  centre  de  gravité. 
Nous  supposerons  d'abord  qu'en  dehors  des  réactions  de  Taxe 
fixe  la  pesanteur  soit  la  seule  force  extérieure  agissant  sur 
le  pendule. 

Désîignons  pat  M  la  masse  totale  do  solide,  par  a  la  distance 
de  son  centre  de  gravité  à  Taxe  fixe,  p«p  K  son  rayon  d>e  gyra- 
tion,  par  rapport  à  une  parallèle  à  cet  axe  menée  par  le  centre 
de  gravité,  et  par  6  Tangle  que  le  plan  conduit  par  Taxe  et  le 
centre  de  gravité  fait  avec  le  plan  vertical  d'équilibre  dans  une 
position  quelconque  du  pendule  [Jig.  49)« 

Fij.  4^. 


Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  fixe  a  pour  valeur 

i3. 
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la  somme  des  moments  des  poids  des  diiîérents  poinis  maté- 
riels de  ce  solide  par  rapport  à  Taxe  fixe  est  d'ailleurs  égale 
au  moment  du  poids  total  du  solide  appliqué  à  son  centre  de 
gravité,  et  a  pour  valeur 

Mga  sin  0; 
donc  l'accélération  angulaire  autour  de  l'axe  fixe  est 


dt^        fl'  -h  i\} 

Le  pendule  simple  n'est  qu'un  cas  particulier  du  pendule 
composé;  cette  équation  difTérentielle  pourra  donc  s'appliquer 
au  mouvement  d'un  pendule  simple  de  longueur  /,  et  pour 
cela  il  suffira  d'y  supposer  K=:o  et  a=i;  ainsi  Téqualion 
différentielle  du  mouvement  du  fendule  simple  est 

(t^O  _  ^sinô 

les  deux  équations,  dont  l'une  se  rapporte  au  mouvement  du 
pendule  composé,  l'autre  au  mouvement  du  pendule  simple, 
deviennent  identiques  si  l'on  pose 

a 

Donc,  si  la  longueur  /  d'un  pendule  simple  satisfait  à  cette 
condition,  les  mouvements  des  deux  pendules  s'effeciueroni 
exaclcmeni  de  la  même  manière,  pourvu  toutefois  que  les 
circonstances  initiales  soient  les  mêmes  de  part  et  d*autre. 
Ainsi  les  lois  du  mouvement  du  pendule  composé  sont  les 
mêmes  que  celles  du  pendule  simple. 
Si  l'on  mène  une  droite  parallèle  à  l'axe  de  suspension,  à 

une  distance  de  cet  axe  égale  à  a  h ?  et  dans  le  plan  qui 

passe  par  cet  axe  et  le  centre  de  gravité,  tous  les  points  du 
solide  qui  se  trouvent  sur  celte  droite  se  meuvent  absolument 
de  la  même  manière  que  si  chacun  d'eux  était  isolé  et  qu'il 
fCit  lié  à  l'axe  de  suspension  par  un  fil  inextensible  et  sans 
masse,  dirigé  suivant  la  perpendiculaire  qui  mesure  sa  distance 
à  Taxe.  Celte  droite  se  nomme  Vaxe  d* oscillation  du  pendule, 
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ei  Ton  donne  le  nom  de  centre  d'oscillation  au  point  où  elle 
perce  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  suspension  mené  par 
le  centre  de  gravité  du  solide. 

Nous  pouvons  déduire  de  là  un  certain  nombre  de  consé- 
quences intéressantes  :  • 

1°  L'axe  d'oscillation  est  toujours  plus  éloigné  de  Taxe  de 
suspension  que  le  centre  de  gravité  ; 

2*»  Le  centre  d'oscillation  coïncide  avec  le  centre  de  per- 
cussion ; 

3**  L'axe  d'oscillation  et  l'axe  de  suspension  sont  récipro- 
ques l'un  de  l'autre,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  prend  pour  axe 
de  suspension  l'axe  d'oscillation,  le  nouvel  axe  d'oscillation 
sera  l'ancien  axe  de  suspension. 

En  effet,  la  longueur  du  nouveau  pendule  synchrone,  après 
le  changement  de  Taxe  de  suspension,  est 

K'       K»      K' 
a         K'        a 

a 

Celte  propriété  a  été  mise  à  profit  par  M.  Kater  pour  déter- 
miner avec  une  grande  précision  la  longueur  d'un  pendule 
battant  la  seconde,  et  par  conséquent  l'intensité  g  de  la  pe-» 
santeur. 

4*  La  longueur  du  pendule  synchrone  ne  change  pas  quand 
on  prend  pour  nouvel  axe  de  suspension  un  axe  parallèle  au 
premier  et  situé  à  la  même  distance  du  centre  de  gravité. 

5®  Enfin,  si  l'on  remplace  l'axe  de  suspension  successive- 
ment par  une  série  d'autres  axes  qui  lui  soient  "parallèles,  îe 
minimum  de  /  aura  lieu  pour  a  =  K,  c*ebt-à-dire  quand  l'axe 
de  suspension  est  à  une  distance  du  centre  de  gravité  égale  au 
rayon  de  gyralion. 

Telle  est  la  théorie  du  pendule  composé  dans  ce  qui  a  rap- 
port à  la  mécanique  rationnelle.  Cette  théorie  est  extrême- 
ment importante,  puisque  c'est  au  moyen  du  pendule  com- 
posé seulement  qu'on  peut  déterminer  avec  une  certaine 
approximation  la  valeur  de  g. 

Détermination  expérimentale  des  moments  d'inertie,  — 
Maintenant  que  la  valeur  de  g  est  bien  connue,  on  peut,  en 
mesurant  avec  soin  la  durée  des  oscillalionsd'un  corps,  trouver 


la  longueur  du  pendule  simple  synchrone,  et  par  oooséqueoi 
le  montent  d'inertie  du  corps  autour  d'un  axe  quelconque  pi- 
rallèle  à  Taxe  de  suspension;  mais,  dans  toutes  les  expériences 
faites  sur  le  pendule  composé,  il  faut  faire  un  <tertaîn  mMofcre 
de  corrections  dues  à  l'influence  des  causes  perturbatrices, 
telles  que  la  température  qui  dilate  les  corps,  l'amplitude  des 
oscillations  qui,  dans  une  certaine  mesure,  influe  sur  leur 
durée,  etc.,  etc.  Seulement,  comme  cette  influence  est  très- 
faible,  il  suffit  d'en  avoir  une  valeur  approchée,  car  une  e^ 
reur  relative  assez  grande  commise  sur  sa  détermination  De 
produit  sur  le  résultai  définitif  qu'une  erreur  très-petite. 

Influence  du  milieu.  —  La  correction  la  plus  importante 
est  celle  qui  est  relative  à  Tinfluence  du  milieu  dans  lequel 
oscille  le  pendule,  milieu  qui  est  ordinairement  l'air  aimo- 
sphérique. 

Cette  influence  a  un  double  effet. 

i^  11  se  produit  une  poussée  qui  se  retranche  de  la  pesan- 
teur. En  effet,  un  corps  placé  dans  un  fluide  en  repos  perd, 
d'après  le  principe  d'Archimède,  une  partie  de  son  poids  égale 
au  poids  du  fluide  déplacé.  Si  donc  M'  est  la  masse  de  l'air 
déplacé,  le  moment  des  forces  de  pesanteur  n'est  plus  que 

(M  — M')gr«siiie. 

Le  moment  d'inertie  ne  subit  d'ailleurs  auctme  altération; 
donc  on  devait  mettre 

K'\       M 


!r^{a-^ 


a     M--  SI 


et  par  conséquent,  d'après  la  formule  qui  donne  la  durée  de 
l'oscillation  du  pendule  simple, 

le  rapport  des  oscillations  dans  l'air  et  dans  le  vide  est 


p  désignant  la  densité  4u  pendule  par  rapport  à  l'air. 
Toutefois  la  formule  précédente  n'est  pas  exacte  théorique- 
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nenl». parce  que  le  principe  d*Archiinède  n'est  vrai  que  si  le 
ïarps  est«Ti  reposdaBs  I*air,  et  que  ce  principe,  et  la  correc- 
.ioa  à  laquelle  il  donne  lieu,  doivent  être  modifiés  quand  le 
îorps  est  en  mouvement;  il  se  produit  alors  une  espèce  de 
remous.  On  a  trouvé  empiriquement  que  La  correction  précé- 
dente était  trop  forte,  et  qu'on  représentait  sensiblement  les 
observations  en  prenant,  .au  lieu. du  rapport  précédent, 


/ 


Vr=7p' 


f  étant  un  coefficient  >  i . 

Poisson  a  déterminé  approximativement  ce  fatleur  et  l'a 

3 
trouvé  égal  à  -•  De  nouvelles  expériences  seraient  nécessaires 

pour  vérifier  cette  valeur. 

2®  Le  milieu  influe  encore  en  opposant  une  résistance  di- 
recte au  mouvement  du  pendule.  Poisson  a  trouvé  les  résul- 
tats suivants  :  si  en  représente  l'écart  initial,  le  pendule  aban- 
donné à  lui-même  dépassera  la  verticale,  mais,  au  lieu  de 
remonter  à  l'angle  a,  jl  ne  remontera  que  d'un  angle  ai,  donné 
par  la  formule 

4    /  . 

en  supposant  la  résistance  de  l'air  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse,  et  égale  à  /ixt/*. 

Dans  son  oscillation  en  sens  inverse,  le  pendule  remontera 
de  l'angle 

de  sorte  qu'il  finira  par  arriver  au  repos,  l'amplitude  dimi- 
nuant à  chaque  demi-oscillation.  De  plus,  la  durée  de  la  demi- 
oscillation  descendante  est  augmentée  par  la  résistance  de 
l'air  de 


s^'^yi^ 


s 

mais  le  temps  de  la  demi-oscillation  ascendante  est  diminué 
de  la  même  quantité,  de  sorte  que  l'air  n'a  aucune  influence 
sur  Le  temps  d'une  oscillation  complète.  C-est  ce  que  vérifie 
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assez  bien  la  première  loi  d*isochronisme  des  oscillations  du 
pendule  que  rexpérience  ait  donnée  à  Galilée.  En  effet,  cet 
isochronisme  théorique  n'aurait  pas  éié  vérifié  par  rexpérience 
si  la  résistance  de  l'air  avait  influé  en  raison  de  la  vitesse,  qui 
diminue  évidemment  avec  l'amplitude. 


Pendule  balistique. 

Le  pendule  balistique  est  destiné  à  mesurer  la  vitesse  d'un 
projectile  à  sa  sortie  d'une  bouche  à  feu.  Il  se  compose  d'un 
récepteur  en  fonte,  fixé  à  un  cadre  de  suspension  en  fer,  lequel 
peut  osciller  librement  autour  d'un  axe  horizontal  A  (fig.  5o). 


Le  récepteur  contient  une  matière  compressible  dont  la 
fonction  est  de  recevoir  le  choc  du  projectile  et  d'amortir  la 
vitesse  de  celui-ci  sans  que  la  rupture  du  récepteur  puisse 
avoir  lieu. 

On  connaît  la  masse  p  du  projeciile,  assez  petit  pourêire 
assimilé  à  un  point  matériel;  il  s'agit,  d'après  l'ofTet  qu'il  pro- 
duit sur  le  pendule,  d'évaluer  sa  vitesse  V,  dirigée  suivant  l'ho- 
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izontale  passant  par  le  poini  connu  B,  qu*on  suppose  ctre  le 
rentre  de  percussion  du  pendule. 

Appliquons  le  théorème  des  nf)oments  des  quantités  de 
nouvement  au  système  formé  de  Tensemble  du  pendule  et 
lu  projectile,  en  prenant  pour  instant  initial  celui  où  le  pen- 
Iule  est  en  repos  el  le  projectile  animé  de  la  vitesse  V,  et  pour 
nstant  final  celui  où  les  deux  corps  se  meuvent  ensemble 
ivec  une  vitesse  angulaire  gj  autour  de  A.  Si  nous  faisons 
kB  =  b,  et  si  nous  appelons  I  le  moment  d'inertie  du  pendule 
ivant  sa  réunion  au  projectile,  Taccroissement  de  la  somme 
les  •moments  des  quantités  de  mouvement  est 

Iw  -h  ii'j)b.l)  —  ix\b     ou     <*)(!  -f-/Jti^]  —  |^V6; 

;f,  attendu  que,  pendant  la  très-courte  durée  du  phénomène, 
m  peut  négliger  les  impulsions  des  forces  extérieures,  forces 
lont  les  moments  donnent  d'ailleurs  une  somme  presque 
lulle,  on  peut  poser  irès-npproxîmativement 


0) 


(I-hp.t')  —  pVfc:==  3. 


Si  w  était  connu,  on  en  conclurait  V.  Or  cette  vitesse  annu- 
aire 0)  peut  se  déduire  de  Tamplitude  de  la  première  oscilla- 
ion  que  fait  le  pendule  immédiatement  après  le  choc.  En 
iffel,  à  Tinstant  final  du  choc,  la. force  vive  des  deux  corps 
éunis  est  «'(I  -h  /ji^*),  et,  à  cet  instant,  le  centre  de  gravité 
lu  système  se  trouve  encore  très-peu  écarté  de  la  verticale 
cassant  par  A.  Mais  dans  la  première  oscillalion  ce  centre  de 
;ravité  s'élève  d'une  hauteur  II  qu'on  peut  observer,  el  si  Ton 
lésigne  par  P  le  poids  des  deux  corps  réunis,  on  a 

ia)'(I -4-^6^)=::  PII,     d'où     V  _  .'-v^^H(I-4-]IF). 

Si  l'on  appelle  P'  le  poids  du  pendule  sans  le  projectile,  <i  la 
listance  de  son  centre  de  gravité  à  A;  ?"  =  jig  le  poids  du 
irojectile;  x  la  dislance  à  l'axe  du  centre  de  gravité  des  corps 
éunis;  a  l'angle  avec  la  verticale  de  la  droite  joignant  A  au 
entre  lors  du  plus  grand  écartement  du  pendule,  on  a 

P'  /t  -4-  P"  b 


Pour  mesurer  Tamplitude  de  roscillation»  on  fixe  au  bas 
du  pendule  une  aiguille  donl  l'exlréinlté  semeul  sur  un  limbe 
gradué  en  poussant  un  ipelit  curseur  qu^elle  abandonne  quand 
elle  arrive  au  repos. 

Quant  au  moment  d'inertie  I  du  pendule,  on  le  déiermine 
facilement  en  mesurant  le  nombre  des  oscillations  effectuées 
par  le  pendule  avant  le  choc. 

On  s'assure  qu'on  a  bien  frappé  au  centre  de  percussion  du 
pendule,  en  comptant  les  nombres  d'oscillations  effectuées 
dans  un  temps  donné,  avant  et  siprès  l'expérience.  Ces  deui 
nombres  doivent  âtre  identiques,  dans  l'hypothèse  où  nous 
nous  plaçons. 

£n  effet,  le  centre  de  percussion,  ou  centre  d'oscIllatiOD, 
est  un  point  oii  l'on  peut  supposer  concentrée  la  masse  totale 
du  corps  solide  sans  altérer  la  durée  de.ses  oscillations.  Or  les 
lois  du  mouvement  du  .pendule  simple  sont  indépendantes  de 
la  masse  du  point  matériel  qui  constitue  ce. pendule  simple; 
donc  ces  lois  restent  les  mêmes  après  l'addition  d'un  corps 
étranger. 

§  XX.  —  Mouvement  d'un  gylikdbb  pbsakt  posfi 

SUR    UN   PLAN   INQUUK. 

Nous  avons  étudié  en  Statique  les  conditions  de  l'équilibre 
d'un  rouleau  ou  cylindre  pesant,  posé  sur  un  plan  horizontal 
ou  incliné,  et  nous  avons  donné  les  lois  expérimentales  delà 
résistance  au  glissement  et  au  roulement,  dans  le  cas  de  l'équi- 
libre sur  le  point  d'être  rompu,  ou  du  mouvement  uniforme 
acquis. 

Pour  trouver  les  lois  du  mouvement  varié,  il  nous  sufGra 
d'introduire  les  forces  d'inertie  dans  les  équations  de  l'équi- 
libre; car  nous  savons  que  les  équations  ainsi  obtenues  sont 
toujours  en  nombre  exactement  suffisant  pour  nous  permettre 
de  déterminer  les  lois  du  mouvement  et  de  calculer  les  di- 
verses réactions  des  s^ppuis. 

Il  importe  seulement  de  faire  une  sorte  de  restriction  pra- 
tique au  principe  qui -nous  autorise  à  considérer,  moyennant 
l'adjonction  des  forces  d'inertie,  un  problème  de  mouvement 
varié  comme  une  question  relative  à  un  corps  en  équilibre. 
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Le  principe  de  d'Alemberl  est  rigoureusement  vrai,  et  «on 
application  est  parlaitemeni  légitime,  quand  on  tient  compte 
des  forcer»  d'inertie  de  tous  les  points  matériels  qui  constituent 
le  système  doni  on  cherche  le  mouvement;  mais  nous  savons 
que  deux  solides  naturels  en  contact  se  déforment  mutuelle- 
menty  et  que,  dans  Tétat  dynamique,  ces  déformations  donneiat 
naissance  a  des  vibrations  très*rapides,  par  suiilie  à  des  forces 
d'inertie  considérables.  On  arriverait  donc  à  des  résultats  er- 
ronés, si  l'on  introduisait  seulement  dans  les  équations  les 
forces  d'inertie  calculées  comme  si  les  corps  que  nous  appe- 
lons solides  étaient  effectivement  invariables  <le  forme,  en  fai*- 
sant  abstraction  des  mouvements  moléculaires  qui  se  combi- 
nent avec  le  mouvement  apparent  de  translation  et  de  rotation 
pour  produire  le  mouvement  réel. 

Nous  supposerons  donc  împlîcilement,  dans  tout  ce  qui  va 
suivre,  que  les  déformations  des  corps  étudiés  restent  très- 
petites,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  du  même  ordre  que  celles 
qu'ont  observées  les  anciens  expérimentateurs  sur  les  travaux 
desquels  nous  nous  appuyons  pour  la  théorie  actuelle. 

Considérons  donc  (Jig.  5i)  un  cylindre  à  génératrices  bori- 

Fïg.  5i. 


zontales,  posé  sur  un  plan  d'inclinaison  i  :  soient  Â  la  projec- 
tion de  Tarête  de  contact  géomrlrîque,  et  C  le  centre  de  la 
section  droite  déterminée  dans  le  cylindre  par  un  plan  qui 
passe  par  le  centre  de  gravité. 

Pour  qu'il  y  ait  roulement,  il  faut  que  l'arête  de  contact  A 
ait  une  vitesse  nulle;  nous  verrons  les  conditions  nécessaires 
pour  que  ce  mouvement  ait  réellement  lieu.  Dans  tous  les  cas, 
supposons  que  le  roulement  soit  acquis,  et  supposons  d'abord 
qu'il  a«l  Ueu  dans  le  sens  descendant. 
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Mouvement  descendant.  —  Nous  savons  que  le  plan  exerce 
dans  ce  cas  une  réaction  normale  N  qui  passe  en  un  point  A', 
situé  à  une  distance  i  en  avant  du  point  A,  et  qu'en  outre  il 
développe  généralement  aussi  une  réaction  tangentielle  F. 

Supposons  que  les  forces  qui  agissent  sur  le  cylindre  aient 
une  résultante  passant  à  son  centre  de  gravité,  et  qu*on  ait 
décomposé  cette  résultante  en  deux,  une  force  P  perpendicu- 
laire au  plan,  l'autre  T  parallèle  à  ce  plan. 

Puisque  le  centre  de  gravité  C  se  meut  suivant  une  ligne 
droite  parallèle  au  plan  incliné,  toutes  les  forces  normales  nu 
plan  et  transportées  en  ce  point  doivent  avoir  une  somme 
nulle;  donc  on  a 

Dans  le  sens  parallèle  au  plan,  on  a  une  accélération  donnée 
par  la  formule 

Nous  savons  d'ailleurs  que  la  rotation  autour  du  centre  de 
gravité  s'effectue  comme  si  ce  point  était  ^\\e;  donc  on  a,  pour 
déterminer  l'accélération  angulaire,  la  formule 

,     ,  f/r„  FR~P5 

^  ^  Ht       ^m\} 

en  admettant  que  le  corps  soit  un  cylindre  homogène,  auquel 
cas  son  moment  d'inertie  autour  de  l'axe  C  est,  comme  nous 
le  savons,  égal  à  ^MK^ 

Enfin  il  nous  reste  à  exprimer  une  dernière  condition  résul- 
tant de  la  nature  géométrique  du  mouvement,  lequel  peut  à 
chaque  instant  être  assimile  à  une  rotation  autour  de  l'axe  A, 
rotation  dont  la  vitesse  angulaire  est  égale  à  6),  d'après  ce  que 
nous  avons  établi  en  Cinématique  (t.  1,  p.  ii6). 

La  \itesse  v  du  centre  de  gravité  étant  la  même  que  si  le 
corps  tournait  effectivement  autour  de  l'axe  instantané  A,  on 
a  la  relation 

(3)  c    -Kr.). 

On  aurait  pu  écrire  directement  l'équation  de  la  rotation  au- 
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tour  de  l'axe  instantané,  en  appliquant  le  principe  des  forces 
Aives,  qui  ne  lient  pas  compte  de  la  mobilité  de  l'axe. 

En  effet,  le  moment  d'inertie  autour  de  l'arête  A  est  la 
somme  de  MR%  moment  d'inertie  de  la  masse  totale  supposée 
transportée  au  centre  de  gravité,  et  de  jMR',  moment  d'inertie 
autour  de  l'axe  C.  On  a  ainsi,  en  considérant  un  espace  de 
t^mps  infiniment  petit,  et  remplaçant  Ro)  par  v. 

C'est  ce  qu'on  aurait  trouvé  en  éliminant  F  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (2). 

Calculons  maintenant  la  valeur  de  F. 

Pour  cela,  multiplions  l'équation  (  2)  par  MR,  et  nous  au- 
rons, en  tenant  compte  des  équations  (i)  et  (H). 

d'où  nous  tirons 

f=..:(t.,-,^). 

Pour  que  le  mouvement  que  nous  avons  supposé  ait  lieu, 
il  Tiul  qu'on  ait  F«</P,  sans  quoi  il  y  aurait  glissement. 

Faisons  une  application  en  supposant  que  la  seule  force  ap- 
pliquée au  cylindre  soit  le  poids  Mg.  Si  l'on  désigne  par  i  l'in- 
clinaison du  plan,  on  aura 

T-Mgfsin/,     P—  Mg-cosz, 
d'où 
/  .,        •  f        "^^f^  I  '     •        ^'îcosiX 

Il  faut  donc,  pour  que  le  roulement  soit  possible,  qu'on  ait 

M^"  /  .     .        7.^  ros/\    ^  ^_- 

—  Isini  -f  — ^ — i</M^cos£, 


on 


d 


iangi<3/-  2  ^- 


Donc,  avant  que  la  tangente  de  l'inclinaison  /  devienne  le 
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triple  de  la  tangente  de  l'angle  de  frotieinent,  tl  y  a  gUssement, 
et  réquatron  (a)  i>*est  plus  applicable. 

Mouvement  ascendant,  —  Si  nous  supposons  qu'ati  lieu  de 
descendre  le  cylindre  roule  en  remon4an<  9<ms  l'action  de  1« 
pesanteur  et  des  réactions  du  plan  incliné,  >es  fommles  que 
nous  avons  troavées  subsisteront,  en  changeant  le  signe  de  i, 
et  l'on  a 

M  -y-  ^  X  Mg'sm/  H-  »  yig  jr  cos/. 

Dans  cette  équation,  les  longueurs  parallèles  à  la  ligne  de 
plus  grande  pente  du  plan  sont  toujours  comptées  positive- 

à  un  retard  dans  le  mouvement  ascendant.  Si,  pour  plus  de 
simplicité,  on  néglige  ^  cosi  devant  sini,  l'équation  devient 

(7)  ^-:3^sm/. 

Elle  indiqueque  le  retard,  d'ailleurs  uniforme,  est  seulement 
les  deux  tiers  de  ce  qu'il  serait  si,  les  résistances  passives 
étant  supprimées,  le  cylindre  glissait  sans  frottement  le  long 
du  plan  d'appui. 

Il  résulte  de  cette  remarque,  et  des  formules  connties  qui 
se  rapportent  au  mouvement  uniformément  varié,  que  l'espace 
parcouru  par  le  centre  de  gravité  du  cylindre,  depuis  l'instant 
cil  sa  vitesse  est  égale  à  v^  jusqu'au  point  oii  il  cesse  de  s'éle- 
ver, est  représenté  par 


1    7.gS\X\l 

Or  cette  longueur  correspond  à  une  hauteur  égale  à 


2    1g 


c'est-à-dire  à  une  fois  et  demie  la  hauteur  due  à  la  vitesse  v.. 

Ce  résultat,  qui  peut  paraître  surprenant  au  premier  abord, 

cessera  de  nous  étonner  si  nous  considérons  que  la  force  vive 
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lu  cylindre,  pour  une  vitesse  c,  de  son  centre  d«  gravité,  est 

-MvJ. 


2 


3n  a  donc  du,  pour  communiquer  cette  vitesse  à  Taxe  du 
[Cylindre,  dépenser  une  fois  et  demie  autant  de  travail  que  si 
Ton  avait  eu  affaire  à  un  point  matériel  de  masse  M.  Récipro- 
quement il  faut,  pour  anéantir  cette  force  vive,  que  la  pesan- 
leur  développe  une  quantité  de  travail  négatif  une  fois  et  demie 
plus  grande  dans  un  cas  que  dans  l'autre. 

L'expression  (6)  dts  la  réaction  tangentielle  F  devient,  en 
changeant  lé  signe  de  j» 

F  ^  -^  I  sin;  —  2  =r  cos^r  it 

soit,  avec  Tapproximation  que  nous  admettons, 

(8)  FzzzljVIgsin/. 

On  peut  remarquer  que,  si  le  sens  de  cette  force  F  est  tel 
qu'il  corresponde  à  un  ralentissement  dans  la  rotation,  d'autre 
part  cette  force,  transportée  au  centre  de  gravité,  se  présente 
comme  accélératrice  du  mouvement  de  ce  point. 

Quand  le  poids  et  la  vitesse  du  corps  roulant  sont  considé- 
rables et  que  la  résistance  de  l'appui  est  limitée,  par  exemple 
quand  on  considère  une  locomotive  parcourant  à  grande  vitesse 
un  rail  ou  une  poutre  de  pont  à  supports  discontinus,  la  théorie 
qui  précède  n'est  plus  applicable.  Cette  partie  de  la  théorie  d^ 
la  résistance  des  matériaux  est  en  ce  moment  tout  à  fait  à 
l'ordre  du  jour,  et  son  importance  appelle  des  expériences 
fort  difficiles.  Nous  indiquerons  seulement  les  deux  faits  sui- 
vants : 

I*  La  flexion  de  la  travée  atctuelleinent  parcourue  par  une 
roue  correspond  au  développement  d'une  force  centirifuge  qui 
>'3Jo«ite  à  la  composante  du  poids  pour  produire  la  charge  à 
laquelle  la  poutre  est  soumise. 

a^  Cette  même  flexion  entraîne  dies  flexions  en  sens  inverse 
sur  les  trarées  contîgues  :  celles-ci  ipcermeni  une  forme  con- 
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vexe,  bientôt  remplacée  par  une  concavité,  et  ainsi  de  suite. 
Ces  alternatives  de  flexions  opposées,  que  vient  compliquer 
encore  le  passage  des  essieux  qui  suivent  celui  que  nouscon- 
sidéronsy  sont  extrêmement  nuisibles  à  la  durée  des  poutres 
et  à  la  solidité  des  assemblages  des  diverses  pièces  qui  les 
composent. 

§   XXI.    —    ËXPÉRIBIfCES   DE   FoUCAULT. 


Considérons  un  tore  où  un  solide  de  révolution  quelconque 
dont  Taxe  de  figure  OÇ  possède  un  point  fixe  0  (Jig^  62).  Ce 
point  fixe  ne  coïncidant  pas  avec  le  centre  de  gravité  G,  situé 
quelque  part  sur  la  droite  OC  à  une  distance  a  de  Torigine,  le 
poids  P  du  tore  et  de  son  arbre  tend  à  faire  tourner  le  système 
autour  de  la  ligne  des  nœuds;  et  si  le  corps  était  abandonné  à 
hii-méine  sans  vitesse  initiale,  il  tomberait  effectivement  et 
se  mettrait  à  osciller  comme  un  pendule,  suivant  les  lois  que 
nous  connaissons. 

Fiff.  52. 

X. 


>r. 


X 

-r 


P 


Les  choses  se  passent  tout  différemment  quand  le  tore  est 
animé  d*une  rotation  initiale  autour  de  son  axe  de  figure;  et 
nous  savons  déjà  que,  quand  le  couple  agit  perpendiculaire- 
ment à  la  ligne  des  nœuds,  et  qu'une  certaine  équation  de 
condition  est  vérifiée,  le  mouvement  du  corps  se  compose 
d'une  rotation  et  d'une  précession  uniformes,  Tangie  de  Yz\^ 
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le  figure  avec  la  verticale  OZ  restant  constant;  de  sorte  que  le 
Lore  semble  entièrement  soustrait  à  l'action  de  la  pesanteur, 
8t  suspendu,  pour  ainsi  dire,  par  l'effet  de  sa  rotation. 

La  théorie  complète  des  phénomènes  que  présente  le  mou- 
vement d'un  solide  de  révolution  autour  d'un  point  de  son 
axe  se  déduit  aisément  des  équations  (12)  de  la  page  176.  Un 
des  points  les  plus  curieux  de  cette  théorie  e^  la  détermina- 
tion des  pressions  qui  s'exercent  sur  les  appuis  d'un  axe  tel 
que  OC,  qui  n'est  pas  fixe  (et  qui,  partant,  n'est  pas  axe  réel  de 
rotation  ).  Nous  supposerons  donc  qu'en  un  point  C,  situé  à 
one  distance  /  de  l'appui  fixe,  se  trouve  une  sorte  de  support 
mobile  exerçant  sur  l'axe  une  réaction  dont  les  composantes, 
parallèlement  à  On  et  OÇ,  sont  représentées  par  Y  et  Z  (*). 
Nous  admettrons  enfin  qu'en  dehors  de  cette  réaction  et  du 
poids  P  aucune  force  n'agisse  sur  notre  solide. 

On  a  dans  ces  conditions,  en  se  reportant  aux  notations  du 
paragraphe  XVII, 

N--=o,     N,  rr:Pasin0-Z/,     N,=:Y/. 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  équations  (  1 2  )  du  même 
paragraphe,  il  vient 


.  I 


d 


(i);A-^-h(C-A)^»sin9cose-f-C/i4;sin0-Pasine  — -Z/, 

H-(2A  — C)0v{;cos0  -CnQ-=Yl. 

Pour  discuter  ces  équations,  nous  supposerons  toujours  que 
la  rotation  n  ait  une  valeur  considérable,  conformément  à  ce 
qui  a  lieu  dans  toutes  les  expériences.  Conséquemment,  les 
termes  qui  contiennent  n  en  facteur  auront  sur  les  phéno- 
mènes une  influence  prépondérante.  Les  équations  (i)  peu- 


(*)  n  est  inutile  de  considérer  le  cas  où  cette  réaction  aurait  une  compo- 
sante X  dans  le  sens  de  l'axe  de  H{;ure  OC,  parce  que  cette  force  se  reporterait 
BUT  le  point  fixe,  où  elle  serait  détruite. 

m.  ■.{ 
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vent  d'ailleurs  être  considérées  à  deux  points  de  vue,  et  servir 
à  résoudre  deux  sortes  de  problèmes  : 

i"*  On  peut  donner  les  expressions  de  Y  et  Z,  et  demander 
de  déterminer  le  mouvement  qui  en  résulte  pour  l'axe  OC. 

2^  On  peut  obliger  Taxe  à  prendre  un  mouvement  donné, 
et  chercher  quelles  sont  les  pressions  (—Y)  et  { — Z)  que 
l'axe  exercera  sur  le  corps  qui  l'oblige  à  prendre  ce  mouve- 
ment. 

Ccu  singulier  d*une  précession  uniforme.  —  Nous  avons 
déjà  signalé  le  cas  où  l'axe  OC,  sous  l'induence  d'un  couple 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  nœuds,  tourne  uniformémeni 
en  décrivant  un  cône  de  révolution  autour  de  l'axe  OZ.  Or  la 
pesanteur  produit  précisément  un  pareil  couple,  et,  si  nous 
supposons  que  le  poids  P  soit  la  seule  force  agissante,  nous 
aurons  pour  l'équation  de  condition 

(^)  (C  —  A)4;'cos0  -rCn^  —  ya  =  o. 

On  voit  qu'à  des  valeurs  données  pour  l'angle  6  et  la  rota- 
tion n  correspondent  pour  ^  deux  valeurs,  qu'on  obtient  par 
la  résolution  de  l'équation  (2) 

_  —  C/i  dz  v/C^/i»"^4TC^~A  )Pfl  cosë 
*""  2(C  — A)cos0 

Comme  nous  supposons  n  très-grand,  nous  pouvons  faire 
sortir  Cn  du  radical  et  développer  celui-ci  en  série,  en  négli- 
geant les  termes  qui  contiennent  n*  en  dénominateur;  il  vient 

'  -^  '  1  -h2  i 


"^^  2(C- A)cos0L     '~\ 


On' 

1  


On' 

ou,  en  distinguant  les  deux  racines  l'une  de  l'autre, 
,,,  ,        P«      (C  — A)P»fl'cos0 

^^^  ^'--^ôi ëTii ' 

^^^  ^'  {C-A)cosÔ       G/i 


)] 
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Discutons  séparément  ces  deux  racines,  qui  suivent  des 
ois*  toutes  différentes. 

I®  La  racine  ^i  a  toujours  une  valeur  assez  petite;  elle  crott 
I  mesure  que  n  diminue.  Elle  cliange  de  signe  avec  la  rota- 
Lion  n  et  avec  le  moment  Pa.  On  met  cette  dernière  propriété 
en  évidence»  en  prolongeant  Taxe  OC  en  arrière  du  point  fixe 
et  suspendant  à  ce  prolongement  un  contre-poids* dont  le  mo- 
ment par  rapport  au  point  0  peut  être  rendu  à  volonté  plus 
grand  ou  plus  petit  que  le  moment  du  poids  du  tore.  On  rend 
l'expérience  plus  frappante  en  donnant  à  ce  contre-poids  la 
forme  d'un  récipient  plein  de  sable  fin,  et  percé  d'un  trou  à  sa 
partie  inférieure.  Le  poids  du  récipient  et  de  son  contenu 
l'emporte  d'abord  sur  celui  du  tore,  et  la  précession  est  inverse 
de  la  rotation;  mais  bientôt  la  proportion  se  trouve  renversée 
par  suite  de  l'écoulement  du  sable,  et  la  précessioa  se  trouve 
de  même  sens  que  la  rotation. 

La  grandeur  de  4*1  est  à  peu  près  indépendante  de  l'angle  0. 

2?  La  racine  ^7  esi,  au  contraire,  très-grande  et  croît  à  peu 
près  proportionnellement  à  n. 

Le  signe  de  ^1  est  indépendant  du  signe  du  moment  Pa;  il 
est  inverse  de  celui  de  n,  quand  C  est  plus  grand  que  A  et  que 
l'angle  9  est  aigu. 

Enfin  la  valeur  de  ^i  est  infinie  pour  0  =  90*». 

Les  courbes  de  hjig.  53  donnent  les  relations  qui  existent 
entre  net  ^  pour  les  différentes  valeurs  de  9.  Ces  courbes  ont 
été  construites  à  l'aide  de  l'équation  exacte  (2).  Elles  montrent 
que,  quand  n  diminue  et  tombe  au-dessous  d'une  certaine 
limite,  l'équilibre  devient  impossible  pour  les  valeurs  de  0 
rapprochées  de  180  degrés,  l'ellipsoïde  étant  supposé  aplati. 
Dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  allongé,  ce  fait  se  produirait  pour 
les  petites  valeurs  de  d.  On  peut,  en  effet,  remarquer  que 
l'équation  (2)  contient  seulement  le  produit 

(C— A)cos0, 

et  qu'elle  ne  change  pas  quand  on  change  à  la  fois  le  signe  de 
C  — A  et  celui  de  cos6. 

En  résumé,  si,  au  moment  d'abandonner  le  point  C  à  lui- 
même,  on  lui  imprime  une  vitesse  horizontale  calculée  sur 
l'une  des  valeurs  de  ^  fournies  par  l'équation  (2)  ou  par  le 

«4. 
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tableau  graphique  de  ^àfig*  53,  les  équations  (i)  seront  ▼êri> 
fiées  par  les  valeurs 

cette  solution  constitue  ce  qu'on  appelle  une  solution  singH-- 
Hère  des  équations  différentielles  simultanées  (i). 


6=0* 


Ml 


Quand  l'équation  (2)  n'est  pas  satisfaite  par  les  valeurs  ini- 
tiales de  riy  0,  4*'  '^  mouvement  n'est  i^\\ïs  permanent ^  et  nous 
allons  voir  ce  que  devient  ce  mouvement  quand  le  point  C  est 
abandonné  à  lui-même  sans  vitesse  initiale. 

Nous  avons  vu  que,  quand  le  point  C  est  soutenu  par  un  Gl 
attaché  par  son  autre  extrémité  en  un  point  fixe  [fig*  aS),  ce 
fil  reste  parfaitement  vertical  sans  qu'il  se  manifeste  aucune 
tendance  à  une  déviation,  soit  à  droite,  soit  à  gauche.  Quant  à 
la  tension  du  fil,  facile  à  mesurer  au  moyen  d'une  balance, 
elle  est  absolument  la  même  que  si  la  rotation  n'existait  pas, 
et  se  calcule  en  répartissant,  d'après  les  règles  de  la  Statique, 
le  poids  P  entre  les  deux  appareils  fixes  0  et  C. 

Supposons  qu'on  brûle  le  fil,  de  manière  à  rendre  subite- 
ment la  liberté  à  Taxe  OC,  et  déterminons,  au  moyen  des  équa- 
tions (1),  le  mouvement  que  cet  axe  va  prendre,  le  poids  P 
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étant  la  seule  force  appliquée  au  corps  mobile,  indépendam- 
meni  des  réactions  du  point  0  (  *). 

Intégrales  du  mouvement.  —  Introduisons  dans  les  équa- 
lions  (i)  les  hypothèses 

Y=:o,    Z  =  o; 
faisons,  pour  simplifier  récriture, 

(5)  T"^   '     a"^^' 

m 

il  vient 

/  rf(/l  -h  Vp  COS0)  =  O, 

{G\  •  -1^  H- /^+sin0(n-f- tj^cos0)-— 4''sin0cos6  — XsinO  — o, 


I 


rfvb 

sinÔ-Tj-  -f-2  0i|;cosô  —  fx0(n  -f-  4'COs9)=:ô. 


La  première  de  ces  équations  a  pour  intégrale 
(7)  n-r  ipcosQ  — A, 

h  désignant  une  constante  arbitraire. 

Les  autres  intégrales  s'obtiennent  facilement  par  l'applica- 
tion des  théorèmes  généraux  de  la  Dynamique. 

I"  L'expression  de  la  force  vive  du  corps  étant 

A(0»-+-  v]>»  sin'0)  -+-  C(n  -+-  ^  cosO)», 
et  le  travail  de  la  force  P  étant 


f' 


Pasinôrfô-:  —  PacosO-4-const., 


{*)  \\  est  facile  de  Yoir  qu'au  premier  instant  le  corps  obéira,  comme  s'il 
ne  tournait  pas,  aux  lois  de  la  pesanteur  ;  en  effet,  on  a,  à  l'instant  initial, 

®«  =  0»     ^0  =  o, 
et  cet  valeurs,  substituées  dans  les  équations  du  mouyement,  donnent 


(^).  =  »'     A(^X=P-.in... 
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*  • 

l'intégrale  des  forces  vives  est,  en  ayant  égard  aux  nota- 
tions (5), 

(8)  0'  -h  +*  sin»0  =  F  —  ai  cosO, 

en  désignant  par  F  une  deuxième  constante  arbitraire,  et  con- 
fondant dans  cette  constante  le  terme 

2*  Nous  avons  trouvé,  pour  les  projections  de  Taxe  du  couple 

résultant  des  quantités  de  mouvement  sur  les  axes  mobiles, 

les  valeurs 

;  G,  =rC(n  H-  ipcos0)  =  CA, 

(9)  Ga  =  A0, 

(  G,:=Aq;sine; 

or,  la  seule  force  extérieure  P  étant  constamment  parallèle  à 
Oz,  la  projection  de  Taxe  du  couple  (9)  sur  la  droite  Gxe  Oi 
doit  rester  constante,  en  vertu  du  principe  des  aires.  De  là 
notre  troisième  intégrale,  où  G  représente  une  nouvelle  arbi- 
traire 

(10)  t\,  sin'Ô  -h  fxA  COS0  =  G. 
En  introduisant  les  valeurs  initiales 

ij;  r=  O,      0  =:  O,      6  =  0., 

les  intégrales  (8)  et  (lo)  prennent  la  forme  {*) 

)  \di)  -♦-^'sin»^  =  2X(cos0.  — cosO), 

(  tj^Sin^ôrrr  aA(COS0,  —  COS0). 


{*)  Ces  équations  sont  remarquables,  en  ce  sens  qu'elles  sont  indépen- 
dantes de  la  densité.  En  eflet,  À  et  /a  en  sont  indépendants,  puisque  l'un  et 
l'autre  de  ces  coefficients  est  égal  à  une  fraction  dont  les  deux  ternies  sont  pro- 
portionnels à  la  masse;  de  sorte  que,  pour  la  yérification  des  résultats,  peu 
importe  quelle  sera  la  nature  de  l'appareil  employé.  Mais  il  faut  remarquer 
que  l'expérience  n'est  pas  susceptible  de  mettre  bien  nettement  ce  résultat  en 
évidence,  parce  qu'on  est  obligé  de  relier  le  corps  à  l'axe  par  des  chapes,  c'est* 
à-dire  par  d'autres  corps  qui  participent  plus  ou  moins  au  mouYement,  et  dont 
la  masse  doit  entrer  nécessairement  en  ligne  de  compte,  comparée  à  celle  de 
l'appareil  principal. 
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Éliminons  4*  entre  ces  deux  équations;  pour  cela,  nuilti- 
plions  la  première  par  sin'd,  et  remplaçons  i];'sin^d  par  sa 
valeur  tirée  de  la  deuxième  équation;  nous  aurons 


sm 
ou 


in^ef^j  -f-fjt»A»(cos0«  —  cose)'=:2Xsin'e(cose.—  cosÔ), 


(i2)    sin^ef^j  =2isin*0(cos0.— COS0)— |tx»A'(cos0,--cose)'. 

Je  dis  d*abord  que,  dans  le  cas  où  nous  nous  sommes  pla- 
cés, 0  doit  différer  très-peu  de  0».  En  effet,  jut'A'  est  très-grand 
par  rapport  à  Tautre  terme  du  second  membre;  d'ailleurs  il 

est  affecté  d'un  signe  —  ;  donc,  pour  que  -r-  soit  réel,  il  faut 

que  le  coefGcient  de  /x'A*  soit  très-petit,  c'est-à-dire  que  6  dif- 
fère peu  de  6f 
Posons  donc 

nous  aurons,  en  négligeant  le  carré  de  e, 

cos0r-cos0o  —  £sin0o,      sin'ô  =  sm'0«-+-  2csin6.cos0«. 

Enfin  l'on  a,  d'une  manière  rigoureuse, 

dO_ih 
dt  ""  dt' 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (12),  il  vient,  en 
supprimant  les  termes  de  Tordre  e^  et  divisant  les  deux  mem- 
bres par  sin^Oft, 

(i3)  (^y=e(2Xsine.— ^»A'£). 

dt 
Pour  que  -r-  soit  réel,  il  faut  que  e  reste  au-dessous  de  la 


.•»  » 


quantité 

_  2Xsin6« 

c*est  la  nutation  maxima. 


2l6  DYNAMIQUE. 

Nous  pouvons  alors  écrire 


(^;)'--*- 


e(e—t]. 


équation  qui  a  pour  intégrale 

,  ,,                                             .  ,  uht 
(14)  e  — esin'-i 

Si  Ton  veut  avoir  la  valeur  de  la  précession,  on  la  déduira 
de  l'équation  4*  sin'0  =  |:x/j(cos0.  —  cos0),  ou,  dans  le  sys- 
tème d'approximation  adopté, 

6 

La  valeur  moyenne  de  ^  s'obtiendra  en  remplaçant  e  par  -; 
on  aura  pour  cette  valeur  moyenne 

A-  I 

donc  la  précession  moyenne  est  égale  à  celle  qui  correspond 
au  mouvement  permanent. 

La  solution  de  la  question  est  fournie  par  les  formules  sui- 
vantes, qui  donnent  la  précession  moyenne  et  la  nulation  : 


_  .-        c  —  ^  cm*  ' 


ip,  =  —,  »     £  =  ^sin= 


L'amplitude  de  l'excursion  totale  de  l'axe  OC  dans  le  sens 
de  la  verticale  est  représentée  par 

2X  sin0, 

et  la  durée  de  cette  excursion,  ou  de  la  demi-oscillation  com- 
plète, est  donnée  par  la  formule 

T  =  ~, . 

Enfin  la  période  des  oscillations  de  ^  coïncide  avec  celle 
de  0. 
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Application  numérique,  —  Pour  faire  une  application  nu- 
mérique, je  prendrai  les  données  suivantes  : 

Je  supposerai  que  le  corps  de  révolution  soit  un  tore  en  fer 
dont  le  cercle  générateur  a  pour  diamètre  2p=  o'^yOi;  le  dia- 
mètre moyen  de  l'anneau  est,  d'un  autre  côté,  2R=:o"»,  12, 
enfin  a  =  o,i85. 

Supposons  qu*on  imprime  à  ce  tore  une  vitesse  de  6000  tours 
par  minute;  cette  vitesse  est  loin  d'être  exagérée ,  elle  peut 
être  facilement  dépassée  de  beaucoup  dans  les  expériences. 
Ainsi  les  projectiles  des  canons  rayés  de  4  (montagne)  font 
6000  tours  par  minute,  et  ceux  des  canons  de  4  (campagne) 
font  8400  tours,  la  vitesse  de  translation  correspondante  étant 
respectivement  225  et  325  mètres  par  seconde.  En  supposant 
6000  tours,  on  a 

n  =  628,32,     soit  à  peu  près     A'  =  400000. 

D'un  autre  côté,  on  a  pour  le  volume  et  les  moments  d'iner- 
tie d'un  tore 


d'où 


_       8  R»  -^  6p»  >       _     _  ^J[_ 

^      4R'-^7P'-+-8a' '         " ~  4 lï'  -f-  7 p»  ^T-  8 a^ ' 


•«  < 


soit  a  peu  près 

|Ut  ir-  0,1,       }.  =:  5o. 

On  a  donc,  en  donnant  à  sind*  sa  valeur  maximum  i, 

100  ^ 

e  ■=.  -7 rr=  0,023. 

4000 

Or 

I"  —-.  0,0175; 

donc  la  nutation  maxima  est  d'environ  1*^26'  :  elle  est  propor- 
tionnelle à  sinO«.  Il  n'est  donc  pas  étonnant  que  l'axe  du  tore 
semble  décrire  un  plan  :  la  nutation  est  si  petite  qu'elle  est 
insensible. 
Cherchons  la  durée  de  Toscillation  de  Taxe  dans  son  plan 


3l8 
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vcnical.  On  a 

siayht 

Pour  qu'une  demi-oscillation  s'accomplisse,  il  but  que  le 
temps  varie  de  -ri  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  trouve  à 
peu  près  •—  de  seconde.  <^i  est  à  peu  près  sept  tours  et  demi 
par  minute. 

On  comprend  donc  que  le  mouvement  de  l'axe  semble  tout 
à  fait  uniforme,  puisque  les  écarts  de  la  position  moyenne  ont 
aussi  peu  d'amplitude  et  une  aussi  faible  durée.  L'expérience 


Fig.  Si. 


T  toifl  toiirnadt. 

C  chapo  porUnI  l'aie  du  lori;. 

A'  tige  prolongeunt  da  l'aie  du  ture  et  portant  en  m  un  cou Ire-poidi  mobile  F. 
Celle  liça  <Bt  moulée  sur  l'axe  horiionlal  ab,  qui  lui  permet  de  prendre  louin 
Im  inclinalann*  poasibln,  et  qui  lui-mènie  e*t  monte  dans  eell«  Tourche  no- 
liile  autour  de  l'axe  vertical  du  pied  P  de  l'appareil. 

confirme  pleinement  ces  indications.  Dans  la  balance  gjro- 
scopique  de  HM.  Fessel  et  PlûcWer  {fig.  54),  un  contre-poids 
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mobile  F  permet  de  vérifier  facilement  l'inversion  du  mouve- 
ment quand  on  change  le  signe  du  moment,  ainsi  que  tous  les 
autres  faits  annoncés  dans  cette  leçon. 

Il  y  a  encore  un  autre  cas  dans  lequel  les  calculs  d'intégra- 
tion s'effectuent  sans  qu*il  s'introduise  de  fonctions  ellip- 
tiques :  c'est  celui  où  l'on  imprirne  à  l'appareil  une  vitesse 
Initiale  v{^«  très-grande,  comparable  à  la  rotation  n  et  telle  que 
Ton  puisse  négliger  2%  (cosO*  —  cosd)  devant  ^\. 

Les  formules  relatives  à  ce  cas  sont 

(.6)         j(^')^-l"sin^e^|Jsin'e.. 

(  i|/sin'0  ^  ^^oSin'00-4-  aA(cos9.  —  cos0). 

La  durée  de  la  vibration  est  plus  courte  que  dans  le  cas  pré- 
cédent, car  on  a 


et  la  précession  vp  tend  vers  une  valeur  moyenne  qui  diffère 
peu  de  la  plus  grande  des  deux  vitesses  qui  correspondent  à 
un  équilibre  stable,  ou  plutôt  à  ce  que  Ton  appelle  un  mou- 
vement permanent. 

Cette  vitesse  est  celle  que  nous  avons  désignée  par  ^3,  et 
dont  la  valeur  est  sensiblement  égale  à 

IX  n 

s , 

{i  --  IJ.)  cosô 

Ces  phénomènes  répondent  à  peu  près  à  ceux  que  Ton  ob- 
serve dans  les  premiers  instants  du  mouvement  de  la  toupie. 
La  figure  qui  donne  la  loi  des  valeurs  de  ^a  explique  com- 
ment, à  mesure  que  cette  vitesse  est  diminuée  par  les  frotte- 
ments et  la  résistance  de  l'air,  l'axe  se  redresse  de  manière  à 
coïncider  promptement  avec  la  verticale,  position  dans  la- 
quelle il  se  fixe. 

Gyroscope,  —  Un  tore  animé  d'un  mouvement  de  rotation 
extrêmement  rapide  constitue  la  partie  principale  de  divers 
appareils  employés  par  Foucault  sous  le  nom  de  gyroscopes, 
pour  mettre  en  évidence,  d'une  nouvelle  manière,  la  rotation 
de  la  Terre. 

Les  appareils  de  ce  genre,  entre  les  mains  de  Foucault  et 
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d'un  grand  nombre  d'habiles  expérimentateurs  qui  ont  suivi 
ses  traces,  servent  à  un  grand  nombre  d'expériences  curieuses, 
dont  la  théorie  est  implicitement  comprise  dans  nos  trois 
équations  générales. 

Pour  étudier  en  particulier  l'influence  de  la  rotation  de  la 
Terre,  il  faudrait  tenir  compte,  dans  l'évaluation  des  couples 
N,  Ni,  Ni,  des  forces  apparentes,  c'est-à-dire  seulement  de  la 
force  centrifuge  composée,  puisque  la  force  centrifuge  entre 
comme  partie  constituante  dans  la  force  appelée  poids. 

Pour  calculer  la  force  centrifuge  composée,  qui  est  fonction, 
comme  on  sait,  de  la  grandeur  et  de  la  direction  de  la  vitesse 
apparente,  il  faudrait  avoir  soin  de  ne  pas  oublier  que  l'axe  de 
figure  ne  coïncide  pas  avec  l'axe  instantané  de  rotation  appa- 
rente, puisque  celle-ci  a  respectivement  sur  nos  trois  axes  des 
projections  représentées  par 

dO 
n-^-^cosO;       ,-»      vj;sin0. 

Sans  effectuer  le  calcul,  qui  nous  entraînerait  trop  loin,  je 
vais  donner  les  expressions  des  trois  couples  N,  N,,  N,,  com- 
posants du  couple  terrestre.  Je  conserve  les  mêmes  notations 
que  précédemment,  et  je  désigne  par  &)  la  rotation  de  la  Terre 
prise  positivement  : 

1°  Couple  normal  à  l'axe  de  figure  : 

N=:C0»sin0; 
n.""  Couple  normal  à  la  ligne  des  nœuds  : 

N,  —  —  C/i w sin 0  -I- (A—  C) ca ^  sin 0  cos 9  -h{ A—  C) w'  sin 0  cos9; 

3°  Couple  normal  au  troisième  axe  : 

Nf  =  A0WCOS0. 

S'il  s'agit  d'un  volant  ou,  en  général,  d'un  corps  tournant 
autour  d'un  axe  maintenu  fixe  par  rapport  à  la  Terre,  on  a 

v|;  ==  o,  0  =  o, 
d'où 

N  =  o,   N,  =  — C/i»sin0-+-(A  — C)w«sin0  cos0„    N,  =  o, 

soit  à  peu  près 

N,  —  —  Cnw  sin0. 
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Les  expériences  les  plus  intéressantes  sont  celles  dans  les- 
quelles Taxe  d'un  gyroscope,  dont  le  centre  de  gravité  est 
maintenu  fixe,  est  contraint  de  se  mouvoir  dans  un  plan,  soit 
horizontal,  soit  vertical. 

Dans  le  premier  cas.  Taxe  accomplit  des  oscillations  autour 
de  la  méridienne  vraie,  comme  l'aiguille  de  déclinaison  au- 
tour de  la  méridienne  magnétique.  Les  lois  de  ces  oscillations 
diffèrent  sensiblement  de  celles  du  pendule  simple.  Quoi  qu'il 
en  soit,  le  gyroscope  fournil  un  moyen  curieux,  et  non  soumis 
aux  mêmes  causes  perturbatrices  que  la  boussole,  de  s'orien* 
1er  en  mer  quand  tous  les  compas  ont  été  mis  hors  d'usage 
par  une  cause  quelconque. 

Semblablement,  quand  on  oblige  les  oscillations  à  s'effectuer 
dans  le  plan  du  méridien,  l'axe  devient  une  sorte  d'aiguille 
d'inclinaison  oscillant  autour  de  la  parallèle  à  l'axe  du  monde, 
et  pouvant,  au  moins  théoriquement,  servir  à  déterminer  la 
latitude  du  lieu. 

Enfin,  quand  l'axe  est  entièrement  libre  et  sans  vitesse  ini- 
tiale, il  tend,  en  vertu  de  sa  qualité  d'axe  principal,  à  conser- 
ver une  direction  fixe  dans  l'espace;  il  résultera  de  cette  ten- 
dance un  mouvement  apparent  très-lent,  en  vertu  duquel 
Taxe  aurait  fait  un  tour  complet  autour  de  la  ligne  nord-sud 
en  vingt-quatre  heures  sidérales,  si  la  présence  des  chapes  et 
l'existence  des  frottements  ne  venaient  considérablement  alté- 
rer ce  résultat. 

Calcul  de  réactions  d*un  corps  tournant  sur  un  appui  mobile. 

Supposons  maintenant  que,  la  rotation  n  étant  toujours  con- 
sidérable, 00  agisse  sur  le  point  C  de  manière  à  faire  prendre 
à  l'axe  de  figure  un  mouvement  obligatoire;  les  équations  (i) 
nous  feront  connaître  les  réactions  du  corps  tournant  sur  l'ap- 
pui ou  support  mobile  C.  Ces  réactions  sont  égales  et  de  sens 
contraire  aux  quantités  que  nous  avons  désignées  par  Y  et  Z, 
lesquelles  représentent  l'action  de  l'appui  sur  le  corps  tournant. 

Pour  nous  faire  une  idée  nette  des  lois  des  phénomènes  que 
nous  étudions,  distinguons  un  certain  nombre  de  cas  simples, 
en  négligeant  toujours  les  termes  indépendants  de  n  devant 
ceux  qui  sont  multipliés  par  ce  facteur. 
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I®  Supposons  d'abord  qu'on  oblige  la  droite  OC  à  décrire  un 
cône  circulaire  autour  de  Taxe  Oz,  avec  une  vitesse  angulaire 
représentée  par  ^,  en  projection  sur  le  plan  des  xy.  Suppo- 
sons en  même  temps  qu'on  ait  a  =  o,  de  manière  que  la  pe- 
santeur soit  détruite  et  que  le  corps,  soustrait  i  l'effort  qui 
s'exerce  au  point  C,  tende  à  conserver  indéOniment  la  rotation 
qui  l'anime  autour  de  l'axe  principal  OC. 

Faisons  dans  les  équations  (i) 

il  vient,  avec  l'approximation  dont  nous  nous  contentons, 

(17)  Y/==Asine^,     Zl  =-€11^  sine. 

On  voit  que  la  réaction  principale  ( — Z)  est  normale  à  la  di- 
rection du  mouvement  qu'on  imprime  à  l'arbre  OC;  elle  est 
à  peu  près  proportionnelle  à  la  rotation  propre  n,  et  tend  à 
soulever  l'appui.  Quant  à  la  réaction  directement  opposée  au 
mouvement,  elle  est  relativement  faible  et  indépendante  de 
l'état  de  repos  ou  de  mouvement  des  corps. 

Réciproquement,  si  l'on  veut  changer  l'orientation  de  l'axe 
supposé  immobile,  il  faut  exercer  sur  cet  axe  un  effort  ascen- 
dant ou  descendant  Z»  selon  qu'on  veut  le  faire  mouvoir  à 
droite  ou  à  gauche,  mais  toujours  situé  dans  le  plan  vertical 
conduit  par  cet  axe.  On  a  alors,  en  vertu  de  la  deuxième  des 
équations  (17), 

^  ^  dt    ~       CnainO' 

Supposons  la  rotation  n  assez  considérable  pour  qu'on  ne 
voie  pas  le  corps  tourner,  on  sera  averti  de  l'existence  de  cette 
rotation  en  voyant  si  l'axe  de  fîgure,  soumis  à  un  effort  verti- 
cal Z,  cède  directement  à  cet  effort,  ou  bien  s'il  prend  au  con- 
traire un  mouvement  latéral.  Des  phénomènes  de  ce  genre 
fourniront  peut-être  un  jour  des  indications  sur  la  rotation  des 
molécules  des  corps,  à  la  condition  qu'on  ait  un  moyen  de 
ramener  les  axes  de  toutes  ces  molécules  au  parallélisme,  afin 
que  les  effets  concordent  et  puissent  fournir  une  somme  ap- 
préciable. En  tout  cas,  il  y  a  là  un  paradoxe  dynamique  fort 
intéressant. 
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Concevons  qu'on  tienne  à  la  main  l'extréoiiié  C  de  l'axe  : 
Uot  qu'on  cherche  seulement  à  mainienir  l'axe  dans  une  direc- 
liOR  invariable,  on  supporte  simplement  la  fraction  du  poids 
déterminée  d'après  les  règles  de  la  Statique,  Traction  qui  ne 
dépend  en  aucune  façon  de  la  rotation  n.  Si  l'on  veut,  au  con- 
traire, changer  l'orientation  de  l'axe  en  le  faisant  tourner  au- 
tour de  la  verticale  du  point  d'appui  fixe,  on  ressent  une  ré- 
sistance considérable,  dont  on  ne  se  rend  pas  parfaitement 
compte,  et  qu'on  est  porté  tout  naturellement  à  regarder 
comme  opposée  au  mouvement  qu'on  cherche  à  produire.  En 
réalité,  on  n'éprouve  qu'une  résistance  insignifiante  dans  le 
sens  du  mouvement,  mais  une  autre  au  contraire  très-forte 


m  1ère  chipe  i 

e  chape  ir; 

e  de  U  sphère 

dans  la  direction  perpendiculaire,  résistance  qui  tend  à  sou- 
lever l'appui  artificiel.  L'expérience  est  facile  à  faire  avec  l'ap- 
pareil  de  Bohnenberger,  repréâenlé  par  la  Jig.  55.  Si  l'on 
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cherche  à  faire  lourner  la  chape  zz^  B  autour  de  la  veriicale, 
on  éprouve  une  résistance  très-forte;  cette  chape  parait  soli- 
dement fixée,  et  le  seul  résultat  qu'on  obtienne  est  rinclinai- 
son  de  Taxe  CC. 

Pour  se  rendre  compte  <le  ce  qui  se  passe  dans  cette  expé- 
rience, soit  Y  l'effort  horizontal  exercé;  on  a,  parla  dernière 
des  équations(i)  simplifiée,  en  négligeant  les  termes  du  pre- 
mier membre  qui  ne  contiennent  pas  n, 

—  Cn0  ::::¥/, 

ou 

^       _  Y/ 

dt  ~      tn 

m 

La  partie  positive  de  Taxe  tend  donc  à  se  relever,  et  la  réac- 
tion Y  est  proportionnelle  à  la  vitesse  angulaire  de  ce  mouve- 
ment de  nutalion.* 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  réduire  considérablement  la  réac- 
tion Y,  c'est-à-dire  supprimer  de  son  expression  le  terme  pro- 
portionnel à  n,  et  cela  en  s'opposant  simplement  au  mouve- 
ment de  nulation. 

On  obtient  ce  résultat  en  établissant,  au  moyen  d'une  gou- 
pille passant  dans  deux  trous  convenablement  ménagés,  une 
liaison  invariable  entre  les  deux  chapes,  de  manière  que 
l'axe  ce  conserve  seulement  la  liberté  de  tourner  autour  de 
la  verticale  zz\ 

En  effet,  si  Ton  fait  0  =  o  dans  les  équations  (i),  nous 
avons  trouvé,  pour  la  loi  du  mouvement  de  l'axe  en  projection 
horizontale,  l'équation 

AsinÔ^r-r^^Y/, 
al 

laquelle  ne  dépend  pas  de  la  rotation.  Quant  à  la  relation 

Z/==  —  C/i^  sïnO  —  (C  —  A)i|^'  sine  COS0, 

elle  donne  la  charge  du  goujon  que  nous  avons  introduit  pour 
empêcher  la  nutation. 

L'expérience  est  extrêmement  curieuse  :  les  deux  chapes 
étant  libres,  on  éprouve  une  résistance  considérable  pour 
changer  la  direction  de  la  chape  moyenne,  et  il  semble  qu'il 
faille  un  grand  déploiement  de  force  pour  faire  tourner  cette 
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chape  d*un  petit  angle,  en  conservant  Tinclinaison  de  l'axe  de 
la  sphère. 

Introduisons  le  goujon;  on  est  alors  tout  surpris  que  cette 
liaison  nouvelle,  cette  gène  fasse  disparaître  pour  ainsi  dire 
complètement  la  résistance  dont  nous  avons  parlé.  Une  légère 
impulsion  fait  faire  deux  ou  trois  tours  à  l'appareil,  si  les 
pivots  z  et  z'  sont  bien  graissés.  Une  fois  qu'au  moyen  de  cet 
artifice  on  a  amené  la  chape  M  dans  un  certain  azimut,  on 
n*a  qu'à  supprimer  la  goupille,  et  la  chape  se  retrouve  aussi 
solidement  fixée  dans  cette  position  que  dans  la  première. 

Effet  d'un  couple  appliqué  sur  l'axe  de  figure  d'un  corps 
animé  d'un  mouvement  de  rotation  rapide. 

Pour  résumer  ce  qui  précède,  nous  avons  vu  que,  sous  l'ef- 
fort d'un  couple  vertical  Z/,  l'équation  du  mouvement  de  l'axe 
«st 

d^  .__  _       Z/ 
dt   ~'~  C/isinô  ' 

au  contraire,  avec  un  couple  Y/,  on  a 

dt  '''"    "  C/i' 

on  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Quand  un  solide  de  révolution  est  animé  d'un 
mouvement  de  rotation  considérable  autour  de  son  ajce  de 
figure^  V effet  d'un  couple  appliqué  sur  cet  axe  est  de  lui  com- 
muniquer un  mouvement  de  rotation  normal  au  plan  du 
couple. 

Réciproquement  :  Quand  on  oblige  l'axe  à  prendre  un  cer- 
tain mouvement  dans  l'espace ,  la  réaction  ou  force  d'inertie 
-est  à  peu  de  chose  près  perpendiculaire  à  deux  positions  con- 
sécutives infiniment  voisines  de  l'axe, 

Application  au  tir  des  projectiles,  —  Un  projectile  oblong, 
après  avoir  parcouru  un  certain  espace  en  dehors  du  canon, 
n'a  plus  son  axe  de  figure  tangent  à  la  trajectoire  de  son  centre 
de  gravité,  d'où  il  suit  que  la  résistance  de  l'air  produit  sur 
<:et  axe  des  forces  qu'on  peut  considérer  approximativement 
111.  i5 
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comme  équivalentes  à  une  force  unique  située  dans  le  plan 
de  tir.  Cette  résultante  dépend  uniquement  de  la  forme  exté- 
rieure du  projectile,  et  le  signe  de  son  moment  autour  du 
centre  de  gravité  dépend  de  la  position  de  ce  dernier  point, 
position  dont  on  est  maître,  dans  une  certaine  mesure,  en  dis- 
posant de  l'évidement  Intérieur. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  le  couple  correspon- 
dant fait  dévier  Taxe  de  figure  hors  du  plan  de  tir.  La  rotation 
des  projectiles  étant  négative,  il  résulte  de  l'équation  (i8)que 
la  dérivation  est  de  même  signe  que  le  moment  de  la  résistance 
de  l'air.  Quand  la  dérivation  est  à  droite  du  tireur,  la  résis- 
tance de  l'air  tendrait  à  relever  la  pointe  du  projectile,  si  la 
rotation  de  celui-ci  était  nulle.  Pour  ramener  l'axe  de  Ggurei 
la  position  tangentielle  à  la  trajectoire,  il  faudrait  un  couple 
horizontal. 


§  KK1I.  —  Théorie  de  la  machire  d*Atwood. 

Considérons  un  treuil ,  mobile  autour  d'un  arbre  horizon- 
tal 0  (fig'  56),  sur  lequel  sont  calés  deux  tambours  ayant  la 

Fig.  56. 


même  droite  pour  axe.  Sur  chaque  tambour  est  enroulée  une 
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;orde  qui  y  esi  fixée  par  un  bout»  et  qui  tient  suspendu  à 
'autre  bout  un  poids  connu.  On  demande  la  loi  du  mouvement 
jui  a  lieuy  en  supposant  que  le  centre  de  gravité  soit  dans 
'axe  0,  et  que  cet  axe  soit  un  axe  principal  d'inertie.  Nous 
légligerons  d'ailleurs ,  pour  commencer»  le  frottement  des 
.ourillons  sur  leurs  coussinets,  le  poids  et  la  roideur  des 
cordes. 

Indiquons  par  des  flèches  le  sens  du  mouvement»  et  dési- 
rions par  Q  le  poids  du  treuil»  par  T  et  T' les  tensions  incon- 
nues des  cordes. 

Nous  pouvons  traiter  la  question  de  deux  manières  : 

i^  Nous  pouvons  introduire  les  tensions  inconnues  T  et  T' 
et  étudier  séparément  le  mouvement  des  trois  corps  solides 
dont  se  compose  alors  le  système. 

Soient  :  v  la  vitesse  du  poids  P»  v'  celle  du  poids  V,  R  et  R' 
les  bras  de  levier  correspondants. 

Nous  aurons  les  équations 

P'  rfi/ 

et 

(3)  ^p'^=TR-T'R', 

en  appelant  p  le  rayon  de  gyration  du  treuil.  On  a  de  plus 

(;  — Rw,      v'=R'&). 

En  remplaçant  v  et  /  par  ces  valeurs  dans  les  trois  premières 

équations»  on  pourra  ensuite  en  tirer  les  valeurs  de  &>  et  de  T 

elT'. 

Pour  cela»  multiplions  par  R'  l'équation  (i)»  par  R   l'équa- 

,    »         »  ,     ,  dv       dv 

tion  (2)»  après  y  avoir  remplace  -ji  ^^  -jt  respectivement  par 

^  d(ù       -V ,  d(ù         -  .  1 

R-i-  et  R  -j-?  et  faisons  la  somme»  nous  aurons 
ai  at 

(-  R'»  ^-V^\~  =  RT-  RT  4-  PR  -  P'R'» 
\g  g     I  àt 

i5. 
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OU,  en  ayant  égard  à  Téquation  (3), 

g  ^^ 

donc  enfin 

rfû)  _  PR-  FR^ 

dt  ~"^P'R'»4-PR>-T-Qp^' 

dv       di/ 
On  voit  que  -y:  ^^  -yr  sont  tous  deux  proportionnels  à  g;  c'esi 

la  théorie  de  la  machine  d'Atwood.  Avec  cet  appareil,  on  dé- 

dv 
montre  que  -j-  est  une  quantité  constante  ;  par  conséquent, 

l'accélération  g^  due  à  la  pesanteur,  est  constante. 

2®  Nous  pouvons  aussi  appliquer  directement  le  principe  de 
d'Alembert.  Pour  cela,  nous  écrirons  que  le  travail  virtuel  des 
forces  pour  un  déplacement  angulaire  da  est  nul,  pourvu  qu'aux 
forces  extérieures  on  ajoute  les  forces  d'inertie. 

La  force  d'inertie  du  corps  P  est 

g      dt' 
son  travail  sera  négatif  et  égal  à 

g       dt 
le  travail  de  la  force  d'inertie  du  corps  F  est 

enfin  le  travail  de  la  force  d'inertie  du  treuil  est 

Q   ,rfw. 

g^    dt 

Le  travail  des  forces  extérieures  esi 

PR5a  — P'R'ôa; 
donc,  enfin,  on  a 

g      dt       g        dt       g^  dt 
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j 

équation  qui  donnera  -4-  •  On  trouve  comme  précédemment 

rfw  PR  -  P'R' 


On  n'obtient  point  ainsi  directement  les  tensions  T  et  T'  ;  il 
faut  les  déterminer  ensuite. 

Nous  avons  négligé,  pour  établir  ces  formules,  un  certain 
nombre  d'actions  perturbatrices. 

i*>  Frottement,  —  Le  centre  de  gravité  restant  immobile,  la 
réaction  verticale  R  des  appuis  est  égale  à 


Q. 

La  réaction  tangente  aux  tourillons,  c'est-à-dire  le  frotte- 
ment, est  égale  à 

-^L^(T^r-+-Q); 

en  multipliant  cette  quantité  par  le  rayon  des  tourillons,  on 
aura  le  moment  du  frottement;  on  en  conclura  la  quantité 
qu'il  faut  ajouter  au  travail  résistant  dans  l'équation  du  mou- 
vement. 

2°  Quand  le  corps  n'est  pas  centré  ou  que  l'axe  n'est  pas 
principal,  les  réactions  des  appuis  sont  variables  avec  la  posi- 
tion des  axes  d'inertie;  il  en  résulte  des  efforts  tendant  à  arra- 
cher les  paliers.  C'est  là  un  grave  inconvénient,  qu'il  faut 
atténuer  le  plus  possible,  mais  dont  il  n'y  a  pas  lieu  de  cal- 
culer l'effet  d'une  manière  précise. 

3°  La  roideur  des  cordes  doit  aussi  entrer  en  ligne  de  compte, 
surtout  lorsqu'il  s'agit  des  câbles  goudronnés  qui  servent  à 
l'Qxtraction  des  minerais.  Il  suffit  pour  cela  d'ajouter  au  mo- 
ment résistant  T'R'  un  terme  de  la  forme  K  A  -+-  BT')  R'. 

4"  Enfîn  le  poids  des  cordes  exerce  dans  certains  cas  une 
influence  très-considérable,  principalement  dans  l'extraction 
du  charbon. 

Exemple.—  A  Rive-de-Gier,  dans  des  puits  de  3oo  à  4oo  mè- 
tres, on  emploie  des  câbles  ronds  goudronnés  qui  ont  6o  à 
8o  millimètres  de  diamètre,  et  pèsent  de  i^^fio  à  S'^Sio  le 
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mèlre  courant.  Les  tonnes  d'extraction  contiennent  800  Idio- 
grammes  de  charbon  ei  pèsent  vides  sSo  kilogrammes;  dr 
sorte  qu'au  départ  )e  poids  du  câble,  qui  est  de  isoo  kilo- 
grammes, s'ajoute  au  poids  de  loSo  kilogrammes  qu'on  1  à 
soulever;  Il  s'en  retranche  au  contraire  quand  ^  arrive  au 
jour;  de  sorte  que,  sans  des  dispositions  particulières,  on  serait 
obligé  d'employer  la  force  de  la  machine  à  retarder  le  mouve- 
ment des  tonnes  pleines,  entraînées  par  les  tonnes  vides 
jointes  au  câble  déroulé. 

A  Anzin,  les  câbles  plais  ont  o",i  iS  de  largeur  sur  o~,oo3 
d'épaisseur;  ils  pèsent  4^',i9  par  mètre  courant;  les  tonnes 
contiennent  600  à  700  kilogrammes  de  charbon  de  houille  et 
pèsent  vides  iSo  kilogrammes.  On  voit  donc  que  dans  un  puits 
de  300  mètres  le  poids  du  câble  dépasse  celui  du  contenu  de 
la  benne.  Comme  il  n'est  pas  rare  d'avoir  des  puits  d'extraction 
de  5oo  mètres  et  au  delà,  on  voit  qu'il  y  a  une  grande  Impor- 
tance à  équilibrer  le  poids  des  câbles  ou  a  le  compenser  au 
moyen  d'un  artifice  particulier.  On  yarrive  en  employant  pour 
les  câbles  ronds  des  tambours  coniques  au  lieu  de  lamboun 
cylindriques  (Jig.  5-]).  Il  est  difficile  d'arriver  ainsi  à  unecont- 

Fic.  5;. 


î^wP^^^P*^ 


pensation  suffisamment  complète;  aussi  s'esl-on  arrêté  géné- 
ralement à  l'emploi  de  câbles  plats,  dont  les  spires  successives 
s'enroulent  sur  des  bobines  en  se  recouvrant  mutuellement, 
ce  qui  permet  de  faire  varier  les  bras  de  levier  dans  des  limites 
plus  étendues.  On  voit  que  ces  tambours  coniques  et  ces  bo- 
bines augmentent  le  bras  de  levier  de  la  résistance  à  mesure 
que  cette  résistance  diminue,  et  tendent  d'une  manière  utile 
à  régulariser  l'elTort  développé  par  la  machine  d'exlraciion 
{voir  t.  ï,  Jig.  aa3). 
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CHAPITRE  VI. 


DU  MOUVEMENT  VARIÉ  DES  MACHINES. 


Nous  avons  d'abord  étudié  les  machines  au  point  de  vue 
géométrique»  puis  nous  avons  vu  comment  elles  transmettent 
le  travail  des  forces  dans  leur  mouvement  uniforme,  quand 
on  les  considère  pendant  un  temps  suffisamment  long.  Il  nous 
reste  à  nous  occuper  de  leur  mouvement  varié,  c'est-à-dire 
des  perturbations  de  leur  mouvement  uniforme.  Il  est  d'ailleurs 
entendu  que  nous  nous  occupons  seulement  ici  des  machines 
dans  lesquelles  l'emploi  de  la  force  et  son  économie  sont  une 
considération  importante. 

Équation  du  travail.  —  L'équation  qui  donne  les  circon- 
stances du  mouvement  des  machines  est  l'équation  du  travail 

1  {  mv^—  1  {■  nw]  --  T«  —  Tr. 

Si  l'on  prend  cette  équation  entre  deux  instants  quelconques, 
elle  nous  donnera  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
varié  de  la  machine. 

Une  machine  se  compose,  nous  l'avons  déjà  dit,  de  trois 
parties  principales  :  i**  un  récepteur;  2*  un  outil;  3*  une 
transmission  de  mouvements. 

Du  mouvement  uniforme.  —  Nous  avons  vu  quels  sont  les 
avantages  du  mouvement  uniforme  au  point  de  vue  de  l'éco- 
nomie de  la  force,  de  la  conservation  des  mécanismes  et  de  la 
bonne  exécution  du  travail;  cherchons  comment  nous  pour- 
rons le  réaliser  avec  la  plus  grande  approximation  possible. 
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Il  y  a  trois  causes  de  mouvement  varié  dans  une  mach'me: 

1**  Irrégularité  d'action  du  moteur; 

2"  Irrégularité  de  la  résistance  {*); 

3**  Enfin  distribution  irrégulière  des  diverses  masses  en 
mouvement  qui  font  partie  de  la  machine. 

Nous  allons  nous  occuper  des  moyens  le  plus  en  usage 
pour  se  garantir  de  ces  trois  causes  d'irrégularité ,  ou  du  moins 
pour  les  rcsserrerdans  des  limites  que  la  pratique  adémontrées 
être  sans  inconvénients. 

Récapitulons  les  notions  déjà  acquises  à  ce  sujet  : 

1^  On  doit,  conformément  à  ce  que  nous  avons  vu  dans  la 
partie  consacrée  à  l'étude  géométrique  des  mécanismes»  dé- 
terminer le  tracé  des  engrenages  et  autres  organes  à  rotation 
continue»  de  manière  à  transmettre  le  mouvement  d'un  arbre 
à  un  autre  avec  une  uniformité  parfaite,  et  non  plus  seulement 
avec  une  régularité  périodique,  ce  qui  arriverait  si  les  dents 
avaient  des  formes  quelconques,  mais  constantes. 

2<^  Les  roues,  doivent  être  parfaitement  centrées,  sans  quoi 
la  pesanteur  produirait  alternativement  un  travail  positif  et  un 
travail  négatif,  et,  à  moins  que  le  moteur  ne  soit  lui-méma 
irrégulier  dans  un  sens  convenable  pour  compenser  cet  effet, 
il  y  aurait  une  variation  de  vitesse. 

3*"  Mais  cela  ne  suffit  pas:  il  faut  encore  équilibreravec  soin 
les  forces  d'inertie  comme  dans  le  cas  des  meules;  nous  avons 
vu,  en  elfet,  que  quand  Taxe  de  rotation  n'est  pas  un  axe  na- 
turel, il  tend  à  changer  de  position  dans  l'espace,  et  par  con- 
séquent à  arracher  les  supports  qui  s'opposent  à  ce  mouve- 
menty  ce  qui  ne  peut  manquer  de  produire  sur  la  machine 
des  effets  désastreux. 

4"*  La  loi  de  l'uniformité  du  mouvement  exclut  tout  à  fait 
les  pièces  à  mouvement  alternatif.  Les  efforis  des  bons  con- 
structeurs et  des  mécaniciens  instruits  doivent  tendre  autant 
que  possible  à  n'employer  partout  que  des  pièces  à  rotation 
continue  et  autant  que  possible  uniforme,  ainsi  qu'à  proscrire 


C)  Ces  deux  causes  d'irrégularité  peuvent  d'ailleurs  se  compenser,  et  dans 
toutes  les  machines  où  la  résistance  est  irrégulière,  le  moteur  doit  toujours 
être  pourvu  d'un  organe  spécial  dit  régulateur^  dont  roflîce  est  de  proportion- 
ner à  chaque  instant  la  puissance  motrice  à  la  somme  des  résistances  à  raincrp. 
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toule  action  intermiiiente  de  la  pari  du  moteur  et  des  résis« 
tances  :  c'est  ce  qu'on  n'a  pas  encore  résolu  d'une  manière 
pratique  relativement  aux  machines  à  vapeur.  Il  faut  au  moins, 
comme  nous  l'avons  dit  en  Cinématique,  que  le  tracé  des  di- 
vers mécanismes  à  mouvement  alternatif  soit  tel  que  toutes 
les  piècesde  ce  genre  prennent  et  éteignent  graduellement  leur 
vitesse  au  commencement  et  à  la  On  de  chaque  oscillation. 
Enfin,  quand  on  aura  des  pièces  de  poids  considérable  ani- 
mées d'un  mouvement  alternatif,  il  faudra  autant  que  possible 
leur  ajouter  des  contre-poids  convenables,  comme  nous  le 
verrons  dans  le  cas  des  machines  d'épuisement  et  des  ma- 
chines à  vapeur. 

Enfin,  toutes  ces  conditions  géométriques  étant  supposées 
remplies,  au  moins  pour  les  pièces  principales  de  la  machine, 
Puniformité  du  mouvement  est  subordonnée  à -l'égalité  qui 
doit  exister  à  tous  les  instants  entre  le  travail  moteur  et  le 
travail  résistant.  Généralement  cette  égalité  n'a  lieu  que  pé- 
riodiquement, et  le  mouvement  est  périodiquement  uniforme. 
Ce  qu'on  appelle  régulariser  un  pareil  mouvement,  c'est  en 
limiter  les  irrégularités. 

Les  principaux  appareils  qu'on  emploie  à  cet  effet  sont  les 
volants,  dont  nous  allons  donner  la  théorie  générale. 

§  XXIII.  —  Théorie  des  volants. 

« 

Dans  toute  machine  à  mouvement  périodiquement  uni-- 
forme,  quelle  que  soit  r irrégularité  d'action  des  moteurs  et 
des  résistances,  on  peut  toujours,  an  moyen  d'un  volant  con- 
venable, restreindre  les  variations  de  vitesse  dans  des  limites 
inoffensives. 

En  général,  quand  un  système  matériel  dont  les  éléments 
ont  des  vitesses  qui  croissent  ou  décroissent  ensemble  pos- 
sède une  grande  force  vive,  il  peut  recevoir  dans  un  temps 
déterminé  un  travail  moteur  notablement  différent  du  travail 
résistant,  et  ne  subir  qu'une  variation  peu  sensible  de  vi- 
tesse. 

Considérons  par  exemple  un  excédant  de  travail  moteur 
égal  à  AT,  développé  pendant  une  certaine  fraction  de  la  pé- 
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riode  de  la  machine,  ei  soit  à  Tinslani  initial 

la  demi-force  vive  correspondant  à  la  vitesse  de  régime.  Im- 
posons-nous la  condition  que  les  vitesses  varient  seulemeDl 

d*une  fraction  de  leurs  valeurs  normales  représentée  par  -) 

la  demi-force  vive  deviendra  dans  cette  hvpothèse 


et  Taccroissement 


n  \n         I 


devra  être  précisément  égal  à  AT.  Cette  condition  détermine 
la  demi-force  vive  normale  K,  et  Ton  voit  que,  la  vitesse  v 
étant  déterminée  par  d'autres  considérations,  c*est  en  choi- 
sissant convenablement  les  facteurs  m  qu'on  régularisera  les 
écarts  de  la  vitesse. 

On  est  ainsi  conduit  à  introduire  dans  la  machine  des  masses 
d'autant  plus  considérables  qu'on  a  besoin  de  plus  de  régula- 
rité; et  pour  cela  le  mode  le  plus  généralement  employé  dans 
les  machines  de  rotation  consiste  dans  l'emploi  d'un  volant, 
calé  sur  l'un  des  arbres  de  la  machine.  L'action  régularisatrice 
d'un  volant  est  en  raison  de  son  moment  d'inertie  et  du  carré 
de  sa  vitesse  angulaire;  il  est  donc  avantageux,  à  ce  point 
de  vue,  d'augmenter  son  rayon  pour  diminuer  son  poids,  et 
de  l'installer  sur  l'arbre  qui  tourne  avec  le  plus  de  rapidité. 

L'addition  d'un  volant  convenablement  calculé  aura  dooc 
pour  effet  d'empêcher  la  machine  de  s'emporter  sous  l'In- 
fluence d'un  excès  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant. 
Semblablement,  une  prédominance  des  résistances  pourra  se 
manifester  sans  ralentir  par  trop  la  machine;  mais  il  ne  faut 
pas  oublier  que  nous  supposons  expressément  que  ces  deux 
effets  opposés  se  compensent  au  bout  de  chaque  période,  la 
supériorité  appartenant  alternativement  à  la  puissance  et  à  U 
résistance,  sans  quoi  la  vitesse  de  régime  serait  altérée,  et  il 
faudrait  chercher  un  autre  moyen  que  le  volant  pour  ramener 
les  choses  dans  leur  état  normal. 


CHAPITRE   YI.  —   MOUVEMENT   VARIÉ   DES   MACHINES.  235 

Nous  considérerons  donc  uniquement,  dans  les  calculs  qui 
vont  suivre,  les  variations  régulières  qui  résultent  du  mode 
d'action  des  forces  mises  enjeu,  et  nous  calculerons,  dans  les 
cas  qui  se  rencontrent  le  plus  fréquemment  dans  la  pratique» 
les  proportions  d*un  volant  capable  d'atténuer  les  effets  nui- 
sibles de  ces  variations  sur  la  bonne  exécution  du  travail  è 
effectuer. 

Considérons  un  arbre  tournant  0  (fig.  58),  que  nous  pren- 
drons horizontal  pour  fixer  les  idées.  Nous  supposerons  d'abord, 

Fig.  58. 


pour  ne  pas  compliquer  le  problème,  que  les  diverses  résis- 
tances soient  constantes,  et  qu'elles  agissent  d'une  manière 
continue,  tant  sur  le  treuil  dont  l'axe  est  0  que  sur  les 
autres  treuils  avec  lesquels  l'arbre  0  est  en  rapport  constant 
de  vitesses.  Par  suite,  nous  pourrons  remplacer  toutes  ces  ré- 
sistances par  une  force  unique  F,  tangente  à  un  cercle  de  rayon 
A,  pris  à  volonté,  de  manière  seulement  que  le  produit  iizaY 
soit  égal  à  la  somme  des  travaux  résistants  développés  pour 
une  révolution  entière  de  l'arbre  0. 

Quant  à  la  puissance,  nous  la  supposerons,  comme  dans  toutes 
les  machines  à  vapeur,  appliquée  à  un  organe  animé  d'un  mou- 
vement alternatif,  et  transmettant  un  mouvement  de  rotation 
à  l'arbre  Opar  l'intermédiaire  d'une  bielle  et  d'une  manivelle. 
L'effort  moteur  Q  étant  constant,  le  moment  de  cet  effort  varie 
comme  la  distance  du  point  0  à  la  bielle  BQ,  c'est-à-dire  comme 
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le  sinus  de  l'angle  6,  compris  entre  la  manivelle  et  la  direc- 
tion moyenne  de  la  bielle,  si  nous  négligeons  les  déviations 
résultant  pour  la  bielle  du  chemin  que  l'extrémité  opposée  au 
bouton  de  la  manivelle  est  assujettie  à  décrire. 

Dans  ces  hypothèses,  le  moment  de  la  résistance  étant  con- 
stant et  égal  à  Fa,  le  moment  de  la  puissance  est  représenté 
par  6Qsin  0,  b  étant  le  rayon  du  cercle  décrit  par  le  bouton 
de  la  manivelle.  C'est  de  la  variation  de  ce  dernier  moment 
que  résulte  dans  la  vitesse  angulaire  l'irrégularité  dont  il 
s'agit  de  déterminer  les  lois  et  d'atténuer  l'importance.  Il  y  a 
deux  cas  principaux  à  considérer,  selon  que  la  machine  esta 
simple  ou  à  double  effet. 

Premier  cas.  —  Calcul  du  volant  d'une  machine 

à  simple  ejfet. 

Une  machine  est  dite  à  simple  effet  quand  l'effort  moteur 
supposé  vertical  agit  toujours  dans  le  même  sens,  par  exem- 
ple en  descendant,  de  manière  que  l'action  du  moteur  est  né- 
cessairement intermittente,  et  s'exerce  seulement  pendant 
une  demi-révolution  de  la  manivelle.  Il  développe  pendant  ce 
temps  un  travail  égal  à  26Q,  et,  si  Ton  veut  que  le  mouvement 
soit  périodiquement  uniforme  (*),  cette  quantité  doit  être 
égale  au  travail  de  la  résistance  pour  un  tour  entier,  soit  à 
27raF.  Cette  condition  détermine  le  rapport  de  la  puissance  à 
la  résistance,  et  si  nous  désignons  par  T  le  travail  dépensé  et 
recueilli  pour  chaque  tour  de  la  manivelle,  nous  aurons  une 
première  relation 

(i)  T  =^  26Q  =  27:aF. 

Cette  équation  étant  supposée  satisfaite,  étudions  les  lois 
de  la  variation  de  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  0  pendant  une 


C^)  II  est  bien  entendu  qu'au  commencement  du  mouvement  de  la  machine 
la  périodicité  n'avait  pas  lieu,  soit  que  la  force  Q  fût  plus  grande,  soit  que  les 
résistances  P  fussent  plus  petites  que  dans  l'état  supposé  par  l'énoncé;  quoi 
qu'il  en  soit,  nous  admettons  que  le  mécanicien,  après  avoir  mis  le  moteur  en 
état  de  fournir  le  supplément  de  travail  nécessaire  pour  la  mise  en  train,  a 
réglé  sa  machine  pour  le  travail  normal,  la  force  Q  étant  celle  que  fournit 
l'équation  précédente,  et  le  mouvement  périodiquement  uniforme  étant  établi. 
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période^  c'est-à-dire  pendant  une  révolution  complète  de  cet 
arbre. 

Il  est  d'abord  bien  clair  que,  tandis  que  le  bouton  de  la 
manivelle  remonte  de  B''  en  B%  le  système  étant  uniquement 
soumis  à  des  forces  résistantes,  la  force  vive  de  ce  système 
diminue.  Le  ralentissement  continue  encore  quelque  temps 
après  que  le  point  culminant  B'  est  dépassé,  parce  que  le  mo- 
ment de  la  puissance  est  d'abord  très-faible  et  inférieur  à 
celui  de  la  résistance.  L'instant  où  la  vitesse  cesse  de  dimi- 
nuer  et  atteint,  par  conséquent,  son  minimum^  correspond  à 
un  angle  B'OB,  pour  lequel  les  moments  des  deux  efforts 
contraires  Q  et  F  sont  égaux.  En  désignant  par  9  l'angle  B'OB, 
on  a 

(2)  Fa--6Qsin0, 

d'où,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i), 

sin0=:  1. 

Cette  valeur  correspond  à  deux  angles  supplémentaires  : 

B,=   i8'>33'4o", 

quand  l'angle  de  la  manivelle  avec  OB'  est  égal  à  0,,  le  mo- 
ment de  la  force  Q,  après  avoir  surpassé  le  moment  Fa  pen- 
dant assez  de  temps  pour  fournir  l'excès  de  travail  moteur 
destiné  à  compenser  la  prédominance  des  résistances  pen- 
dant le  reste  de  la  période  se  retrouve  égal  à  Fa;  la  vitesse 
angulaire  atteint  son  maximum,  et  diminue  ensuite  jusqu'à  ce 
que  Q  repasse  par  la  valeur  di. 

Soit  &)i  la  vitesse  angulaire  minima,  ck)2  la  vitesse  maxima; 
appliquons  l'équation  du  travail  entre  les  deux  instants  cor- 
respondants, il  vient,  H  désignant  le  moment  d'inertie  du 
treuil  0, 

\VL{(ù\  —  wî)  r-z  26Q  cos9.  -  Fa(0,  -  0.) 

==  T  (cos0.  -  ^^^)  =  o,55i  T. 

Désignons  par  w  la  moyenne  des  vitesses  extrêmes,  et  im- 
posons-nous la  condition  que  la  différçncet  dç,  ces. mêmes  y ir 
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tesses  soit  une  fraction  donnée,  -t  de  la  moyenne  w,  nous 


aurons 


d'où 


w,—  w,  =  —  (*), 
n 


iV« 


et 

(3)  ^  H— =o,55iT. 

Cette  équation  détermine  le  moment  d'inertie  H;  on  la  pré- 
sente ordinairement,  d'après  le  général  Poncelet,  sous  la 
forme  suivante  : 

Soit  N  la  ybrce  de  la  machine  en  chevaux,  N'  le  nombre  de 
révolutions  par  minute.  Le  travail,  pour  une  révolution,  étant 
représenté  par  T,  on  aura  par  minute  N'T,  quantité  qui  devra 
être  aussi  égale,  d'après  la  déûnition  du  cheval -vapeur,  à 
6oX  75xN;  donc 

T  =  45oo^. 

Quant  au  moment  d'inertie  H,  comprenant  à  la  fois  les 
termes  qui  proviennent  des  pièces  essentielles  de  la  machine 
et  ceux  qui  correspondent  au  volant  proprement  dit,  repré- 
sentons-le par  celui  d'un  anneau  de  poids  n  et  de  rayon  R; 
enfin  désignons  par  W(**)  la  vitesse  moyenne  cvR  d'un  point 

(* )  Les  yaleura  des  vitesses  extrêmes,  en  fonction  de  la  Titesse  moyeniie  «t 4a 
coefficient  de  régularisation,  sont 


w,  r=  H»  I   I ï 

«,  =  w  (  IH V 

\  2/1/ 


(**  )  U  peuty  avoir  plusieurs  volants  sur  les  divers  treuils  en  rapport  < 
de  vitesse  avec  Tarbre  G  de  la  manivelle;  alors  il  faut  concevoir  qno  DW  v^ 
présentent  la  somme  des  poids  des  éléments  de  la  machine,  moltipliëft: 
tivement  par  les  carrés  des  vitesses  moyennes  de  ces  éléments.  Noos 
d'ailleurs,  en  étudiant  les  transmissions,  qu'en  pratique  le  principal  volant  doit 
presque  toujours  faire  corps  avec  Tarbre  de  la  manivelle  ;  sans  qa<^  U  arrive- 
rait que  tantôt  cet  arbre  mènerait  le  volant,  et  tantôt  serait  conduit  par  lui,  es 
qui  donnerait  lieu  à  des  chocs  dans  l'engrenage  de  communicatioB. 
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de  cei  anneau,  il  vient  en  dérinilive 

(4)  nw=.  24324^- 

Pour  calculer  la  toi  de  variation  de  la  vitesse  angulaire,  il 
faut  appliquer  l'équation  des  forces  vives  entre  une  position 
fixe  ei  une  position  variable  quelconque;  seulement  on  re- 
marquera qu'il  y  a  disconiinuilé  dans  l'expression  de  cette  loi, 
attendu  que  la  force  Q  agit  seulement  pendant  une  demi-ré- 
volution, ei  se  trouve  sapprimée  dans  l'autre. 

Du  point  B'  au  point  B"  on  a 

1  iH(w'  -  «;)  =  fcQ(cose,  —  cose)  —  Fate  —  6,) 
'='       I  =!(..«- COS.- i). 

En  donnant  k  6  les  valeurs  extrêmes  zéro  et  n,  on  a  les  vi- 
tesses u'  et  u",  qui  répondent  aux  points  B'  et  B"  : 

H(m'--w;)  =  o,o5T, 

H(w"-w|)=i,o5T. 

Du  point  B"  au  point  B',  l'équalion  est 

,6,  ;h,„.- „-,  =  -!(»-,). 

La  ^g.  59  représente  la  loi  de  variation  du  carré  de  la  vitesse 
angulaire  avec  l'angle  6. 

Fis.  59. 


Quelque  défavorables  que  soient  les  tnachines  de  ce  genre. 
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au  point  de  vue  du  mode  d'aclion  de  la  puissance  motrice,  on 
peut  néanmoins,  comme  on  le  voit,  arriver  à  régulariser  le 
mouvement  tout  autant  qu'on  le  voudra  ;  seulement  il  faudra 
pour  cela  employer  un  volant  très-lourd,  de  sorte  que  les  in- 
convénients de  ces  sortes  d'engins  se  trouveront  exagérés 
outre  mesure.  On  diminue  beaucoup  le  poids  du  volant  en 
répartissant  également  le  travail  moteur  T  dans  la  durée  d'une 
révolution,  comme  nous  allons  le  montrer.    ' 

DEUxifeHB  CAS.  —  Calcul  du  volant  d'une  nuwhime. 

à  double  effet.  .  . 

Pour  transformer  une  machine  à  simple  effet  en  une  nMcUne 
à  double  effet,  il  faut  s'arranger  de  manière  que  la  pulsiiBeeQi 
dont  l'intensité  reste  constante  et  la  direction  verlicaley  affate 
pendant  toute  la  durée  d'une  révolution  de  la  manlTdlè.Xe 
sens  de  cette  force  doit  évidemment  changer  quand  le  bovton 
passe  en  chacun  des  points  morts  B'  et  B%  si  Ton  veuttiae  le 
moment  soit  toujours  positif. 

La  force  de  la  machine  restant  la  même»  ainsi  que  la  gran- 
deur de  la  résistance  F,  la  puissance  Q  sera  réduite  à  moitié, 
et  l'on  aura,  pour  la  périodicité,  l'équation 

(7)  T±=46Qi=:  27:aF. 

La  période  sera,  si  l'on  veut,  d'un  demi-tour,  au  point  de  vue 
des  variations  de  vitesse  angulaire. 

Cherchons,  comme  dans  le  cas  précédent,  les  positions  du 
bouton  pour  lesquelles  il  y  a  égalité  entre  le  moment  de  la 
puissance  et  celui  de  la  résistance,  et  par  conséquent  minimum 
ou  maximum  pour  la  vitesse  angulaire;  nous  avons  toujours 

Ffl=:6Qsin0; 
mais  cette  équation  >  eu  égard  à  la  relation  (7),  donne 

sm0  =  -  j 


0/=    39^32' 24^' 

0,  =  i4o°27'36''. 


.  j     ..*  t> 
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La  première  de  ces  deux  valeurs  correspond  i  un  minimum, 
I  deuxième  i  un  maximum.  Les  circonstances  du  mouvemenc 
ans  la  demi-circonrérence  B'B'  sont  d'ailleurs  identiques  à 
elles  de  la  première,  comme  le  montre  la  courbe  {Jig.  5-}), 

Fi(.  57. 


t  nous  nous  bornerons  à  étudier  le  mouvement  pendant  un 
emi-iour. 
Les  équations  qui  servent  à  la  détermination  du  volant  sont 

\ HV;  —  <.>])  =  a AQ cosâ.  -  fa{0,  —  9,) 

Illîl'-o,io5T, 

ifln  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  u  en  un  point  quel- 
>iique  est 

,)  HK-„;)  =  T(o,e«5-C!2i_J). 

N'oublions  pas  qu'il  y  a  toujours  discontinuité  {géométrique 
DS  It  loi  de  variation  de  la  vitesse  angulaire,  bien  que  cette 
IIL  16 


ai^  DTlfÂMIQUI. 

disconiinuilé  soit  peu  apparente  sur  X^ifig.  57«  et  que  l'équa- 
tion (9)  doive  servir  seulement  pour  les  valeurs  de  6  com- 
prises entre  zéro  et  tt. 

La  substitution  du  double  effet  au  simple  effet,  par  la  distri- 
bution plus  uniforme  du  travail  moteur,  permet  de  diminuer 
beaucoup  le  poids  du  volant  qui  répond  à  une  valeur  donnée 
(t|  QôjMBcfeni  de  régultrisatlon  jt.  Sealemeni,  les  mehines 
dé  ce  {eora  laissent  su^ister  deux  points  morts»  dans  les  en- 
virons desquels  le  momeat  9ë  la  puissance  est  exiftaiépani 
faïblê.  Goinme  lè  moment  de  la  résistance  est  constant,  le  dé- 
mi^nrage  serait  Impossible  dans  une  portion  plus  ou  moios  con- 
sidérable de  la  course,  sans  Tintenrention  d'une  action  imi- 
liaire  venant  momentanément  au  secours  de  la  paissabee. 

On  évite  cet  inconvénient  et  l'on  régularise  en  mtaie  lemps 
le  mouvement  par  l'emploi  de  deux  machines  coupléesi» 

Tacmaii  CAS.  — -  Dmix  machines  à  double  effet  a^o^^Um 

uw  un  même  arbre. 


'Deux  puissances  égales  Q  sont  appliquées  è  deux  oMni- 

velles  égales,  calées  sur  le  même  arbre»  dans  des  directions 
rectangulaires  (Jig.  58).  Chacune  de  ces  forces  (que  nous  sup- 

Fig.  58. 


posons  toujours  verticales  et  d'intensité  constante)  agit  de 
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haut  en  bas  quand  le  boulon  correspondant  descend,  de  bas 
en  haut  quand  il  remonte. 
L'équation 

(lo)  T  =  86Q  =  27raF, 

qui  tient  la  place  des  équations  (i)  et  (7),  exprime  que  le 
mouvement  est  périodiquement  uniforme,  non-seulement 
pour  chaque  tour,  mais  bien  pour  chaque  quart  de  tour. 

Désignons  par  0  l'angle  B'OB  correspondant  à  celle  des 
deux  manivelles  qui  se  trouve  en  arrière  de  l'autre»  daas  le 
sens  du  mouvement;  on  a,  pour  la  condition  de  maximum '9u 
de  minimum  de  la  vitesse  angulaire,  l'équation 

Fa=6Q(sinô-4-cos9), 

de  laquelle  on  tire,  au  moyen  de  la  relation  (lo}» 


sinÔH-cosô  ~  ~ 


Or 


donc 


sin9  4-  cos6=  v'2cos{45"—  0); 


cos(45*>-  fl)  =  iA^  =  cosa5«48', 

45«— ô  =  ±:25«48'. 

Ces  relations  montrent  qu'il  existe  dans  le  premier  quadrant 
deux  valeurs  de  l'angle  0,  savoir  : 

»»  =  ig-aa', 
62  --■-  7o"68', 

et  il  n*y  a  pas  lieu,  en  vertu  de  la  périodicité,  de  s'occuper  de 
ce  qui  se  passe  dans  les  trois  autres  quarts  du  cercle. 

Ici  nous  ne  savons  plus  immédiatement  si  le  minimum  de 
vitesse  répond  à  di  ou  à  d,;  pour  faire  la  distinction,  nous  re- 
marquerons que  la  somme  des  moments  des  efforts  moteurs 
est  proportionnelle  au  facteur  cos(4S''—  0),  lequel  crott  d'une 
manière  constante  depuis  d  =  o  jusqu'à  0  =4^^  pour  dimi- 
nuer ensuite  jusqu'à  ce  que  9  soit  devenu  égal  à  90  degrés. 

16. 
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Aux  environs  du  point  B',  et  pour  les  petites  valeurs  de 
l'angle  6,  le  travail  moteur  est  donc  inférieur  au  travail  résis- 
tant; la  macliine  se  ralentît,  et  la  valeur  S,  ne  peut  corres- 
pondre qu'à  un  minimum.  Ce  point  une  fois  dépassé,  le  mo- 
ment des  puissances  surpasse  à  son  tour  c(;lui  des  résistances, 
le  mouvement  s'accélère,  ei  6,  représente  l'instant  où  celle 
accélération  atteint  son  maximum. 

Fie.  59. 


L'équation  des  forces  vives,  entre  les  points  {$,)  el  (6i}> 
donne 

;H(uj-o,;) 

=  6Q(cos9,— cos0,+sinei— sine.)— ra(S,— fl.)=o,oio56T, 


nw=467^- 
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La  même  équation,  pour  un  angle  0  quelconque»  est 

(12)     H(w  —  &j;)  =  Ti  0,2605  H -5 n 

elle  fait  connaître  la  loi  du  mouvement  pour  les  valeurs  de  9 
comprises  entre  zéro  et  90  degrés,  c'est-à-dire  pour  une  pé- 
riode complète. 

Non-seulement  l'emploi  de  la  manivelle  double  supprime 
les  points  morts,  mais  on  voit,  en  comparant  les  équations  (11} 
01(8)»  Que  cet  emploi  permet  de  réduire  à  peu  près  dans  le 
rapport  de  10  à  i  (*)  le  moment  d'inertie  du  volant,  sans  aug- 
menter la  différence  des  vitesses  angulaires  extrêmes. 

De  l'accélération  angulaire. 

Ibis  la  grandeur  de  cette  différence  entre  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  valeur  de  la  vitesse  angulaire  n'est  pas  la  seule 
chose  dont  11  y  ait  à  se  préoccuper,  au  point  de  vue  d'une 
marché  satisfaisante  pour  la  machine;  il  faut  encore  avoir 
égard  au  temps  qui  s'écoule  pendant  que  la  vitesse  passe 
d'ane  limite  à  l'autre,  ou  bien  à  l'accélération  angulaire  de 
Tarbre  tournant. 

En  effety  cette  accélération  angulaire  entre  comme  facteur 
dans  des  forces  d'inertie  i]ui  représentent,  soit  la  tension  des 
coorroles  de  transmission,  soit  les  actions  mutuelles  des  dents 
d'engrenage,  soit  enfin  les  efforts  qui  tendent  à  rompre  les 
bras  des  volants  (  **  ]. 


(*)  Les  coefficients  numériques  qui  fi{;urent  dans  le  texte  ont  été  calculés  en 
supposant  que  les  bielles  restaient  constamment  parallèles  à  elles-mêmes  :  ces 
coefficients  se  trouvent  nécessairement  modifiés,  quand  on  tient  compte  de 
l'obliquité  variable  de  la  force  motrice  Q.  Ce  que  nous  avons  dit  suffit  pour 
qu'on  puisse  se  rendre  compte  des  lois  du  phénomène  que  nous  étudions. 

(*"*)  Lorsqu'un  volant  tourne  uniformément,  chacun  des  segments  dont  la 
jante  est  composée  exerce  sur  les  bras  et  sur  les  autres  segments  auxquels  il  est 
lié  des  efforts  dont  la  résultante  est  la  force  centrifuge  due  à  la  masse  et  au 
mouvement  circulaire  de  ce  segment.  Si  Ton  fait  abstraction  de  la  pesanteur, 
les  bras  ne  sont  soumis,  dans  ce  cas,  qu'à  des  efforts  longitudinaux. 

11  n'en  est  plus  ainsi  quand  le  mouvement  est  varié  :  les  forces  d'inertie  tan- 
gentielles  tendent  à  fléchir  les  bras  alternativement,  dans  un  sens  et  dans 
l'autre,  et  l'importance  de  ces  forces  croît  en  raison  directe  de  l'accélération 
angulaire. 
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Les  Jig.  56, 67  et  59  ont  été  construites  en  supposant  que, 
dans  les  trois  cas  que  nous  venons  d'étudier,  nous  dispo- 
sions du  volant  de  manière  à  conserver  les  mêmes  valeurs 
aux  vitesses  angulaires  maxima  et  minima. 

Or  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  nos  courbes 
sont  proportionnels  aux  accélérations  angulaires.  En  effet, 
on  a 

d  (w')  =  2  û)  rfû)  =  2  -TT  dO , 

d'où 

rfw  _  I  rf(&>») 

dt'~  2   de 

On  voit,  à  l'inspection  des  figures,  que  Taccélération  prend 

des  valeurs  de  plus  en  plus  considérables  à  mesure  que  nous 

diminuons  le  volant.  C'est  ce  que  montrent  encore  mieux  les 

d^ 
courbes  spéciales  dont  l'ordonnée  est  proportionnelle  à  ^) 

court)es  dont  les  équations  sont  les  suivantes  : 

I**  Machine  simple  à  simple  effet. 

Dee=o»àfl  =  ,8o«..     ^  =  -L^(sinO-'-]^. 

dt       o,55i  \  71/  2/1 

Dee  =  .8o«à9  =  36o«.     ^  =  -^L-l^. 

dt  Oy55i  TT  2n 

2®  Machine  simple  à  double  effet. 

Dee  =  o«àe  =  i8oo..     ^  =  -i— (sinfl--^— . 

dt       o,io5 \  TT/  2/1 

3"  Machine  double  à  double  effet. 

^    ^        .,  ^  rfo)  I        /sin04-cos9      2\  w' 

De  e  =  o*»a  9  =  90°...     -77  = -EâX )  — • 

'^  dt       o,oio5b\  2  TT/ 211 

Il  faut  donc,  eu  égard  à  ce  nouvel  ordre  de  considérations, 
se  garder  de  diminuer  le  volant  dans  le  rapport  des  nombres 
fournis  dans  nos  formules,  quand  on  substitue  un  système  de 
machines  à  un  autre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  prendre  un 
coefficient  de  régularisation,  selon  le  cas. 
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Du  coefficient  de  régularisation.  —  Nous  avons  irouvé, 
pour  la  vitesse  angulaire  minima,  l'expression 


w, 


=•■■(■-„) 


Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  -  est  nécessairement  inférieure 

^  n 

à  2,  nombre  qui  correspondrait  à 

0),  =  o. 

Il  va  sans  dire  qu'on  se  tient  largement  au-dessous  de  cette 
limite  extrême.  Ainsi,  dans  les  machines  qui,  comme  celles 
des  filatures  de  coton,  ont  besoin  d'une  grande  régularité,  on 
prendra  n  compris  entre  35  et  4o  pour  les  ntiméros  ordinaires, 
on  ira  à  5o  et  môme  à  60  pour  les  numéros  très-fins.  Quant 
aux  moteurs  des  moulins,  des  pompes,  etc.,  il  suffira  de  faire 
n  =  20  à  25. 

J}  XXIV.   —    IrfFLUENCE  DES   MASSES    EXCENTRIQUES. 

En  supposant  le  mode  d'action  de  la  puissance  et  celui  de 
la  résistance  parfaitement  réglés,  le  mouvement  uniforme 
pourra  encore  être  impossible,  par  suite  du  mode  de  distri- 
bution des  diverses  masses  en  mouvement. 

Par  contre,  on  peut  s'arranger  de  manière  que  cette  cause 
d'irrégularité  agisse  en  sens  inverse  de  celle  du  moteur  ou  de 
la  résistance,  de  manière  qu'elles  se  corrigent  l'une  par  l'autre. 
Tel  est  le  principe  des  contre-poids,  de  ceux,  par  exemple, 
qui  sont  appliqués  sur  le  volant  des  tours  mus  par  le  pied. 

Ces  contre-poids  agissent  de  deux  manières  : 

1^  Comme  poids,  ils  s'ajoutent  alternativement  à  la  force 
motrice  ou  à  la  résistance  ; 

2**  Comme  masses,  ils  sont  animés  d'une  certaine  force  vive 
qui  figure  dans  la  force  vive  totale  de  la  machine,  et  cela  de 
deux  manières,  selon  que  ces  masses  excentriques  sont  ani- 
mées d'un  mouvement  circulaire  continu,  ou  d'un  mouvement 
rectiligne  progressif  ou  alternatif. 

Contre-poids  d'une  machine  à  simple  effet.  —  Les  tours 
ordinaires  à  pédale  nous  offrent  un  exemple  d'une  machine 
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dans  laquelle  la  puissance  agit  à  simple  effet.  Pourtaoi  dans 
ces  appareils,  dont  l'usage  est  si  répandu  {fig.  60),  on  obtient 

Fig.  60. 


la  même  loi  de  mouvement  que  pour  la  manivelle  à  double 
effet,  au  moyen  d*un  contre-poids  K,  dont  le  centre  de  gravité 
est  hors  de  l'axe  0,  à  une  distance  r,  et  dont  le  poids  Q' 
satisfait  à  la  relation  Q'r  =  jQ6. 

Si  la  force  Q  est  verticale,  le  rayon  r  est  dans  le  prolonge- 
ment de  b.  Il  en  résulte  que»  pendant  la  descente  du  bouton, 
la  moitié  du  travail  de  Q  est  neutralisée  par  celui  de  C;  mais, 
dans  la  demi-révolution  suivante,  la  force  Q  n'agissant  plus 
et  le  corps  K  descendant,  son  poids  Q'  restitue  la  moitié  du 
travail  de  Q.  Si  la  force  Q  n'est  pas  verticale,  on  dispose  tou- 
jours le  rayon  OK  de  manière  qu'il  soit  vertical  et  qu'il  com- 
mence à  monter  à  l'instant  oii  le  bouton  B  commence  à  subir 
l'action  de  la  force  Q. 

Dans  tous  les  cas,  le  moment  d'inertie  -^= —  du  coiUre-poids 

est  une  partie  intégrante  du  moment  d'inertie  total  MR%  de 
sorte  que  le  corps  excentrique  K  joue  un  double  rôle  :  comme 
poids  donnant  alternativement  lieu  à  un  travail  résistant  et  à  ud 
travail  moteur,  et  comme  masse  diminuant  les  variations  de 
vitesses. 

Contre-poids  d'une  machine  à  double  effet,  —  L'utilité  du 
contre-poids  pour  la  manivelle  à  simple  effet  fait  naître  la 
question  de  savoir  si  une  disposition  analogue  ne  serait  pas 
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ivantageusement  appliquée  à  une  manivelle  à  double  effet, 
évidemment,  dans  ce  dernier  cas,  le  contre-poids  ne  pourrait 
itre  fixé  à  l'arbre  de  la  manivelle  ;  car  s'il  venait  en  aide  à  la 
orce  mouvante  lorsque  le  bouton  de  la  manivelle  serait  à 
'un  des  points  morts,  il  deviendrait  résistant  quand  le  bou- 
on  serait  à  l'autre  de  ces  points;  mais  la  question  reçoit 
me  solution  affirmative  si  l'on  place  le  contre-poids  sur  un 
rbre  horizontal  lié  à  celui  de  la  manivelle  par  un  engrenage 
|ui  l'oblige  à  faire  deux  tours  pendant  que  la  manivelle  en  fait 
in,  en  fixant  le  contre-poids  de  manière  que  son  rayon  soit  ho- 
izontal  et  en  train  de  descendre,  aux  instants  où  le  bouton 
le  la  manivelle  passe  aux  points  morts. 

L'étude  de  cette  disposition,  qu'on  se  borne  à  indiquer  ici, 
riontre  ;  i**que,  pendant  un  tour  du  contre-poids  ou  un  demi- 
our  de  la  manivelle,  il  y  à  pour  la  vitesse  angulaire  deux 
tiaxima  et  deux  minima;  2®  que  les  deux  maxima  deviennent 
igaux,  ainsi  que  les  deux  minima,  quand  on  fait  le  moment  QV 
lu  contre-poids  égal  à  o^ii^Qb;  3"*  et  que,  dans  ce  cas,  le 
ilus  avantageux  pour  satisfaire  à  la  condition  de  régularisa- 
ion,  wj—  û>i=^  -^ ^ï  la  formule  donnée  pour  le  cas  de  la 

nanivelle  à  double  effet  sans  contre-poids  est  remplacée  par 

elle-ci  : 

nN 

N 

e  coefficient  numérique  est  donc  environ  neuf  fois  plus  petit. 

Des  masses  animées  d'un  moinfement  rectiligne  progressif 
n  alternatif.  —  Pour  donner  un  exemple  de  la  manière  dont 
es  masses  s'introduisent  dans  les  calculs,  considérons  d'à- 
•ord  le  cas  d'une  machine  horizontale  à  double  effet  servant 

l'extraction  du  charbon  (fig*  61). 

La  résistance  sera  alors  représentée  par  le  poids  P,  dont  le 

•ras  de  levier  sera  supposé  égal  à  r,  et  la  puissance  Q,  sup- 

osée  constante,  sera  la  résultante  des  efforts  horizontaux  qui 

'exercent  sur  les  deux  faces  du  piston.  Nous  négligeons  le 

oids  de  la  corde  et  celui  de  la  bielle  BC,  mais  nous  tiendrons 

P' 
ompte  de  la  masse  —  du  piston.  Enfin  nous  supposons  la 
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bielle  assez  grande  relaiivement  au  rayon  OB  de  la  manivelle 
pour  qu'on  puisse  la  considérer  sans  erreur  notable  comme 
parallèle  à  OC. 


La   condition   du   mouvement  périodiquement    uniforme 

donne  T  =  27rrP  =  4*Q- 

La  force  vive  du  système  n'est  plus  ici  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse  angulaire.  Le  maximum  et  le  minimum 
de  l'une  ne  répondent  plus  à  ceux  de  l'autre.  Soient  l'angle 

B'OB  =  e,   et  w=-7-  la  vitesse  angulaire  correspondante. 

En  appelant  K  la  demi-force  vive  à  l'instant  où  9  =  o,  on  a 
pour  l'équation  du  travail 


(0 


'S  g 

I       =Qfr(i  -cose)-Pr9=:  I^sin^ô—  ^\, 


d'où,  en  différentiant. 


i»(«' 


M 


f'- 


g} 


-4-w'6'sinecose— =  Q6(sine  — -)  ai. 

g  \  itj 

Le  maximum  et  le  minimum  de  u  exigent  donc  la  relation 
(a)  Qftfslne-^^  — —  M'6'sinecos9  =  o. 
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Si  l'on  se  donne  la  vitesse  angulaire  moyenne  «'  =  — ^ '■ 

jt 

et  la  condition  wj  —  o),  =  -?  on  en  conclut  w,  =  (v(  i ) 

n  \       2n/ 

et  coa  =  iv  (  n I  •  En  substituant  successivement  ces  va* 

leurs  de  &i  dans  Téquation  (2),  on  obtiendra  les  valeurs  cor- 
respondantes de  9i  et  ds,  l'une  plus  petite,  l'autre  plus  grande 

que  —  •  En  substituant  alors  o)i  et  di,  puis  gji  et  9s  dans  Téqua- 

lion  (i),  et  en  retranchant  l'une  de  l'autre  les  deux  équations 
obtenues,  on  éliminera  K,  et  l'on  aura,  pour  déterminer  R^M, 
l'équation 

—  ( R^M  4-  r'-  )  -h  -  ^^-^  (wî  sin»e,  -  w?  sin^9.) 
=  Q6   cosô,  —  cosô, • 

Remarque  /.  —  Si  le  piston  se  mouvait  verticalement,  il 
conviendrait  que  son  poids  fût  contre-balancé  par  celui  d'un 
corps  fixé  à  la  manivelle  sur  le  prolongement  de  BO. 

Remarque  IL  —  La  tension  de  la  corde  n'est  égale  à  P  que 
lorsque  la  vitesse  angulaire  est  à  son  maximum  ou  à  son  mi- 
nimum. 

Remarque  IIL  —  L'action  de  la  bielle  sur  la  tige  du  piston 
au  point  C  est  beaucoup  plus  variable;  la  vitesse  angulaire  gj 
pouvant  être  considérée  comme  à  peu  près  constante  quand 
le  nombre  n,  et  par  conséquent  le  moment  d'inertie,  sont 
assez  grands,  le  maximum  de  l'accélération  du  point  C  a  lieu 
à  l'instant  du  passage  aux  points  morts,  et  sa  valeur  est  fru^; 

la  force  totale  agissant  alors  sur  le  piston  est  donc 

Considérons  en  particulier  le  passage  du  bouton  au  point  B'; 

6&)*P' 
l'accélération  du  point  Cet  la  force sont  dans  le  sensB'C. 

g 

Immédiatement  avant  le  passage  au  point  mort,  la  force  Q 

agit  dans  le  sens  contraire.  La  force  F  avec  laquelle  la  bielle 

presse  le  piston  est  donc  dans  le  sens  B'C  et  satisfait  à 
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réqualion 

g 
ou 

g 
Immédiatement  après  le  point  mort,  la  force  Q  change  brus- 

quement  de  direction,  et  la  force  F,- devenant  F  = Q, 

peut  être  changée  de  sens. 

Contre-poids  des  locomotives,  —  Les  masses  en  mouvement 
alternatif  ont  un  effet  très-fâcheux  à  cause  des  forces  d'inertie 
variables  qu'elles  développent»  forces  qui  troublent  périodi- 
quement l'équilibre  de  la  machine  et  les  réactions  des  appuis, 
en  produisant  sur  les  liaisons  des  diverses  parties  de  la  ma- 
chine un  effet  désastreux,  surtout  lorsqu'il  s'agit  de  machines 
mobiles  comme  les  locomotives. 

Supposons  qu'une  locomotive  soit  attelée  à  un  train,  et 
qu'on  s'arrange  de  telle  sorte  que  la  puissance  soit  égale  a  la 
résistance,  de  telle  sorte  que  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité total  soit  uniforme.  On  sait  que  ce  point  se  meut  comme 
si  toutes  les  forces  lui  étaient  immédiatement  appliquées;  les 
forces  intérieures  se  détruisent  dans  cette  translation  et 
n'ont  aucune  influence  sur  la  position  du  centre  de  gravité. 
Cette  position  est  également  indépendante  de  la  situation  du 
point  d'application  des  diverses  forces  extérieures.  Dans  le  cas 
où  nous  sommes  placés,  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
est  uniforme,  et  les  forces  transportées  à  ce  point  se  font 
équilibre. 

Mais  une  locomotive  se  compose  de  deux  parties  bien  dis- 
tinctes :  l'une,  relativement  fixe,  est  la  réunion  du  châssis, 
de  la  chaudière,  etc.;  l'autre,  mobile  par  rapport  à  la  première, 
est  formée  de  l'ensemble  des  essieux,  roues,  bielles,  mani- 
velles et  pistons. 

Lorsque  le  centre  de  gravité  de  la  partie  mobile  marche  re- 
lativement en  avant  ou  en  arrière,  pour  que  le  centre  de  gra- 
vité général  conserve  son  mouvement  uniforme  obligé,  il 
faut  que  la  partie  fixe  prenne  en  sens  inverse  un  mouvement 
de  tangage  ou  de  recuL 
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Soient  (Jig.  62  ) 

OB  la  manivelle  ; 

G  son  centre  de  gravité  ; 

AB  la  bielle; 

Gi  son  centre  de  gravité  ; 

Fig.  62. 
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OB  =  r,  OG  =  rf,  AB  =  6,  AG.^Ji; 

M  la  masse  de  la  machine  entière; 

fx   celle  de  la  manivelle  ; 

B  celle  de  la  bielle  ; 

P  celle  du  piston  avec  sa  tige,  le  plongeur,  etc.: 

M' celle  de  la  partie  fixe;  soit  M'=:M  —  2/:/.  —  aB 


-2P. 


A  partir  du  point  mort  B',  le  centre  de  gravité  de  la  mani- 
velle a  marché  de 

d[\  —  cos|3); 

celui  de  la  bielle,  de 

r{\  —  cos(3)  —  76(1  —  cosa); 
enfin  le  piston  et  son  attirail,  de 

r(i  —  cos^)  —  b{\  —  cosa). 
L'angle  a  étant  assez  petit,  d'après  l'équation 


sina  =  V  sînp. 


on  a 


i  r' 


I  —  cosa  =  i sin'a  =  -  t;  sin*S 
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Les  quantités  qui  précèdent  deviennent  ainsi 

rf(i  —  cosp), 
I  r' 


r(i  —  cos|3)  —  c  T  sin»^, 


1  r' 

r(i  — cosJ3) -g-sin*p. 

Les  pièces  analogues  répondant  à  la  manivelle  qui  est  à 
angle  droit  sur  la  première  donnent 

I  r' 
rsinp  4-  ^  -v-sin*^, 

rsin^-i-  -  -g-sin*p. 

En  désignant  par  x  le  déplacement  du  centre  de  gravilé 
total,  on  aura 

Bl'jT  1=  (|xc/ 4- Br  4- Pr)  (i  —  cosp  H- sinP), 

ou,  en  désignant  par  m  la  masse  de  la  manivelle  reportée  à 
son  extrémité,  c'est-à-dire  faisant 

x=  jr=7 r(i  — cosjâ -+-sin|3)  =/>-4- gsin(^  —  45*)« 

C'est  la  loi  du  mouvement  de  la  projection  sur  un  dia- 
mètre d'un  point  M  qui  se  mouvrait  uniformément  suir  un 
cercle  de  rayon  q  (fig.  63).  De  plus,  par  suite  de  la  position 
rectangulaire  des  manivelles,  les  mouvements  relatifs  s'opèrent 
des  deux  côtés  dans  des  sens  alternativement  concordants  et 
opposés;  la  somme  des  moments,  relativement  au  centre  de 
gravité  général,  des  forces  de  recul  provenant  des  deux  mani- 
velles, change  périodiquement  de  signe  et  tend  à  imprimera 
la  chaudière  un  mouvement  de  lacet  sur  les  rails,  lïes  pertur- 
bations analogues  se  manifestent  dans  le  sens  vertical.  En 
effet,  lorsque  les  pièces  mobiles  s'élèvent  ou  s'abaissent,  la 
machine  tend  inversement  à  s'abaisser  ou  à  se  relever,  et  par 
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suite,  dans  le  premier  cas>  à  écraser  les  rails,  à  laminer  inéga- 
lement les  bandages,  et,  dans  le  second,  à  sortir  de  la  voie. 

Fig.  63. 


On  a  cherché  à  supprimer  en  tout  ou  en  partie  ces  effets 
très-nuisibles,  en  introduisant  de  nouvelles  masses  chargées 
de  compenser  à  peu  près  les  irrégularités  dont  nous  avons 
parlé,  c'est-à-dire  en  plaçant  convenablement  des  contre-poids 
dans  les  roues  de  la  machine,  mais  on  ne  peut  pas  y  réussir 
complètement;  bien  plus,  dans  le  principe,  on  s'était  occupé 
surtout  d'annihiler  les  perturbations  dans  le  sens  horizontal  : 
il  s'est  trouvé  qu'on  augmentait  de  cette  façon  les  perturba- 
tions dans  le  sens  vertical,  qui  sont  encore  plus  nuisibles. 
C'est  aux  actions  de  ce  genre  que  sont  dus,  d'une  part, 
l'usure  locale  des  bandages  observée  sur  les  roues  munies  de 
trop  forts  contre-poids;  d'autre  part,  plusieurs  déraillements 
arrivés  quand  une  cause  accidentelle  quelconque  venait  à 
coïncider  avec  l'instant  où  la  roue  se  trouvait  presque  déta- 
chée des  rails  sous  l'influence  des  forces  d'inertie  verticales. 

Des  efforts  du  même  genre  se  développent  dans  les  ma- 
chines fixes  à  grandes  vitesses;  ils  ont  été  moins  remarqués 
parce  que,  ne  pouvant  se  traduire  par  un  déplacement  obser- 
vable, ils  se  confondent  avec  toutes  les  autres  causes  de  vi- 
brations et  d'ébranlement  des  supports,  qui  affectent  les  pièces 
de  la  machine. 
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S  XXV.  —  Dis  raicis  ir  eégijlatives. 

Il  résulte  du  paragraphe  précédent  que»  tant  que  le  travail 
moteur  fourni  à  une  machine  se  trouvé  périodiquement  épi 
au  travail  résistant  dépensé,  on  peut  toujours,  au  moyen  d'un 
volant  convenablement  calculé,  atténuer  autant  qu'on  le 
voudra  les  irrégularités  dont  les  causes  sont  pour  ainsi  dire 
régulières  et  se  reproduisent  à  chaque  tour  en  vertu  de  b 
constitution  géométrique  de  la  machine. 

Comme,  d'ailleurs,  les  volants  présentent  le  double  incon- 
vénient d'augmenter  les  résistances  passives  et,  en  raison  de 
la  force  vive  qui  y  est  emmagasinée,  de  gêner  beaucoup  le 
mécanicien  dans  les  circonstances  où  il  devient  nécessaire 
d'arrêter  la  machine  le  plus  promptement  possible,  il  con- 
viendra de  n'avoir  recours  à  cet  organe  qu'après  avoir  épuisé 
tous  les  moyens  de  régulariser  directement  l'action  de  la 
puissance  d'une  part,  celle  de  la  résistance  de  l'autre.  Quoi 
qu'il  en  soit,  on  trouve  dans  ce  qui  précède  des  ressources 
suffisantes  pour  se  garantir  de  tous  les  effets  nuisibles  qui 
résulteraient  des  variations  normales  du  mouvement  d'une 
machine  donnée. 

Fariations  accidentelles.  —  Mais,  indépendamment  des  va- 
riations normales  que  nous  venons  d'étudier,  il  faut  encore 
se  tenir  en  garde  contre  les  variations  accidentelles  qui  peuvent 
se  produire  brusquement  et  à  chaque  instant,  dans  un  sens  ou 
dans  l'autre,  sans  qu'il  soit  possible  de  les  prévoir  individuel- 
lement lors  de  la  construction  de  la  machine. 

Ces  sortes  d'accidents  se  présentent  d'ailleurs,  à  titre  de 
conditions  tout  à  fait  normales,  dans  les  ateliers  où  une  ma- 
chine motrice  unique  met  en  mouvement  un  nombre  variable 
de  machines-outils,  chacune  de  celles-ci  étant,  à  la  volonté 
de  son  conducteur,  embrayée  ou  débrayée  de  la  transmission 
générale,  selon  les  besoins  des  divers  services. 

Considérons  la  machine  à  l'instant  où  elle  est  parfaitement 
réglée  pour  le  mouvement  périodiquement  uniforme^  et  sup- 
posons pendant  un  certain  temps  une  augmenution  acciden- 
telle du  travail  des  résistances,  après  quoi  celles-ci  se  replacent 
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ians  leurs  conditions  normales.  Si  le  travail  supplémentaire 
xigé  de  la  machine  n'est  pas  trop  considérable,  cette  dépense 
lourra  être  couverte  par  la  diminution  dans  la  force  vive  de 
a  machine;  celle-ci  ne  s'arrêtera  pas,  mais  elle  marchera  à 
me  vitesse  plus  faible  que  sa  vitesse  de  régime,  et  cela  jus- 
|u'à  ce  qu'il  se  produise  une  nouvelle  variation  accidentelle, 
igissant  en  sens  inverse  de  la  première. 

Or  nous  avons  vu  combien  il  était  important  qu'une  machine 
le  s'écartât  pas  trop  de  la  vitesse  pour  laquelle  les  propor- 
lons  de  tous  ses  éléments  ont  été  calculées.  On  obtient  ce 
^sultat  en  se  ménageant,  quand  on  fait  le  projet  de  la  ma- 
îhiDe,  des  moyens  d'action  particuliers  sur  le  moteur,  de 
nanière  à  pouvoir  lui  faire  développer  dans  l'unité  de  temps 
ine  quantité  de  travail  plus  grande  ou  plus  faible  que  la  quan- 
ité  normale,  selon  les  cas.  Les  appareils  destinés  à  cette 
onction  importante  sont  assez  souvent  automatiques,  d'autres 
ois  ils  sont  mis  en  action  par  le  mécanicien  chargé  de  la  con- 
luite  de  la  machine  :  on  peut  les  distinguer  en  deux  classes 
principales,  que  nous  étudierons  successivement  sous  les^ 
3oms  de  modérateurs  et  de  régulateurs. 

Des  modérateurs. 

Quelque  graves  que  soient  les  inconvénients  résultant  pour 
jne  machine  d'une  subite  augmentation  de  la  résistance  à* 
/aincre,  les  effets  d'une  diminution  totale  de  cette  même  ré- 
sistance peuvent,  dans  certains  cas,  devenir  beaucoup  plus 
lésastreux  et  compromettre  la  vie  des  personnes  qui  se 
trouvent  dans  le  voisinage  de  la  machine.  Quand  les  effets 
l'une  pareille  accélération  d'une  machine  tendent  ainsi  à 
prendre  les  proportions  d'un  accident,  il  faut  se  hâter  de 
pourvoir  à  la  sécurité  en  dépensant  le  plus  vite  possible  une 
luantité  de  travail  moteur  suffisante  pour  rétablir  l'équilibre 
létruit. 

Les  appareils  connus  sous  le  nom  de  freins  et  de  modéra- 
.eurs  permettent  de  mettre  subitement  en  jeu  une  résistance 
>assive  étrangère  qui  absorbe  sans  profit  aucun  le  travail  mo- 
.eur  en  excès.  Les  modérateurs  ne  doivent  donc  pas  figurer 
Ians  une  machine  au  même  titre  que  les  organes  chargés 
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d'une  fonction  régulière  :  ce  sont  essentiellement  des  appa- 
reils de  sûreté. 

On  peut  ranger  dans  la  même  catégorie  les  soupapes  dites 
de  sûreté,  qui  laissent  perdre  de  la  vapeur  quand  la  production 
est  trop  active,  les  déversoirs  qui  laissent  écouler  en  pure 
perte  Teau  qui  dépasse  la  quantité  dont  on  a  besoin  pour 
vaincre  les  résistances  actuelles.  11  est  clair  qu'un  habile  mé- 
canicien pourra  remplacer  les  dispositions  précédentes  par 
d'autres,  qu'il  diminuera,  par  exemple,  l'activité  du  feu,  et  par 
conséquent  la  dépense  de  combustible,  quand  la  chaudière 
produit  trop  de  vapeur,  qu'il  emmagasinera  dans  un  réservoir 
l'eau  qui  se  trouve  pour  le  moment  en  excès.  Tels  sont  les 
principes  sur  lesquels  sont  fondés  les  régulateurs,  auxquels 
nous  arriverons  dans  un  instant. 

Nous  avons  déjà  parlé  des  freins;  parmi  les  organes  spécia* 
lement  connus  sous  le  nom  de  modérateurs,  nous  décrirons 
seulement  le  volant  à  ailettes  des  horlogers. 

Valants  à  ailettes.  —  On  emploie  ce  petit  appareil  dans  les 
machines  où  la  question  de  l'économie  du  travail  moteur  est 
tout  à  fait  secondaire,  et  peut  sans  scrupule  éire  sacrifiée  à  la 
simplicité  et  à  la  commodité  de  la  disposition  employée  pour 
régler  le  mouvement.  En  voici  un  exemple  : 

La  sonnerie  d'une  horloge  reçoit  son  mouvement  d'un  poids 
distinct  de  celui  qui  produit  le  mouvement  du  mécanisme 
'principal;  mais,  si  on  laissait  tomber  le  poids  librement,  son 
mouvement  serait  uniformément  accéléré,  par  suite  aussi 
celui  du  marteau  sur  le  timbre,  de  sorte  que  quand  l'horloge 
doit  sonner  midi,  par  exemple,  les  derniers  coups  du  marteau 
seraient  tellement  rapprochés  qu'ils  se  confondraient.  On 
évite  cet  inconvénient  en  plaçant  sur  un  arbre  solidaire  de 
celui  qui  reçoit  directement  l'action  du  poids  un  volant  à  ai- 
lettes, c'est-à-dire  un  certain  nombre  de  bras  terminés  par  des 
ailettes  disposées  de  manière  à  frapper  l'air  à  peu  près  norma- 
lement à  leur  surface.  Ces  ailettes  reçoivent  de  la  part  de  Faîr 
une  résistance  qui  croît  à  peu  près  comme  le  carré  de  la  vi- 
tesse. Il  suit  de  là  que  plus  la  vitesse  augmente  sous  Tin- 
fluence  de  la  force  motrice  constante,  plus  et  plus  rapidement 
encore  s'accroît  la  résistance,  de  sorte  qu'il  arrive  un  moment, 
théoriquement  au  bout  d'un  temps  Infini,  pratiquement  après 
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un  temps  assez  court,  où  le  mouvement  est  devenu  sensible- 
ment uniforme.  C'est  alors  que  la  sonnerie  commence. 

I!  est  facile  d'approprier  à  tous  les  cas  ce  petit  appareil  au 
moyen  de  quelques  modifications  très-simples.  Si  la  résis- 
tance qu'il  éprouve  est  trop  grande,  on  incline  plus  ou  moins 
les  ailettes;  on  peut  même,  si  l'on  veut,  les  placer  normale- 
ment  à  Taxe,  de  manière  à  les  présenter  à  l'air  par  leur  tranche, 
et  alors  la  résistance  de  l'air  devient  très*faible.  Aussi  sont-ils 
employés  dans  un  très-grand  nombre  de  machines  où  Ton  a 
besoin  d'un  mouvement  uniforme,  telles  que  l'appareil  Pon- 
celet  pour  étudier  la  chute  des  graves,  le  tourne-broche,  etc. 

L'intervention  accidentelle  d'une  résistance  trop  considé- 
rable peut  aussi  amener  des  accidents,  tels  que  des  ruptures 
d'organes,  etc.  On  a  recours,  dans  ce  cas,  soit  à  un  système  de 
débrayage  automatique,  soit  à  l'interposition  d'une  pièce  peu 
coûteuse  et  facile  à  remplacer,  calculée  de  manière  à  casser 
avant  les  organes  plus  importants. 

Des  régulateurs  proprement  dits. 

• 

Les  régulateurs  diiîèrent  des  modérateurs  en  ce  qu*ils  n'a- 
gissent pas  toujours  dans  le  même  sens;  de  plus,  au  lieu  d'in- 
troduire des  résistances  inutiles  chargées  de  dépenser  un 
excès  de  travail  moteur,  ils  règlent  la  dépense  sur  les  besoins, 
la  diminuant  quand  l'accélération  de  la  machine  les  avertit  de 
la  diminution  des  résistances,  Taugmentanl  en  cas  de  ralen- 
tissement, mais  toujours  de  manière  que  le  travail  moteur 
consommé  soit  précisément  égal  à  celui  qui  est  strictement 
nécessaire  pour  vaincre  toutes  les  résistances  inhérentes  au 
mouvement  de  la  machine. 

On  peut  ranger  dans  la  classe  des  régulateurs  les  réservoirs 
des  pompes  et  des  machines  soufflantes,  les  châteaux  d'eau 
d'une  distribution  urbaine,  les  gazomètres  d'une  usine  à  gaz, 
le  vide  qui  est  au-dessus  des  chaudières  des  machines  à  va- 
peur. Les  fusées  des  montres,  les  câbles  plats  des  mines  sont 
encore  des  régulateurs  à  un  certain  point  de  vue,  puisqu'ils 
régularisent  le  mode  d'action,  soit  de  la  puissance,  soit  de  la 
résistance;  mais  nous  ne  leur  donnerons  pas  ici  ce  nom. 

Les  régulateurs  sont  de  deux  espèces  (nous  verrons  plus 
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tard  leur  application  aux  divers  genres  de  machines).  Dans  les 
uns,  c'est  la  main  d'un  mécanicien  qui  surveille  le  mouvement 
et  fait  marcher  le  régulateur  au  moment  convenable  (locomo- 
tives); dans  les  autres,  la  machine  se  règle  d'elle-même. 

Ces  deux  espèces  de  régulateurs  ne  sauraient  se  suppléer. 
En  effet,  pour  une  locomotive,  par  exemple,  il  faut  nécessai- 
rement que  le  régulateur  soit  sous  la  main  du  mécanicien 
pour  que  celui-ci  puisse  donner  toute  la  vapeur  au  moment 
où  le  train  va  avoir  à  gravir  une  rampe,  la  réduire  au  contraire 
quand  on  approche  d'une  station.  Dans  cet  exemple,  il  faui 
en  outre  un  modérateur  ou  frein  pour  faciliter  l'arrêt  à  un 
point  fixe  dans  une  gare  ou  dans  tout  autre  endroit  quand  la 
sécurité  l'exige.  Dans  les  laminoirs,  pendant  qu'on  chauffe  les 
barres  de  fer  à  laminer,  il  est  complètement  inutile  de  donner 
une  grande  force  à  la  machine,  car  les  cylindres  étireurs 
tournent  sans  résistance  à  vaincre  autre  que  les  frottements. 
Il  faut,  au  contraire,  lancer  la  machine  et  lui  donner  toute  sa 
vitesse  au  moment  où  l'on  va  commencer  à  faire  passer  le 
métal  entre  les  cylindres,  parce  que,  au  commencement,  il  y 
aura  une  résistance  énorme  à  vaincre  et  presque  toujours  un 
choc  violent;  puis  vient  la  phase  du  travail  normal. 

Les  machines  que  l'on  règle  ainsi  à  la  main  sont  celles  pour 
lesquelles  le  mouvement  rigoureusement  uniforme  n*est  pas 
une  nécessité  absolue. 

Dans  le  cas  contraire,  il  est  indispensable  que,  dès  que  la  vi- 
tesse vient  à  s'écarter  de  la  vitesse  normale,  dans  un  sens  ou 
dans  l'autre,  la  machine  se  règle  automatiquement,  de  manière 
à  ramener  la  vitesse  à  sa  première  valeur,  et  cela  avant  que 
l'écart  ait  atteint  des  limites  nuisibles  à  la  marche  de  l'opéra- 
tion. 

On  emploie  pour  cela,  depuis  assez  longtemps,  un  petit 
appareil  que  Watt  appelait  gouverneur^  et  qui  est  générale- 
ment connu  sous  le  nom  de  régulateur  à  force  centrifuge. 

Régulateur  à  force  centrifuge.  —  Quatre  verges  rigides 
égales  deux  à  deux  sont  disposées  dans  un  plan  et  articulées  à 
charnières,  savoir  :  en  A  sur  un  arbre  tournant  vertical  AI, 
en  B  et  en  D  où  elles  forment  un  angle  variable,  en  G  sur  un 
manchon  qui  entoure  l'arbre  AI  le  long  duquel  il  peut  glisser 
en  faisant  varier  la  figure  du  quadrilatère  symétrique 
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Les  points  PP  sont  les  centres  de  deux  boules  métalliques. 
Tout  le  système  a,  à  chaque  instant,  une  même  vitesse  angu- 


laire autour  de  Taxe  de  Tarbre  OD.  La  position  du  manchon  C 
variant  avec  cette  vitesse,  on  se  sert  de  cet  appareil,  soit  pour 
indiquer,  au  moyen  d'une  aiguille,  la  vitesse  angulaire  ac- 
tuelle, soit  pour  faire  mouvoir  un  levier  de  manœuvre  qui 
ouvre  plus  ou  moins  une  soupape  d'où  dépend  le  mouvement 
de  la  machine  principale,  soit  pour  faire  fonctionner  un  man- 
chon d'embrayage  alternatif  qui  fait  que  le  moteur  modifîe 
son  action  pour  rétablir  la  vitesse  normale. 

La  théorie  approximative  de  cet  appareil  est  bien  simple. 
En  effet,  supposons  l'axe  et  la  tige  réduits  à  de  simples  lignes 
rigides  dépourvues  de  masse,  et  la  boule  réduite  de  même  à 
un  point  matériel.  Chacune  des  boules  constitue  alors  un  pen- 
dule simple  qu'on  appelle  pendule  conique,  pour  le  distinguer 
du  pendule  ordinaire  dont  les  oscillations  sont  contenues 
dans  un  plan  unique. 

Cherchons  la  condition  pour  que  la  Ggure  soit  invariable  de 
forme. 

Soit  (ù  la  vitesse  angulaire  du  système  {Jig.65  ).  Le  point  B  est 
en  équilibre  relatif  sous  l'action  de  trois  forces,  son  poids  mg^ 
la  force  centrifuge  mcjV,  et  la  tension  du  fil;  chacune  de  ces 
forces  est  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  des 
deux  autres.  $i  donc  on  compose  mg  et  moi' r  par  la  règle  du 
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parallélogramme,  on  devra  avoir  une  force  BR  égale  et  direc- 
tement opposée  à  la  tension  de  OB,  située  par  suite  dans  le 
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prolongement  de  OB.  Or  les  triangles  OEB,  BPR  sont  sem- 
blables, et  Ton  a 

wV       r 

d'où  Ton  tire 

Cette  condition  étant  satisfaite,  le  pendule  avec  tout  son  atti- 
rail articulé  tournera  autour  de  l'axe  comme  un  corps  solide, 
la  tige  OB  décrivant  un  cône  droit  dont  le  demi-angle  au  som- 
met est  déterminé  par  Téquation 

Ces  formules  sont  indépendantes  de  la  masse  des  boules. 
Elles  montrent  qu'à  chaque  vitesse  angulaire  &)  répond  un  écart 
normal  des  boules.  Si  la  vitesse  angulaire  augmente  ou  di- 
minue, les  boules  tendront  à  s'écarter  ou  à  se  rapprocher  de 
l'axe,  ei  dès  lors,  quand  même  on  négligerait  les  poids  et  les 
forces  centrifuges  des  diverses  tiges,  il  est  évident  que  la 
masse  des  boules,  comparée  à  celle  des  pièces  qu'elle  entraîne 
dans  son  mouvement,  doit  avoir  une  grande  influence  sur  le 
mouvement  que  prendra  le  manchon,  mouvement  dont  dépend 
la  régularisation  cherchée. 


CHAPITRE   Tl.  —  MOUVEMENT    VARIÉ   DES   MACHINES.  ^63 

De  plus,  lorsque  l'appareil  sera  en  équilibre  avec  une  cer- 
laine  vitesse  angulaire  (ù,  il  ne.  changera  pas  de  position  pour 
une  faible  variation  de  vitesse  angulaire,  parce  que  celte  varia- 
tion fait  naître  une  force  insuffisante  pour  vaincre  les  résis- 
tances passives  de  l'appareil,  telles  que  le  frottement  du  man- 
chon surTarbre  et  celui  des  articulations. 

Pour  étudier  la  question  complètement,  voici  ce  qu'il  fau- 
drait chercher  : 

i""  Gt)  étant  la  vitesse  normale  de  l'appareil,  quelles  seront 
les  vitesses  angulaires  cj'  et  co'^ 

pour  lesquelles  le  manchon  commencera  à  se  mettre  en  mou- 
vement, soit  en  montant,  soit  en  descendant? 

2°  On  devra  aussi  évaluer  à  un  autre  point  de  vue  le  degré 
de  sensibilité  de  l'appareil.  Les  vitesses  angulaires  &>'  et  &>'' 
ayant  été  dépassées,  à  quelle  hauteur  s'élèvera  le  manchon 
pour  une  variation  de  vitesse  angulaire  donnée.  Pour  que  l'ap- 
pareil soit  sensible,  il  faut  que  pour  de  faibles  variations  de 
vitesse  angulaire  il  se  mette  en  mouvement,  et  que,  pour  une 
variation  donnée,  le  mouvement  d'écart  soit  assez  grand  pour 
que  l'action  sur  le  moteur  suffise  à  ramener  la  vitesse  à  sa  va- 
leur normale. 

Je  renverrai  au  Cours  professé  à  l'école  de  Metz  par  le  gé- 
néral Poncelel  (i836,  Seciion  II,  p.  i3  et  i4),  pour  les  déve- 
loppements de  cette  question.  Je  ferai  seulement  remarquer 
que  la  tendance  actuelle  des  praticiens  est  d'employer  des 
boules  très-petites  et  de  donner  au  manchon  un  poids  très- 
considérable. 

Dans  le  régulateur  Porter,  de  New-York,  la  surcharge  du 
manchon  est  de  85  kilogrammes,  sous  forme  d'une  urne  mon- 
tant et  descendant  le  long  de  l'axe.  La  vitesse  des  boules  est 
très-grande,  environ  3oo  tours  par  minute. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  il  n'y  a  pas  d'inconvénients  à  faire 
tourner  le  régulateur  autour  d'un  axe  horizontal.  La  surcharge 
est  alors  produite  par  un  ressort  qui  remplace  le  poids  dont 
nous  venons  de  parler. 

Inconvénients  du  régulateur  ordinaire.  —  Le  problème  que 
le  régulateur  d'une  machine  est  appelé  à  résoudre  est  le  sui- 
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vant  :  maintenir  la  vitesse  d'une  machine  rigoureusement  égak 
à  sa  vitesse  de  régime,  quelles  que  soient  les  variations  du  tror- 
vail  moteur  dépensé. 

Or  il  est  facile  de  voir  que,  même  en  mettant  à  part  les  ques- 
tions de  sensibilité,  le  principe  du  régulateur  que  nous  ve- 
nons de  décrire  est  directement  opposé  à  la  réalisation  de  cette 
condition.  En  effet,  supposons  que  cette  vitesse  de  régime 
soit  de  3o  tours  :  si  le  travail  résistant  vient  à  diminuer,  la 
machine  s'accélérera  et  le  régulateur  viendra  fermer  plus  ou 
moins  rorifice  d'admission  de  Teau  ou  de  la  vapeur,  par  cela 
seul  que  les  boules  se  seront  écartées  au  premier  accroisse- 
ment de  vitesse.  Le  moteur  produira  alors  moins  de  travail 
dans  l'unité  de  temps  en  vertu  de  cette  fermeture  partielle  de 
l'admission  ;  mais  si  cette  fermeture  de  l'oriflce  est  celle  qui 
convient  au  nouveau  régime  de  travail  de  la  machine,  il  ne 
sera  pas  possible  de  maintenir  à  la  fols  l'ancienne  vitesse  et 
le  nouveau  travail,  puisque  ces  deux  éléments  sont  absolu- 
ment liés  entre  eux,  l'ouverture  convenable  de  l'orifice  ne 
convenant  qu'à  la  position  des  boules  qui  correspond  à  une 
vitesse  différente.  Pour  que  le  nouveau  régime  de  travail 
pût  s'établir  avec  l'ancien  régime  de  vitesse,  il  faudrait  que 
les  boules  pussent  indifféremment  se  maintenir  à  tous  les 
degrés  d'écartement  possibles,  du  moment  que  la  vitesse  de 
la  machine  est  celle  pour  laquelle  l'appareil  a  été  réglé,  les 
boules  conservant  d'ailleurs  leurs  propriétés  ordinaires  au  point 
de  vue  de  l'ouverture  et  de  la  fermeture  de  l'oriQce. 

Si  un  tel  régulateur  pouvait  être  construit,  chaque  augmen- 
tation de  vitesse  amènerait  une  fermeture  de  l'orifice,  mais  la 
vitesse  convenable  pourrait  encore  être  maintenue  avec  cette 
fermeture. 

Régulateurs  paraboliques,  —  Or,  si  Ton  se  rapporte  à  la  fo^ 

mule  A  =  -^9  on  voit  que,  la  vitesse  &)  étant  donnée,  l'appareil 

sera  en  équilibre,  quelle  que  soit  la  position  des  boules, 
pourvu  que  la  hauteur  h  reste  constante.  Or  h  est  la  sous-nor- 
male de  la  courbe  décrite  par  les  boules;  donc  il  faut  que 
cette  courbe  soit  une  parabole,  qui  est  d'ailleurs  facile  à  con- 
struire. C'est  sur  cette  propriété  qu'on  a  basé  la  construction 
des  régulateurs  paraboliques  dans  lesquels  les  boules,  au 
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moyen  de  galets  convenablement  placés,  ne  pouvaient  jamais 
quitter  la  parabole  déterminée  précédemment;  lesgalets  dé- 
veloppaient des  frottements  inutiles  qui  ont  fait  abandonner 
ce  système.  D'ailleurs  MM.  Farcot  réalisent  aujourd'hui  le 
même  principe  d'une  manière  suffisamment  approximative,  en 
remplaçant  la  parabole  par  un  arc  de  cercle  qui  s'en  rapproche 
autant  que  possible  dans  les  limites  des  déplacements  que  les 
boules  peuvent  effectuer. 

Régulateur  à  bras  croisés.  —  Construisons  la  parabole  théo- 
rique, et  menons  un  certain  nombre  de  normales.  Ces  droites 

Flg.  66. 


sont  Ungentes  à  la  développée  de  la  parabole  sur  laquelle  la 
tige,  si  elle  étaittlexible,  devrait  s'enrouler  pour  que  les  boules 
décrivissent  la  parabole.  Cela  posé,  pour  avoir  un  cercle  con- 
venable, il  suffit  de  déterminer  la  portion  utile  AB  de  la  dé- 
veloppée et  de  remplacer  l'arc  de  parabole  par  un  arc  de  cercle 
ayant  son  centre  en  un  poinlX  intermédiaire  entre  les  points 
A  et  B,  Ce  centre  X  étant  situé  de  l'autre  côté  de  l'axe  par  rap- 
port aux  boules,  les  bras  qui  supportent  celles-ci  se  trouvent 
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D'après  la  disposition  géomélrique  des  lignes  de  U  figure, 
le  cercle  Taii  saillie  hors  de  la  parabole  vers  le  milieu  de  l'arc. 


et  pénètre  au  conLraîre  dans  la  courbe  vers  ses  extrémités.  Il 
résulte  de  ces  circonstances  que,  pour  les  positions  extrêmes 
la  hauteur  A  est  trop  petite,  et,  par  conséquent,  le  mouvement 
de  rotation  normal  du  pendule  tendrait  à  s'accélérer;  mais  une 
disposition  particulière  est  prise  pour  parer  à  cette  légère 
cause  de  perturbation. 

Les  deux  bielles  qui  sont  articulées  sur  les  boules  et  trans- 
mettent le  mouvement  au  manchon  sont  aussi  croisées. 

Fie.  68- 


MM.  Farcot  ont  adopté  le  principe  de  la  surcharge.  Ils  em- 
ploient d'une  pari  un  ressort,  dont  la  tension  croît  k  mesure 
que  les  boules  s'élèvent,  ei  d'autre  part  un  contre-poids  à  bns 
de  levier  variable,  calculé  de  manière  à  Taire  compenser  lec 
diverses  causes  d'irrégularité. 

Sans  insister  sur  tous  ces  détails,  nous  dirons  seulement  que, 
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ce  régulateur  aj'ant  été  expérimenté  dans  une  scierie  dans  la- 
quelle la  puissance  de  la  machine  a  varié  brusquement  de  3  à 
3o  chevaux,  on  n'a  Irouvé  aucune  variation  de  vitesse,  même 
momentanée. 

Application  du  pendule  conique  aux  horloges.  —  Le  régula- 
teur des  horloges  esi  le  pendule  ordinaire.  Oa  emploie  peu  le 
pendule  conique,  qui  serait  avantageux  à  certains  points  de 
vue,  parce  qu'il  est  didicile  d'avoir  une  suspension  conve- 
nable, les  articulations  à  genou  produisant  des  Trottements 
considérables,  et  les  couteaux  ayant,  pour  une  marche  un  peu 
prolongée,  d'autres  inconvénients  qui  ont  été  signalés. 

M.  Redier  a  eu  l'idée  d'appliquer  au  pendule  conique  la  sus- 
pension parlâmes  élastiques,  qui  est  la  meilleure  pour  les  pen- 
dules ordinaires;  dans  le  cas  du  pendule  conique,  cette  sus- 
pension a  lieu  dans  deux  plans  perpendiculaires,  comme  dans 


Fil.  ^9- 


la  double  suspension  à  la  Cardan;  l'appareil  fonctionne  alors 
parfaitement  bien,  à  la  condition  que  les  centres  de  gravité 
des  quatre  lames  soient  dans  un  même  plan  horizoolal.  Ce  ré- 
gulateur )Ouit  d'une  propriété  curieuse  qui  peut  être  très-utile 
dans  certains  cas,  c'est  qu'il  permet  de  mettre  une  horloge  â 
l'heure  à  une  fraction  de  seconde  près. 

En  efTet,  le  pendule,  par  son  système  de  suspension,  est 
isolé  complètement  de  ses  supports,  et  ses  révolutions  s'effec- 
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tuent  uniformément  dans  l'espace  absolu  indépendamment  de 
l'orientation  des  diverses  pièces  du  mécanisme. 

Si  donc  on  tourne  le  support  d'un  angle  de  i  degré,  par 
exemple,  en  sens  contraire  de  la  rotation  du  pendule,  la  roue 
qui  tourne  comme  celui-ci  aura  fait  un  tour  entier  par  rapport 
à  toutes  celles  qu'elle  conduit  pendant  que  le  pendule  aura  seu- 
lement parcouru  35g  degrés  ;  et  si  l'on  suppose  que  le  pendule 
fasse  un  tour  par  seconde,  l'horloge  aura  avancé  de  777  de  se- 
conde, ou  d'une  fraction  quelconque,  en  tournant  convenable- 
ment le  cabinet.  Le  mouvement  inverse  produirait  le  retard. 

J'ai  cru  qu'il  ne  serait  pas  inutile  d'Insister  un  peu  surceue 
question,  qui  présente  une  nouvelle  application  bien  simple 
de  la  théorie  de  la  rotation  des  corps  et  de  celle  des  mouve- 
ments relatifs. 

Utilité  du  volant  au  point  de  vue  des  variations  acciden- 
telles, —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  le  volant  joue 
un  grand  rôle  dans  l'atténuation  des  variations  périodiques  do 
travail  moteur  et  du  travail  résistant,  cet  engin  ne  peut  en 
rien  compenser  les  variations  accidentelles.  A  toute  augmen- 
tation de  travail  résistant  doit  correspondre  un  ralentissement 
de  la  machine,  jusqu'à  ce  que  le  régulateur  ait  rétabli  l'état 
normal. 

Cependant,  comme  l'action  du  régulateur  ne  peut  pas  être 
instantanée,  il  importe  que,  en  attendant,  le  ralentissement  ne 
soit  pas  assez  considérable  pour  compromettre  le  bon  fonc- 
tionnement des  outils.  Ceci  rentre  dans  la  spécialité  du  vo- 
lant; et,  à  ce  point  de  vue,  tout  ce  qu'on  peut  dire,  c'est  qu'il 
y  aura  lieu  d'avoir  un  volant  d'autant  plus  lourd  que  la  ma- 
chine sera  exposée  à  subir  des  variations  accidentelles  plus 
considérables. 

§  XXVI.  —  De  l'outil  et  de  la  teansmission. 

Nous  avons  peu  de  choses  à  dire,  au  point  de  vue  de  la  Mé- 
canique générale,  de  la  pièce  spéciale  connue  sous  le  nom 
d'outil,  qui  reçoit  son  mouvement  du  reste  de  la  machine  et 
se  trouve  directement  en  relation  avec  la  matière  à  élaborer. 
C'est  aux  praticiens  qu'il  appartient  de  déterminer  la  forme  à 
donner  à  l'outil,  la  nature  du  mouvement  dont  il  doit  être 
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animé,  enfin  la  vitesse  la  plus  convenable  pour  la  bonne  exé- 
cution de  l'ouvrage  à  faire.  Ces  conditions  étant  une  fois  bien 
arrêtées,  les  mécaniciens  devront  chercher  à  les  remplir  le 
plus  exactement  possible  en  faisant  intervenir  la  considération 
de  l'économie  du  travail;  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  cette 
considération  est  en  définitive  secondaire,  et  doit  être  subor- 
donnée au  degré  de  perfection  qu'on  désire  atteindre  dans 
l'opération. 

Par  exemple,  nous  avons  condamné  en  thèse  générale  tous 
les  engins  dans  lesquels  TefTet  utile  est  obtenu  au  moyen 
d'un  choc.  Cela  veut  dire  que,  toutes  les  fois  qu'on  pourra 
substituer  au  choc  une  pression  continue,  sans  nuire  à  la 
bonne  exécution  du  travail,  on  devra  le  faire.  Ainsi,  pour 
l'opération  du  broyage  des  minerais  métalliques,  et  pour 
la  fabrication  de  la  poudre,  on  a  substitué  en  grande  par- 
tie les  meules  et  les  cylindres  broyeurs  aux  pilons.  Cepen- 
dant ces  derniers  n'ont  pas  complètement  disparu  et  sont  en- 
core préférés  dans  certains  cas  spéciaux.  De  même,  pour  le 
cinglage  des  loupes  sortant  des  fours  à  puddler,  les  essais  de 
presses  ont  entièrement  échoué,  et  l'on  a  été  obligé  d'en  reve- 
nir aux  marteaux.  Enfin,  si  nous  considérons  le  battage  des  pi- 
lotis, le  forage  des  trous  de  sonde  dans  le  rocher,  etc.,  il  ne 
semble  guère  possible  de  procéder  autrement  que  par  des 
chocs  convenablement  gradués. 

Moyens  d'assurer  l'uniformité  du  mouvement  de  VoutiL  — 
Nous  avons  indiqué  combien  il  était  généralement  important 
que  l'outil  s'écartât  le  moins  possible  de  la  vitesse  reconnue 
comme  la  plus  convenable  (*).  Une  fois  qu'on  a  calculé  la 

(*)  Il  ne  faudrait  pourtant  pas  prendre  ce  principe  d'une  manière  trop  ab- 
solue. 11  est  très-important,  d'un  autre  c6té,  que  la  résistance  opposée  au  mou- 
rement  de  l'outil  n'éprouve  pas  de  variations  trop  brusques,  ce  qui  arriverait 
certainement  dans  un  grand  nombre  d'opérations,  si  l'outil  était  contraint  par 
une  force  aveugle  à  marcher  avec  une  vitesse  constante.  Dans  des  cas  de  ce 
genre,  on  emploie  souvent  un  ressort  qui  cède  plus  ou  moins  selon  la  grandeur 
de  l'effort  résistant,  et  qui  peut  même,  si  cet  effort  devient  trop  grand,  mettre 
en  mouvement  un  débrayage  qui  arrête  la  marche  de  la  machine  et  prévienne 
le  surveillant.  Quand  la  transmission  du  moteur  à  l'outil  se  fait  par  le  moyen 
d'une  courroie,  on  voit,  dans  le  même  cas  d'une  résistance  insurmontable,  la 
courroie  glisser  et  même  tomber  de  dessus  la  poulie.  Dans  un  cas  analogue,  un 
engrenage  se  briserait. 
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iransmission  et  déterminé  la  vitesse  de  régime  de  la  machine 
de  manière  à  donner  à  l'outil  sa  vitesse  normale,  on  calcule 
les  dimensions  du  volant  afîn  de  régler  les  écarts  inévitables 
de  part  et  d'autre  de  cette  vitesse  normale.  Comme  les  vitesses 
de  toutes  les  parties  de  la  machine  sont  liées  par  des  lois  géo- 
métriques indépendantes  du  travail  des  forces  et  du  mode  de 
répartition  des  masses  en  mouvement,  il  sufOt  de  régler  la 
vitesse  d'un  seul  arbre  pour  assurer  la  quasi-uniformité  du 
mouvement  de  tous  les  arbres  qui  sont  en  relation  avec  lai. 
La  théorie  de  la  régularisation  détermine  seulement  une 
somme  de  la  forme 

2nw% 

relative  aux  volants  ou  aux  masses  fonctionnant  d'une  ma- 
nière analogue.  Quant  à  la  répartition  de  ces  masses  sur  les 
divers  arbres,  à  la  place  que  doit  occuper  le  volant  principal, 
toutes  ces  questions  se  présentent  comme  absolument  indiffé- 
rentes, si  l'on  regarde  les  liaisons  comme  douées  d'une  rigi- 
dité absolue  et  les  vitesses  comme  rigoureusement  soumises 
aux  rapports  géométriques  déterminés  par  les  règles  de  la 
Cinématique. 

Les  choses  changent  complètement  de  face  quand  on  cherche 
à  se  rendre  compte  de  la  grandeur  des  forces  intérieures,  des 
tensions  des  liens  et  organes  de  transmission.  Quand  la  résis- 
tance varie  d'une  manière  notable,  et  en  même  temps  que  le 
volant  absorbe  ou  restitue  du  travail  pour  accomplir  son  rôle 
de  pondérateur,  les  actions  mutuelles  des  pièces  en  rapport 
subissent  des  variations  qu'il  importe  également  de  resserrer 
dans  des  limites  bien  déterminées.  Nous  allons  montrer  que 
ces  variations  dépendent  essentiellement  du  rapport  des 
masses  des  deux  pièces. 

Actions  mutuelles  de  deux  corps  tournants  dans  le  mouve- 
ment varié.  —  Considérons  deux  solides  tournant  autour  d'un 
axe  0  et  0'  [fig.  70)  et  reliés,  soit  par  un  engrenage,  soit  par 
une  courroie,  comme  nous  l'avons  supposé  dans  la  figure  pour 
fixer  les  idées.  Indiquons  le  sens  des  rotations  par  des  flèches; 
soient  P  la  puissance,  F  la  résistance,  p  et  p'  les  bras  des  le- 
viers respectifs  de  ces  forces,  R  et  R',  1  et  V  les  rayons  et  les 
moments  d'inertie  des  deux  corps;  enfin  désignons  par  T 
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riniensité  de  la  pression  mutuelle  des  dents  de  Tengrenage, 
abstraction  faite  de  leur  frottement,  ou  la  différence  des  ten- 
sions des  deux  brins  de  la  courroie,  abstraction  faite  de  leur 
roideur. 

Fig.  70. 


Les  inconnues  sont  au  nombre  de  trois,  &  savoir  :  Faction 

mutuelle  T  et  les  accélérations  angulaires  -^5  -t-  des  deux 

corps  tournants.  Nous  avons,  pour  déterminer  ces  inconnues, 
les  trois  équations 


dt~        1        '      dt  ~         l 


R 


dcù  _  p,  dû}' 


dt 


R' 


dt 


Ces  équations  se  simplifient  en  posant  I  =  MR%  r=  M'R'% 
9p  =  FR,  et  P'p'  =  F'  R'.  On  voit  que  M  et  M' sont  les  masses 
qui,  distribuées  sur  les  circonférences  des  rayons  R  et  R',  au- 
raient les  moments  d'inertie  I  et  F,  ce  que  nous  avons  appelé 
les  masses  réduites,  et  F  et  F'  sont  les  forces  tangentes  à  ces 
circonférences  qui  auraient  les  mêmes  moments  et  feraient 
les  mêmes  travaux  que  P  et  P'.  On  a,  d'après  cela, 


d'où 


rfa)_F-T  rfo)^      T-F^_  F-F^ 

dt'"     M     "^dt'^     M     ~"Mh~M'' 


»,_M'F  +  MF' 

1  Tî TI-. > 


M  +  M' 
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formule  facile  à  exprimer  en  langage  ordinaire.  Ces  équations 
sont  les  mêmes  que  s'il  s'agissait  de  deux  corps  de  masses 
M  et  M%  en  mouvement  rectiligne,  soumis^  aux  forces  F»  F, 
et  se  pressant  mutuellement. 

Dans  le  cas  particulier  où  F  =  ¥\  l'action  mutuelle  T  est 
égale  à  chacune  de  ces  forces.  Le  mouvement  est  uniforme. 

Si  l'une  des  forces  F  et  F',  supposées  d'abord  égales, 
comme  elles  doivent  l'être  pour  l'uniformité»  vient  à  prendre 
un  accroissement  plus  ou  moins  considérable  AF%  il  en 
résulte 

AT:=AF  -  ' 


M' 


« 

On  en  conclut  cette  règle  pratique  importante  que»  lorsque 
Tun  desdeux  corps  est  exposée  subir  des  efforts  qui  prennent 
momentanément  des  accroissements  considérables,  on  doit 
faire  en  sorte  que  la  masse  réduite  M  de  ce  corps  soit  aussi 
grande  qu'il  est  possible  par  rapport  à  celle  de  l'autre  corps, 
afin  que  l'action  mutuelle  T  reçoive  peu  de  variation. 

Cette  considération  détermine  la  place  du  volant  qui  doit, 
dans  le  cas  que  nous  venons  d'étudier,  être  monté  sur  l'ar- 
bre 0',  c'est-à-dire  sur  l'outil. 

On  pourra  ainsi  diminuer  l'épaisseur  qu'il  est  indispensable 
de  donner  aux  dents  de  l'engrenage  pour  leur  permettre  de 
résister  aux  variations  de  pression  et  réduire  le  travail  nui- 
sible du  frottement.  Si  la  communication  du  mouvement  a 
lieu  par  courroie»  le  maximum  T  de  la  différence  de  tension 
des  deux  brins  étant  aussi  petit  que  possible»  on  évite»  soit 
la  rupture»  soit  le  glissement  de  la  courroie»  et  l'on  réduit 
l'effet  nuisible  du  frottement  des  tourillons  et  de  la  roideur 
de  la  courroie. 

Quand  on  a  deux  outils»  ou  un  plus  grand  nombre,  com- 
mandés par  un  même  arbre  moteur,  et  que  chacun  de  ces  ou- 
tils est  soumis  à  une  résistance  variable»  la  question  de  U 
répartition  des  masses  devient  beaucoup  plus  délicate  ;  car  il 
est  à  craindre  que  le  volant  d*un  des  arbres  ne  nuise  à  l'autre, 
chose  qu'il  ne  serait  pas  possible  d'éviter  si  les  phénomènes 
étaient  seulement  soumis  aux  lois  géométriques  dont  nous 
venons  d'indiquer  quelques  conséquences. 
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L'usage  est  de  placer  un  volant  sur  chaque  outil  exposé  à 
rencontrer  une  résistance  variable*  mais  il  y  a  lieu  de  croire 
que  l'utilité  de  cette  addition  réside  principalement  dans  l'é- 
lasticité des  courroies  ou  des  arbres  de  transmission.  Il  résulte 
en  effet  de  cette  élasticité  que  le  ralentissement  du  treuil  qui 
subit  un  accroissement  brusque  de  résistance  met  un  certain 
temps  à  se  transmettre  aux  autres  treuils  en  relation  avec  lui, 
et  réciproquement.  Il  est  donc  convenable  de  suppléer  en 
partie  à  l'action  d'un  volant  principal  trop  éloigné  par  celle 
d'un  volant  spécial  qui  restitue  immédiatement  une  portion 
du  travail  moteur  qui  manque,  en  attendant  que  les  autres 
masses  de  la  machine,  ou  le  régulateur,  s'il  y  a  lieu,  soient 
en  mesure  de  fonctionner  à  leur  tour  et  de  rétablir  complè- 
tement l'équilibre. 


III.  ,8 


SECONDE  SECTION. 

HYDRAULIQUE. 


L'objet  de  YHydraulique  est  l'élude  théorique  et  expéri- 
mentale des  divers  phénomènes  que  les  fluides  nous  présen- 
tent, eu  égard  à  leur  équilibre,  à  leur  mouvement  et  à  leurs 
relations  avec  les  corps  solides,  fixes  ou  mobiles. 

Au  point  de  vue  de  l'utilité  générale,  cette  étude  est  peut- 
être  celle  qui  présente  au  plus  haut  degré  le  caractère  de  la 
plus  impérieuse  nécessité,  et  les  questions  qui  sont  du  do- 
maine de  l'Hydraulique  sont  du  nombre  de  celles  pour  les- 
quelles le  luxe,  la  commodité,  la  sécurité  réclament  une  solu- 
tion immédiate. 

En  particulier,  on  ne  saurait  absolument  se  passer  du  secours 
de  l'eau  :  il  faut  la  conduire  au  centre  de  nos  habitations,  nous 
garantir  de  ses  ravages,  lui  faire  mouvoir  des  machines  qui 
suppléent  à  notre  faiblesse,  la  faire  jaillir  au  sein  de  nos  villes 
pour  l'agrément  et  la  salubrité,  lui  confier,  pour  les  transporte^ 
d'un  bout  du  monde  à  l'autre,  les  denrées  les  plus  indispen- 
sables à  la  vie;  il  faut  contenir  de  grands  fleuves,  changer  le 
lit  des  rivières,  creuser  des  canaux,  bâtir  des  aqueducs,  ériger 
des  fontaines,  lancer  des  bateaux  sur  nos  rivières  ou  de  puis- 
sants navires  sur  l'Océan. 

L'Hydraulique  a  fait  de  grands  progrès  depuis  le  milieu  du 
siècle  dernier,  surtout  en  ce  qui  concerne  l'utilisation  de 
l'eau  et  des  fluides  élastiques  comme  forces  motrices;  il  lui 
en  reste  encore  beaucoup  à  faire  dans  cette  voie  et  de  bien 
plus  importants  encore  relativement  à  la  découverte  des  lois 
qui  régissent  le  cours  des  eaux  à  la  surface  de  la  terre.  Avons- 
nous  bien  les  données  nécessaires  pour  apprécier  la  vitesse 
d'un  fleuve  dont  nous  connaissons  la  largeur,  la  profondeur  et 

i8. 
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la  pente;  déterminera  quelle  hauteur  il  élèvera  ses  eaux  s'il 
vient  à  recevoir  un  autre  fleuve  dans  son  lit;  prévoir  de  com- 
bien il  baissera  si  on  lui  fait  une  saignée;  tracer  les  contours 
d'une  rivière  de  telle  sorte  qu'elle  ne  travaille  point  à  changer 
le  lit  dans  lequel  on  Ta  renfermée;  prévoir  l'effet  d'un  redres- 
sementy  d'une  coupure,  d'un  réservoir  destiné  à  emmagasiner 
le  produit  d'une  crue  subite;  calculer  de  combien  un  pont, 
une  retenue,  une  vanne  feront  hausser  les  eaux  d'une  rivière; 
marquer  jusqu'à  quelle  distance  ce  remous  sera  sensible,  et 
s'assurer  que  les  propriétés  riveraines  n'en  deviendront  pas 
plus  exposées  à  des  inondations? 

Ces  questions,  si  éminemment  intéressantes  pour  la  prospé- 
rité publique,  n'entrent  point  dans  notre  programme  ;  je  ne 
les  ai  posées  qu'afln  de  nous  empêcher  d'éprouver  un  injuste 
dédain  pour  les  problèmes  que  nous  allons  traiter  et  pour 
l'inélégance  et  l'incertitude  de  nos  méthodes  plus  empiriques 
que  rationnelles.  On  fait  ce  que  l'on  peut;  certes,  nous  serons 
bien  loin  de  la  rigueur,  de  la  précision  et  de  la  magnifique 
généralité  des  théories  exposées  dans  les  Chapitres  précédents; 
mais  nous  verrons  que  l'on  peut,  au  moins  pour  les  questions 
les  plus  élémentaires,  pour  celles  dont  nous  avons  à  nous 
occuper,  arriver,  en  subordonnant  toujours  le  calcul  à  l'expé- 
rience, à  des  solutions  sinon  rigoureuses,  du  moins  satisfai- 
santes pour  les  besoins  de  la  pratique. 

Le  Cours  va  donc  changer  complètement  de  face.  Jusqu'ici 
le  calcul  jouait  le  principal  rôle;  il  ne  figurera  désormais  que 
comme  auxiliaire,  mais  auxiliaire  indispensable  de  l'expé- 
rience. 

L'Hydraulique,  de  même  que  la  Mécanique  générale,  se 
divise  en  deux  Parties,  relatives  respectivement  à  l'équilibre 
et  au  mouvement  des  fluides.  Ces  deux  Parties  sont  V Hydro- 
statique et  V Hydrodynamique . 
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HYDROSTATIQUE. 


§  I.  —  Propriétés  caractéristiques  des  fluides. 

Quoique  nous  ignorions  la  constitution  intérieure  des 
fluides,  il  est  évident  que  les  lois  générales  de  l'équilibre 
leur  conviennent  comme  aux  corps  solides.  L'Hydrostatique 
n'est  donc  qu'un  cas  particulier  de  la  Statique  générale. 

Cependant  les  premières  théories  relatives  à  l'équilibre  et  à 
la  pression  des  fluides,  depuis  Archimède  jusqu'à  Galilée,  et 
même  au  delà,  ont  été  établies  d'une  manière  absolument 
indépendante  des  principes  généraux  de  la  Statique,  et  n'ont 
été  fondées  que  sur  des  principes  d'expérience  particuliers 
aux  fluides;  cette  manière  de  démontrer  les  lois  de  l'Hydrosta- 
tique, en  déduisant  de  la  connaissance  expérimentale  de 
quelques-unes  de  ces  lois  celle  de  toutes  les  autres,  a  été 
adoptée  par  un  grand  nombre  d'auteurs,  et  a  fait  de  l'Hydro- 
statique une  science  tout  à  fait  différente  et  indépendante  de 
la  Statique,  une  science  qu'on  est  habitué  à  regarder  plutôt 
comme  une  branche  de  la  Physique. 

Caractères  généraux  des  fluides.  —  Les  fluides  (liquides 
ou  gaz)  sont  des  corps  dont  les  molécules  sont  extrèmenient 
mobiles  les  unes  par  rapport  aux  autres.  Lorsqu'on  cherche  à 
faire  glisser  les  différentes  parties  d'une  masse  fluide  les  unes 
sur  les  autres,  on  n'éprouve  pas  de  résistance  analogue  au 
frottement  qui  se  dével(»ppe  dans  le  glissement  des  corps 
solides.  L'absence  absolue  du  frottement  entre  les  diverses 
parties  d'un  fluide  qui  se  déplacent  les  unes  par  rapport  aux 
autres  définit  pour  nous  la  fluidité  parfaite.  Les  liquides  et 
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les  gaz,  tels  qu'ils  existent  dans  la' nature,  sont  en  général  ex- 
trêmement près  de  présenter  cette  fluidité  parfaite,  surtout 
lorsqu'ils  sont  en  équilibre  absolu  ou  relatif.  Nous  suppose- 
rons dans  ce  Chapitre  qu'ils  jouissent  complètement  de  ceue 
propriété.  La  vériiication  expérimentale  des  résultats  auxquels 
nous  parviendrons  ainsi  montre  que,  en  faisant  cette  hypo- 
thèse, nous  ne  nous  écartons  pas  sensiblement  de  la  réalité. 

Lorsqu'un  liquide  est  contenu  dans  un  vase,  et  qu'on 
cherche  à  diminuer  le  volume  qu'il  occupe  en  le  comprimant 
dans  ce  vase,  on  trouve  que  le  liquide  conserve  le  volume 
qu'il  avait  d'abord,  ou  du  moins  la  diminution  de  volume  qu  il 
éprouve  est  si  faible  qu'on  a  beaucoup  de  peine  à  s'en  aperce- 
voir; c'est  ce  qui  fait  qu'on  donne  aux  liquides  le  nom  de 
Jluides  incompressibles.  Dans  ce  qui  suit,  nous  traiterons  les 
liquides  comme  jouissant  d'une  incompressibilité  absolue; 
nous  nous  écarterons  ainsi  tellement  peu  de  la  réalité  que 
cela  n'occasionnera  aucune  erreur  appréciable  dans  les  résul- 
tats auxquels  nous  parviendrons. 

Un  gaz  se  comporte  tout  autrement  qu'un  liquide  quand  on 
cherche  à  le  comprimer;  on  peut,  sans  grande  difliculté,  ré- 
duire son  volume  k  n'être  plus  que  la  moitié,  le  tiers,  le  quart 
de  ce  qu'il  était  d'abord.  Si  ensuite  on  cesse  d'exercer  Tefforl 
qui  a  déterminé  cette  diminution  de  volume,  le  gaz  revient 
de  lui-même  et  exactement  à  son  volume  primitif.  C'est  pour 
cela  qu'on  donne  aux  gaz  le  nom  de  Jluides  élastiques^ 
comme  nous  offrant  le  seul  type  de  l'élasticité  parfaite. 

La  propriété  qui  définit  la  fluidité  parfaite,  c'est-à-dire 
l'absence  de  tout  frottement,  peut  être  facilement  traduite 
analytiquement;  et  rien  n'est  plus  facile,  ce  point  une  fois 
établi,  que  d'appliquer  à  l'équilibre  des  fluides  notre  principe 
général  des  vitesses  virtuelles.  Aussi  Galilée,  auteur  de  ce 
principe,  s'en  est-il  servi  pour  démontrer  les  principaux  théo- 
rèmes de  l'Hydrostatique  (*),  aussi  bien  que  ceux  de  la  Sta- 
tique proprement  dite.  Descartes  et  Pascal  ont  également  em- 
ployé le  principe  des  vitesses  virtuelles  dans  l'Hydrostatique, 


(*)  Di'scorso  intorno  aUe  cose  che  stanno  suit*  acqua^  o  che  in  queîla  si  rnuo' 
vono. 
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el  nous  allons,  à  l'exemple  de  ce  dernier  {Traité  de  l'équilibre 
des  liqueurs),  montrer  irès-simplemeni,  en  partant  de  ce  prin- 
cipe» comment  une  pression  quelconque,  appliquée  à  un 
point  de  la  surface  d'un  fluide  en  équilibre,  se  transmet  éga- 
lement en  tous  les  autres  points. 

De  la  pression  dans  un  fluide  en  équilibre.  —  Considérons 
une  masse  fluide  en  équilibre  dans  un  vase  de  forme  quel- 
conque {fig*  71),  et  supposons  que  ses  molécules  ne  soient 


soumises  à  aucune  force  autre  que  les  actions  que  chacune 
d'elles  éprouve  de  la  part  des  molécules  voisines.  Ce  fluide 
exercera  généralement  des  pressions  sur  les  diverses  parties 
de  l'enveloppe  qui  le  renferme.  Si  l'on  vient  à  enlever  une 
petite  portion  plane  de  cette  enveloppe,  et  si  on  la  remplace 
par  un  piston  B  de  même  forme,  mobile  dans  un  bout  de 
tuyau  adapté  au  contour  de  l'ouverture  ainsi  produite,  on  con- 
çoit que  le  fluide  pourra  se  trouver  exactement  dans  les 
mêmes  conditions  que  précédemment,  pourvu  qu'on  applique 
au  pislon  B  une  force  convenable  F  dirigée  parallèlement  aux 
parois  du  tuyau  d^s  lequel  il  peut  se  mouvoir.  Cette  force  F 
est  égale  et  directement  opposée  à  la  pression  du  liquide  sur 
la  portion  B  de  paroi  que  nous  considérons. 

Pour  parler  plus  exactement,  la  force  F  est  égale  et  opposée 
à  la  résultante  des  pressions  élémentaires  qui  s'exercent  sur 
chaque  portion  infiniment  petite  de  la  paroi  B,  pressions  qui 
sont  toutes  normales  a  cette  paroi  supposée  plane,  et  qui  ad- 
mettent par  conséquent  une  résultante  unique  égale  à  leur 
somme. 

Cette  résultante  constitue  la  pression  totale  supportée  par 
l'aire  B;  sa  direction  normale  est  une  conséquence  de  l'hypo- 
thèse fondamentale  de  l'absence  du  frottement  des  liquides, 
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soit  sur  eux-mêmes,  soit  sur  les  corps  solides  avec  lesquels  ils 
se  trouvent  en  contact. 

Si,  en  subdivisant  la  surface  pressée  en  parties  de  plus  en 
plus  petites,  on  trouve  que  la  pression  totale  sur  chaque  partie 
décroît  dans  le  même  rapport,  la  première  est  dite  uniforme 
ou  uniformément  répartie;  ei,  si  Ton  divise  une  pression  totale 
uniforme  rapportée  à  l'unité  de  force  (le  kilogramme)  par 
l'aire  de  la  paroi  qui  la  supporte,  exprimée  par  son  rapport 
à  Tunité  de  surface  (le  mètre  carré),  on  a,  pour  la  surface 
dont  il  s'agit,  ce  qui  s'appelle  la  pression  par  unité  de  surface 
(  pression  en  kilogrammes  par  mètre  carré). 

Si  les  pressions  sur  les  subdivisions  de  la  surface  pressée 
ne  sont  pas  proportionnelles  aux  aires,  le  quotient  de  la  pres- 
sion totale  par  Taire  totale  donne  la  pression  moyenne  par 
unité  de  surface,  et  la  limite  dont  on  approche  en  appliquant 
ce  calcul  à  une  aire  de  plus  en  plus  petite,  dans  laquelle  se 
trouve  toujours  un  point  déterminé,  est  en  ce  point  la  pres- 
sion par  unité  de  surface. 

Théorème  de  la  transmission  des  pressions.  —  Considérons 
toujours  notre  piston  A,  qui  tient  lieu  d'une  portion  de  l'en- 
veloppe (fig,  71),  et  plaçons  dans  une  autre  région  quelconque 
de  cette  enveloppe  un  piston  semblable  B,  également  mobile 
dans  un  bout  de  tuyau;  représentons  par  F'  la  force  qui  fait 
équilibre  à  la  pression  totale  du  liquide  sur  la  paroi  B;  nous 
allons  faire  voir  que,  si  les  bases  des  deux  pistons  A  et  B 
sont  égales,  les  deux  forces  F,  F'  doivent  aussi  être  égales. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  imaginons  que  nous  réu- 
nissions les  deux  bouts  du  tuyau  dans  Iq^quels  peuvent  se 
mouvoir  les  deux  pistons  A,  B,  par  un  canal  courbe  contenu 
tout  entier  à  l'intérieur  de  l'espace  occupé  par  le  fluide,  et  se 
raccordant  à  ses  deux  extrémités  avec  ces  bouts  de  tuvau; 
nous  pourrons  même  supposer  que  la  section  transversale  de 
ce  canal  AB  soit  partout  égale  à  la  base  de  l'un  des  pistons  A,  B. 
Le  fluide  dont  il  s'agit  étant  en  équilibre,  nous  pouvons  lui 
appliquer  le  théorème  du  travail  virtuel.  Pour  cela,  concevons 
que  le  piston  A  marche  d'une  quantité  infiniment  petite  e  vers 
l'intérieur  de  l'enveloppe;  que  la  portion  du  fluide  qui  est 
située  en  dedans  du  canal  AB  glisse  le  long  de  ce  canal  sans 
en  sortir,  et  suive  ainsi  le  mouvement  du  piston  A,  tout  en 
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conbervani  le  même  volume;  qu'en  conséquence  le  piston  B 
marche  vers  Textérieur»  d'une  quantité  égale  à  e;  enQn  que 
toute  !a  portion  du  fluide  qui  se  trouve  en  dehors  du  canal  AB 
ne  se  déplace  pas.  Pour  ce  déplacement  virtuel  du  système 
matériel  que  nous  considérons,  la  somme  des  travaux  virtuels 
des  forces  qui  sont  appliquées  à  ses  diverses  parties  doit  être 
nulle.  Or  la  portion  AB  du  fluide  qui  se  déplace  seule  ne 
change  pas  de  volume;  les  diverses  parties  qui  la  composent 
se  meuvent  séparément  en  glissant  simplement  les  unes  sur 
les  autres,  ou  bien  sur  la  pariie  du  fluide  qui  est  en  dehors 
du  canal  AB  et  qui  reste  immobile;  mais  ce  glissement  s'ef- 
fectue sans  qu'il  y  ait  de  froltement,  en  raison  de  la  fluidité 
parfaite  du  système  :  il  résulte  de  là,  et  de  ce  que  nous  avons 
dit  à  l'occasion  des  systèmes  matériels  dans  lesquels  on  ima- 
gine des  liaisons,  que  la  somme  des  travaux  virtuels  dus  aux 
actions  que  les  molécules  du  fluide  tout  entier  exercent  les 
unes  sur  les  autres  est  égale  à  zéro.  D'après  cela,  on  voit  que 
la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  appliquées  à  notre 
système  matériel  se  réduit  à 

Fe-F'e; 

et  comme  cette  somme  doit  être  nulle,  il  s'ensuit  qu'on  a 

F  =  F. 

On  conclut  de  la  proposition  qui  vient  d'être  établie  que  la 
force  Fy  appliquée  au  piston  A,  donne  lieu  à  une  pression 
égale  à  F  sur  toute  portion  de  l'enveloppe  ayant  une  étendue 
égale  à  la  base  de  ce  piston,  et,  par  suite,  à  une  pression  égale 
à  n¥  sur  toute  surface  égale  à  n  fois  cette  même  base  (*). 
C'est  ce  qui  constitue  le  théorème  de  la  transmission  des 
pressions  69ins  un  fluide  dont  les  molécules  ne  sont  soumises 
à  aucune  force  autre  que  les  actions  que  chacune  d'elles 
éprouve  de  la  part  des  molécules  voisines.  Il  est  bon  d'obser- 
ver que  la  force  F,  appliquée  au  piston  A,  peut  recevoir  une 
grandeur  quelconque  si  le  fluide  que  l'on  considère  est  incom- 


{*)  Tel  est  le  principe  de  la  presse  hjcfratilique,  inventée  par  Pascal,  appa- 
reil qai  rend  à  l'industrie  des  services  considérables. 
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pressible,  mais  qu'elle  doil  au  contraire  avoir  une  valeur  dé- 
terminée s'il  s*agîi  d'un  fluide  élastique»  sans  quoi  le  gaz  se 
comprimerait  ou  se  dilaterait.  On  sait  que»  pour  une  masse 
gazeuse  en  équilibre  de  température,  la  pression  est  une 
fonction  déterminée  du  volume. 

Pression  en  un  point  intérieur  de  la  masse  fluide.  —  Prin- 
cipe de  V  égalité  de  pression  en  tous  sens.  —  Les  déG  ni  tiens 
et  les  propositions  précédentes  s'appliquent  aux  actions  inté- 
rieures des  molécules  liquides  les  unes  sur  les  autres»  aussi 
bien  qu'à  celles  qui  s'exercent  sur  les  parois. 

Soit  M  un  point  quelconque  pris  à  Tiniérieur  d'une  masse 
fluide  {Jlg.  7a).  Concevons  par  ce  point  une  surface  £E'  qui 

Fig.  72. 


s'étende  de  tous  côtés  jusqu'à  l'enveloppe,  et  qui  soit  plane 
dans  un  certain  rayon,  tout  autour  du  point  M.  Nous  aurons 
ainsi  divisé  la  masse  fluide  en  deux  portions  L,  A,  et  le  pointM 
se  trouvera  actuellement  sur  la  paroi  artiflcielle  que  nous 
venons  d'imaginer. 

Cela  posé,  rien  n'empêche  de  supposer  que  la  partie  A  soii 
solidiflée  sans  changer  de  forme;  nous  ne  détruirons  certai- 
ncmenl  pas  ainsi  l'équilibre,  et  le  point  M  sera  maintenant 
situé  sur  une  paroi  réelle  à  laquelle  on  peut  appliquer  le  théo- 
rème précédent.  Le  fluide  L  exerce  donc  une  pression  égale 
à  F  sur  une  portion  plane  de  la  surface  E£'  dont  l'étendue  serait 
égale  à  A. 

Ce  résultat  est  indépendant  de  la  direction  que  nous  avons 
donnée  à  cette  partie  plane;  la  pression  par  unité  de  surface 
qui  s'exerce  entre  les  diverses  molécules  liquides  dans  le  voi- 
sinage du  point  M  est  donc  la  même  dans  toutes  les  directions 
autour  de  ce  point  M. 

Tel  est  le  principe  ou  théorème  de  Pascal»  relatif  à  l'égalité 
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de  pression  dans  tous  les  sens  autour  d*un  point  quelconque  M 
d'un  fluide  en  équilibre.  Ce  théorème,  que  nous  venons  d'é- 
tablir dans  le  cas  d'un  fluide  dont  les  diverses  molécules  ne 
sont  soumises  qu'à  leurs  actions  mutuelles,  s'étend  sans  diffi- 
culté au  cas  où  chaque  molécule  du  fluide  en  équilibre  serait 
soumise  à  une  force  extérieure,  variable  d'une  molécule  à 
l'autre,  suivant  une  loi  quelconque,  mais  continue. 

Pour  le  démontrer,  faisons  passer  par  le  point  M  deux  plans 
quelconques  MM'N,  MM'L  {/ig.  78),  et  menons  dans  ces 

Fig.  73. 


plans,  perpendiculairement  à  leur  intersection,  les  quatre 
droites  MN,  M'N',  ML,  M'L',  égales  entre  elles  et  à  la  lon- 
gueur MM'  prise  sur  l'inlersection.  Le  fluide  contenu  dans  le 
prisme  droit  triangulaire  ainsi  déterminé  est  en  équilibre 
sous  les  forces  extérieures  qui  sont  :  1°  les  pressions  totales 
normales  exercées  sur  les  cinq  faces;  2<»  les  forces,  analogues 
à  celles  de  la  pesanteur,  qui  sollicitent  toutes  les  molécules 
de  la  portion  du  fluide  considérée.  Mais,  à  mesure  qu'on  di- 
minue dans  un  même  rapport  les  dimensions  MN,  MM',  ces 
dernières  forces  deviennent  aussi  petites  qu'on  veut  relative- 
ment aux  pressions  sur  les  faces,  parce  que  les  unes  flnissent 
par  être  proportionnelles  au  volume  du  prisme  ou  au  cube 
de  MM',  tandis  que  les  autres  deviennent  proportionnelles  au 
carré  de  cette  longueur.  Donc,  à  la  limite,  les  premières  doi- 
vent être  négligées  relativement  aux  autres,  et  l'équilibre  finit 
par  exister  entre  les  seules  pressions.  Or,  si  Ton  projette  ces 
forces  sur  un  axe  parallèle  à  NL,  il  ne  reste  que  les  pressions 
sur  les  faces  MN',.ML',  qui,  faisant  des  angles  égaux  avec  NL, 
doivent  être  égales  pour  que  leurs  projections  le  soient;  et,  ces 
forces  étant  égales,  il  en  résulte  que  les  pressions  rapportées 
à  une  même  unité  de  surface,  suivant  les  deux  directions  per- 
pendiculaires aux  plans  quelconques  MN»  ML,  sont  égales. 
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Lorsqu'il  s'agit  d'un  fluide  aériforme,  la  pression  est  sou- 
vent appelée  force  élastique;  on  lui  donne  aussi  le  nom  de 
tension. 

Les  unités  dont  nous  nous  servirons  seront  constamment  le 
mètre  et  le  kilogramme,  de  sorte  que  les  pressions  s'expri- 
meront toujours  numériquement  en  kilogrammes  par  mètre 
carré,  ou,  si  l'on  veut,  en  millimètres  d'une  colonne  d'eau; 
car  il  est  facile  de  voir  que  i  millimètre  d'eau  sur  une  surface 
de  I  mètre  carré  correspond  précisément  au  poids  de  i  kilo- 
gramme. Il  arrive  souvent  que,  pour  éviter  de  grands  nom- 
bres, on  emploie  pour  unité  la  pression  de  l'atmosphère.  Une 
atmosphère  représentant,  suivant  les  conventions  adoptées, 
le  poids  d'une  colonne  de  mercure  de  i  mètre  de  section  et 
de  760  millimètres  de  hauteur,  ce  mot  équivaudra  pour  nous 
à  10  333  kilogrammes  par  mètre  carré. 

Densité  d* un  fluide  en  un  point,  —  Si  un  fluide  est  homo- 
gène, c'est-à-dire  que  sous  deux  volumes  égaux  quelconques 
il  ait  partout  des  masses  égales,  sa  densité ^  suivant  l'acception 
de  ce  mot  en  Mécanique,  est  sa  masse  sous  l'unité  de  volume. 
Si  le  fluide  n'est  pas  homogène,  la  densité  moyenne  d'une 
portion  définie  de  ce  corps  est  le  quotient  obtenu  en  divisant 
la  masse  de  cette  portion  par  son  volume.  Sa  densité  en  un 
point  est  la  limite  dont  on  approche  indéfiniment  en  prenant 
la  densité  moyenne  d'une  portion  du  fluide  sans  cesse  dé- 
croissante, et  comprenant  le  point  dont  il  s'agit.  SI  le  fluide 
est  rapporté  à  trois  axes  coordonnés,  sa  densité  en  un  point 
est  en  générai  une  fonction  des  coordonnées  :r,  r  et  z  de  ce 
point  :  on  la  représente  par  p.  S'il  s*agit  d'un  fluide  pesant, 
l'accélération  due  à  la  pesanteur  étant  g,  le  produit  pg  est  le 
poids,  rapporté  à  l'unité  de  volume  du  fluide  au  même  point 
(x,  y,  z)  :  nous  le  désignons  par  II,  l'unité  de  volume  étant  le 

mètre  cube.  Ainsi  p  =  —  >  et  II  est,  comme  p,  une  fonction  de 

X,    JTy     Z. 

Équilibre  d'un  fluide  pesant.  —  Le  thé.orème  de  Tégalité 
des  pressions  en  tous  sens  autour  d'un  point  s'applique  aux 
fluides  pesants  comme  aux  fluides  soumis  à  des  forces  quel- 
conques; seulement  il  n'est  plus  exact  de  dire  que  la  pres- 
sion est  la  même,  à  égalité  de  surface,  sur  des  parois  diverse- 
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ment  situées.  En  effet,  dans  notre  équation 

Fe  — F'£  =  o, 

fournie  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  il  faut  ajouter 
un  terme  qui  représente  le  travail  virtuel  de  la  pesanteur,  cor- 
respondant au  déplacement  virtuel  que  nous  avons  imaginé. 

Ce  travail  serait  nul  si  les  deux  parois  A  et  B  sont  situées 
dans  un  même  plan  horizontal:  donc  l'équation  précédente  ne 
serait  pas  altérée,  ce  qui  démontre  que  la  pression  est  uni- 
forme dans  toute  l'étendue  d'un  même  plan  horizontal.  Ce 
résultat  s'applique  aussi  bien  à  l'intérieur  de  la  masse  liquide 
qu'aux  points  de  contact  du  fluide  avec  l'enveloppe  solide. 

Considérons,  au  contraire,  deux  points  m  et  m'  situés  dans 
deux  plans  horizontaux  inflniment  voisins,  et  que  rien  n'em- 
pèche  de  supposer  placés  sur  une  même  verticale.  Soient  p 

Fig.  74. 


eip'=^p-^dp  les  pressions  aux  points  m  et  m\  o)  la  base 
d'un  prisme  vertical  dont  l'arête  soit  m,  m',  dz  la  distance  des 
deux  plans  horizontaux,  on  a,  pour  Téquilibré  du  prisme  mm\ 

p'oa  =p(ù  -f-  litùdz. 

La  diiférence  p'  —  p  devant  être  constante  en  quelque  point 
des  plans  horizontaux  N,  N'  qu'on  se  place,  on  voit  que  la 
densité  n  est  constante,  ainsi  que  la  pression  p,  dans  toute 
l'étendue  d'un  même  plan  horizontal. 

Surfaces  de  niveau  dans  les  fluides  pesants.  —  Ces  divers 
plans  horizontaux  s'appellent  surfaces  de  niveau.  L'intégra- 
lion  de  l'équation  précédente»  qui  peut  s'écrire 

rfp=  Hdzy 
donnera  la  loi  de  variation  des  pressions  dans  les  différentes 
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couches  de  niveau,  quand  on  connaîtra  la  loi  de  variation  des 
densités.  Soit  p.  la  pression  en  un  point  déterminé,  par 
exemple  à  la  surface  libre  du  liquide»  s'il  y  en  a  une,  on  a 


=  p.-^   f 


z 

Udz. 


Lorsqu'il  s'agit  d'un  liquide  homogène  en  repos,  n  est 
constant,  et  l'on  a  Téqualion 

p  =  p.-hllh 

dans  laquelle  h  est  la  différence  de  niveau  des  deux  points  où 
les  pressions  sont  pt  et  p,  pourvu  qu'on  puisse  passer  4u  pi^ 
mier  au  second,  par  des  détours  quelconques,  sans  sortir  du 
liquide.  De  là  la  théorie  connue  des  vases  communiquants. 
Hauteur  représentative  d'une  pression.  —  Si  dans  la  der- 
nière formule  on  suppose  /'•  =  o,  c'est-à-dire  que  la  hauteur  A 
soit  comptée  à  partir  d'un  plan  où  la  pression  soit  nulle,  on  a 


p  =  llh    ou    /i=-^j 


et,  par  cette  raison,  le  quotient  -^  s'appelle  la  hauteur  re- 
présentant la  pression  /i,  c'est  la  hauteur  d'une  colonne  verti- 
cale pesant  n  par  unité  de  volume,  et  exerçant  sur  sa  base 
inférieure  la  pression /i  par  unité  de  surface,  la  pression  sur  la 
base  supérieure  étant  nulle. 

Stabilité  des  divers  liquides  pesants  superposés.  —  En  vertu 
de  l'homogénéité  des  couches  du  niveau,  la  surface  de  sépa- 
ration de  deux  liquides  voisins  en  équilibre  est  un  plan  hori- 
zontal. Il  faut,  de  plus,  pour  la  stabilité  de  cet  équilibre,  que 
le  liquide  inférieur  soit  plus  dense  que  le  supérieur  :  cette 
condition  est  nécessaire  pour  que,  si  la  situation  horizontale 
de  la  surface  de  séparation  est  tant  soit  peu  dérangée  par  une 
cause  quelconque,  l'état  primitif  tende  à  se  rétablir  dès  que 
cette  cause  cessera.  Cela  tient  à  cette  propriété  générale 
des  systèmes  matériels  sous  l'action  de  la  pesanteur  et  des 
réactions  de  corps  fixes  :  mis  sans  vitesse  dans  une  situation 
qui  n'est  pas  celle  de  l'équilibre,  ils  se  mettent  en  meuve- 
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meni,  puisque  la  condition  de  l'équilibre  n'esl  pas  satisfaite; 
ils  ne  peuvent  le  faire  sans  acquérir  une  certaine  force  vive^  ce 
qui  exige  que  la  pesanteur  fasse  un  travail  positif,  et  que  par 
conséquent  le  centre  de  gravité  descende. 

Équilibre  des  fluides  sollicités  par  des  forces  quelconques.  — 
Une  portion  définie  d'un  fluide  est  en  général  sollicitée  par 
des  forces  analogues  à  celles  qui  constituent  son  poids,  forces 
qui  agissent  indépendamment  et  en  outre  des  pressions  du«s 
aux  molécules  environnantes.  Leur  résultante,  divisée  par  la 
masse  de  cette  portion,  est  l'accélération  que  celle-ci,  ou 
plutôt  son  centre  de  gravité,  prendrait  sous  la  seule  action  des 
forces  dont  nous  parlons.  A  mesure  que  la  portion  définie 
diminue  d'étendue,  en  y  comprenant  toujours  un  point  (^,  j,  2), 
l'accélération  due  à  ces  forces  approche  d'une  limite  j;  et 
puisque  p  est  à  la  limite  la  masse  d^unité  du  volume,  le  pro- 
duit pj  est  la  force  rapportée  à  l'unité  de  volume  au  point 
{x,y>  z)  du  fluide.  L'accélération  j,  variable  en  intensité  et 
en  direction,  est  donnée  par  ses  trois  composantes  parallèles 
aux  axes;  nous  les  désignerons  par  X,  Y,  Z.  La  force  pj  se 
décompose  donc  en  pX,  pY,  pZ,  et  les  composantes  de  la  force 
qui  s'exerce  sur  une  masse  infiniment  petite,  dm,  seront  re- 
présentées par  Xrfm,  Ydm,  Zdm. 

Exemples  :  1°  Dans  le  cas  où  les  forces  indépendantes  des 
pressions  sont  uniquement  dues  à  la  pesanteur,  si  Taxe  des  Z 
est  vertical  et  ascendant,  on  a 

X  =  o,  Y  =  o,  Z=^  —  g. 

2<'  S'il  s'agît  d'un  fluide  en  repos  dans  un  vase  tournant  au- 
tour d'un  axe  fixe  vertical  avec  une  vitesse  angulaire  con- 
stante ûj,  la  force  pj  qu'il  faut  attribuer  à  l'unité  de  volume  de 
ce  fluide  pour  traiter  son  repos  apparent  comme  un  repos 
réel  est  la  résultante  de  la  force  pg  verticale  due  à  la  pesan- 
teur, et  la  force  pwV  centrifuge;  ainsi 

X  =  rj)*x,  Y  =  w^j,  Z=  —  g. 

Équations  générales  de  V équilibre  des  fluides.  —  Considé- 
rons dans  un  fluide  en  repos  un  parallélépipède  rectangle  infi- 
niment petit,  dont  un  sommet  est  le  point  (:r, 7,  z),  les  côtés 
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parallèles  aux  axes  étant  respectivement  dx^  djr,  dz.  Sa  masse 
dm  est,  sauf  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au  troi- 
sième, pdxdydz.  La  force  qui  la  sollicite,  indépendamment 
des  pressions  exercées  par  le  fluide  environnant,  a,  sauf  la  même 
restriction,  ses  trois  composantes  égales  à  XJm,  Y</m,  Zdm. 
La  pression  du  fluide  au  point  (x^  y*  ^)  P^^  unité  de  surface 
dans  une  direction  quelconque  étant  représentée  par  p,  U 
pf ession  totale  du  fluide  extérieurau  parallélépipède,  sur  laface 
dont  la  distance  à  l'origine  est  x^  a  pour  valeur  p  dydz^  sauf 
un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  et  elle  est  dirigée  dans 
le  sens  des  x  positifs.  La  pression,  par  unité  de  surface  au 
sommet,  dont  les   coordonnées  sont  x-^dx^  y  et  z,  est 

P  -^  -^f-  dXf  expression  dans  laquelle  -j-  est  la  différentielle 

partielle  de  p  par  rapport  à  x,  La  pression  totale  sur  la  face 
du  parallélépipède  dont  la  distance  à  l'origine  est  x-\-dx  ^ 

donc  pour  valeur  Ip-^-J-dx]  dydz,  et  elle  est  dirigée  dans 

le  sens  des  x  négatifs.  Les  autres  faces  subissant  des  pres- 
sions qui  leur  sont  perpendiculaires.  Il  en  résulte  que  l'équi- 
libre du  parallélépipède  exige  qu'on  ait 

pdydz—  lp-hj--dx\djrdz-h\dm=zo. 

En  mettant  pour- dm  sa  valeur,  réduisant  et  raisonnant  de 
même  pour  les  forces  parallèles  aux  y  et  z,  on  obtient  les 
trois  équations  nécessaires  et  suffisantes  de  l'équilibre  du 
fluide  : 

'■'       5=?"-  |=^v,  g=pz. 

En  les  multipliant  respectivement  par^fx,  dy  et  dz,  et  en 
les  ajoutant,  on  a 

(a)  dp^plXdx-^Ydy-^-Zdz). 

Si  le  fluide  est  en  équilibre,  le  second  membre  de  cette 
équation  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de  x, 
y  et  z,  et  cette  fonction,  une  fois  obtenue,  fera  connaître 
la  pression,  à  une  constante  près  qu'on  pourra  déterminer 
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si  Ton  connaît  la  pression  par  uniié  de  surface  en  un  point 
donné. 

Dans  le  cas  de  la  simple  pesanteur,  on  retrouve,  en  faisant 
Xi^o,  Y  =  o  et  2::=  g',  réquation 

dp  —  ^gdz, 

équivalente  à 

dp  =:^YL  dz. 

Ce  moyen  simple  de  trouver  les  équations  générales  de 
l'Hydrostatique  est  dû  à  Euler  (*),  qui  Ta  tiré  des  principes 
posés  pour  la  première  fois  par  Clairaut  {**  ). 

Surfaces  de  nweau. —  On  appelle  surface  de  niveau,  relati- 
vement à  la  force  variable  dont  les  composantes  soniX,Y,Z, 
une  surface  qui,  menée  par  un  point  pris  arbitrairement, 
a  en  chacun  de  ses  points  pour  normale  la  direction  de  la 
résultante  j  de  X,  Y,  Z;  cette  définition  est  une  extension 
de  la  signification  ordinaire  de  la  même  expression,  relative- 
ment à  ta  pesanteur.  Par  un  point  (^,  j,  z)  imaginons,  sur  la 
surface  de  niveau  qui  lui  correspond,  une  courbe  quelcon- 
que; et  soit  ds,  dont  les  projections  sur  les  axes  sont  les 
différentielles  dx,  rfj,  dzy  l'élément  différentiel  de  cette 
courbe,  à  partir  du  point  dont  il  s'agit.  Les  angles  de  la  tangente 

(IX      {fv*     fi  z 

à  la  courbe  avec  les  axes  ont  pour  cosinus  -7-»  -^>  -j-:  les 

£75     ds     as 

cosinus  des  angles  de  la  résultante  j  avec  tes  mêmes  axes 

X     Y         Z 

sont  4  5  —  et  -•  La  définition  précédente  est  donc  exprimée 

J      J         J 
par  réquation 

.—7-  ( X(/x  -H  Y r/r  -i-Zdz)  —  o  ; 
J  ds^  ^  ' 

et  réquation  différentielle  d'une  surface  de  niveau  quelconque, 
pour  le  système  de  forces  supposé,  est 

\dx  -I-  Yrf/  -f-  Idz  —  o. 
Cette  équation  est  intégrable  si  ta  condition  d'équilibre  es( 


(*)  Mémoires  de  l* Académie  de  Berlin  pour  1755. 
(*•  )  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre, 

in.  .0 
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satisfaite;  en  effet,  on  rend  son  premier  membre  one  différen- 
tielle exacte  en  le  multipliant  par  le  facteur  p. 

Cas  particulier  où  \dx  -{-Ydy^-hZdz  est  la  différentielle 
exacte  d'une  fonction  des  variables  x^  jr  et  s*  —  Puisque  X, 
Y  et  Z  sont  les  composantes  d'une  force  j  supposée  appliquée 
à  l'unité  de  masse,  Xrfjr  -h  Yrf/-4-  Zdz  est  le  travail  élémen- 
taire que  cette  force  produirait  sur  un  point  ayant  l'unité  de 
masse  et  se  transportant  du  lieu  où  les  coordonnées  sont  x, 
y,  z  ki  celui  où  elles  deviennent  x  -+-  lix^  y  •+-  dy^  z  -h  dz. 
Or  on  sait  que  ce  travail  est  la  différentielle  exacie  d*ane 
fonction  9  des  coordonnées  du  point  [Xy  y^  z\  en  particulier 
lorsque  y  est  la  résultante  des  forces  qui  passent  par  des  points 
fixes  (centres  d'attraction  et  de  répulsion),  et  dont  les  inten- 
sités sont  fonctions  des  distances  r  de  leurs  points  d'applica- 
tion à  ces  centres  respectifs. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (  2  )  peut  s'écrire  ainsi  : 

dp  z=zpd':p. 

On  conclut  de  là  que,  sur  les  surfaces  dont  l'équation  est 
o  =  const.,  on  aura  dp  =  o,  et  par  suite  p  =  oonst.  La  den- 
sité sera  aussi  constante  sur  ces  surfaces,  parce  que,  p Jo 
étant  une  différentielle  exacte,  p  doit  être  une  simple  fonction 
de  9,  et  par  suite  constante  en  môme  temps  que  9. 

§  11.  —  Pression  totale  d'un  liquide  pesant  hohogène 
SUR  UN  PLAN.  Centre  de  pression. 

Soit  0)  l*aire  de  Tun  d3s  éléments  d'une  portion  de  plan  en 
contact  avec  un  liquide  en  repos;  soit  h  sa  hauteur  au-des- 
sous d'un  plan  horizontal  NN  dans  lequel  la  pression  est/>«;  la 
pression  sur  l'élément  o)  est  w/?. -f-wHA;  les  pressions  sur 
tous  les  éléments  du  plan  étant  perpendiculaires  à  ce  plan  ont 
une  résultante  égale  à  leur  somme /7«26)  -+-  Ulcùh.  Or,  si  iî 
désigne  l'aire  totale  Ico,  et  si  H  est  la  hauteur  du  centre  de 
gravité  du  plan  pressé  au-dessous  du  plan  de  nireau,  on  a 
lcùh  =  QU,  et  la  pression  totale  est  û{/>. -hlIH).  On  re- 
marque que  non  est  le  poids  d'un  prisme  de  liquide  qui  au- 
rait pour  base  iî  et  pour  hauteur  H.  Donc  la  pression  ne  dé- 
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pend  pas  de  rorientation  de  la  face  :  elle  ne  dépend  que  de 
la  hauteur  du  centre  de  gravité  au-dessous  de  la  surfoce  libre. 

Centre  de  pression.  —  La  résultante  des  forces  normales  au 
plan  pressé  perce  ce  plan  en  un  point  appelé  centre  de  pres^ 
sion,  qui  est  toujours  situé  au-dessous  du  centre  de  gravité 
de  la  surface.  En  effet»  si»  par  la  pensée»  on  rend  cette  paroi 
horizontale  en  la  faisant  tourner  autour  d'un  axe  horizontal, 
tracé  dans  son  plan  par  le  centre  de  gravité»  la  pression  totale 
n*est  pas  changée,  puisqu'elle  est  toujours  i2(/7«  +  nU)»  et  la 
résultante  passe  alors  par  le  centre  de  gravité»  puisque»  dans 
ce  cas»  les  pressions  sur  des  éléments  égaux  du  plan  sont 
égales.  Or»  si  Ton  ramène  la  paroi  à  sa  position  inclinée»  les 
pressions  partielles  sur  la  partie  supérieure  de  la  paroi  sont 
diminuées»  les  autres  sont  augmentées;  donc  la  résultante 
passe  au-dessous  de  l'axe  de  rotation. 

La  position  du  centre  de  pression  d'un  liquide  sur  une 
paroi  plame  se  trouve  parle  calcul,  en  appliquant  la  théorie  de 
la  composition  des  forces  parallèles.  Nous  nous  bornerons  au 
cas  où  le  liquide  est  homogène.  Nous  négligerons»  comme 
l'on  fait  ordinairement,  le  terme  dû  à  la  pression  atmosphé- 
rique» parce  que  celle-ci  est  supposée  agir  également  sur  la 
face  opposée  égale  et  parallèle  à  celle  de  la  paroi  considérée. 

Dans  layîfj".  75»  dont  le  plan  est  supposé  vertical  et  perpen- 

Fig.  75. 
î»l  5      mjtn  a D         M 


diculaire  à  la  paroi  pressée,  représentons  par  NN  le  plan  ho- 
rizontal dans  lequel  la  pression  du  liquide  est  considérée 
comme  nulle.  Soit  AB  la  trace  verticale  de  la  paroi»  et  soit  D 
l'intersection  de  son  plan  prolongé  avec  NN.  Soit  C  le  centre 
de  pression»  et  supposons  qu'on  demande  sa  distance  AC  à 
l'axe  horizontal  A.  Décomposons  la  surface  AB  en  éléments  d(à 

19- 
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immergées  es!  visiblemenl  consianle  ei  égale  au  poids  H  du 
Rièlre  cube  de  liquide  mulliplié  par  la  différence  h  de  niveau, 


absiraclion  faile  de  la  légère  variation  de  la  pression  atmo- 
sphérique sur  les  deux  surfaces  du  liquide. 

g    III.  —    PlESSIOH   D'dI*   fluide  BD8    VVt  SUBFACI  CDVBM. 

Quand  on  considère  l'action  d'un  fluide  sur  une  surfoce 
courbe,  M  ne  peut  plus  être  question  de  pression  totale.  Les 
pressions  élémentaires  ne  sont  plus  parallèles,  et,  générale- 
ment, elles  n'admettent  pas  de  résultante  unique.  On  petil 
avoir  à  chercher  la  somme  des  composantes  de  ces  pressions 
élémentaires  sur  un  axe  quelconque;  la  solution  de  cette 
question  est  fournie  par  le  théorème  suivant,  qui  est  évident: 

TbEorëmb.  —  La  composante  suivant  un  axe  Ox  de  ta  prêt- 
sionpbi,  qui  s' exerce  normalement  à  un  élément  superficiel  a, 
est  représentée  par  la  pression  que  supporterait  au  même 
point  la  projection  u'  de  l'élément  u  sur  ua  plan  perpendie»- 
laire  à  Ox. 

En  effet,  si  N  est  la  normale  à  l'élément  ta,  la  composante 

cherchée  est  

piacos  N,  J  — pu', 

puisque  a  cos  N,  x  est  précisément  égal  k  la  projection  u'  de 
l'aire  sur  le  plan  perpendiculaire  à  0^. 

Corollaire  I.  —  Si  le  fluide  qui  s'appuie  sur  une  sarfece 
courbe  est  k  une  pression  constante  (ce  qu'on  peut  sou- 
vent admettre  approximativement  pour  un  gaz  de  peu  d'é- 
tendue}, la  somme  algébrique  deS' projections  sur  un  axe  Or 
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des  pressions  élémentaires  supportées  par  celte  surface  est 
égale  à  la  pression  que  supporterait,  en  contact  avec  le  même 
fluide,  une  surface  égale  à  la  projection  de  la  surface  courbe 
sur  un  plan^Oa  perpendiculaire  à  Ox.  Il  doit  être  entendu 
que,  lorsque  les  parallèles  à  Taxe  Gx  rencontrent  deux  fois 
la  surface  pressée,  les  projections  des  pressions,  comme  les 
projections  des  éléments  superficiels  où  cette  rencontre  a 
lieu,  se  détruisent.  Exemples  :  calotte  sphérique,  portion  de 
surface  cylindrique  à  base  circulaire  qui,  développée,  de- 
viendrait un  rectangle,  chaudières  à  vapeur. 

Corollaire  II.  —  Lorsqu'on  a  égard  à  TajCtion  de  la  pesan^ 
leur  sur  le  fluide  liquide  ou  gazeux  qui  presse  tuie  surface 
courbe,  la  propriété  indiquée  au  Corollaire  I  a  encore  lieu, 
pourvu  que  Taxe  Ox  soit  horizontal. 

Corollaire  III.  —  Dans  la  même  hypothèse  du  fluide  pe- 
sant, la  pression  normale  sur  un  élément  superficiel  quel- 
conque a  pour  projection  verticaleune  force  égale  au  poids  du 
cylindre  fluide  vertical  tronqué  ayant  pour  base  inférieure 
réiément  superficiel,  et  ayant  sa  base  supérieure  au  niveau 
ou  la  pression  est  nulle,  ce  cylindre  étant  d'ailleurs  composé 
de  couches  homogènes  avec  celles  qui  composent  le  fluide 
pesant. 

On  explique  ainsi  pourquoi  la  pression  d'un  liquide  sur  le 
fond  d'un  vase  non  cylindrique  est  tantôt  plus  grande,  tantôt 
plus  petite  que  le  poids  du  liquide  contenu  dans  le  vase.  Dans 
tous  les  cas,  la  résultante  des  pressions  exercées  par  ce  liquide 
sur  toute  la  paroi  intérieure  du  vase,  abstraction  faite  de  la 
pression  atmosphérique,  est  égale  au  poids  du  liquide  entier, 
ce  qui  est  d'ailleurs  une  conséquence  nécessaire  de  l'équi- 
libre de  ce  dernier,  sous  l'action  de  la  pesanteur  et  des  réac- 
tions du  vase. 

Cas  où  les  pressions  admettent  une  résultante  unique» 
Poussée  d'un  fluide.  —  Lorsqu'un  corps  est  plongé  en  totalité 
ou  en  partie  dans  un  fluide  pesant  en  repos,  qui  entoure 
complètement  la  partie  immergée,  les  pressions  que  ce  fluide 
exerce  normalement  à  la  surface  du  corps  ont  une  résultante 
unique  passant  par  le  centre  de  gravité  du  fluide  déplacé,  et 
égale,  mais  directement  opposée  au  poids  de  ce  même  fluide. 
Cela  résulte  des  corollaires  II  et  lil,  mais  se  reconnaît  a  priori 
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en  remarquant  que  rien  ne  serait  changé  aux  pressions,  si  le 
corps  plongé  était  remplacé  par  le  fluide  qu'il  déplace,  et  alors 
la  proposition  serait  une  conséquence  des  règles  de  la  Sta- 
tique. Il  est  bien  entendu  que  le  fluide  environnant  est  en 
contact  avec  toute  la  surface  qui  limite  le  corps  considéré 
au-dessous  du  plan  de  niveau  où  cesse  le  fluide.  Celui-ci  peut 
d'ailleurs  être  composé  de  couches  horizontales  de  diverses 
densités;  mais  alors  il  faut  prolonger  par  la  pensée  ces  cou- 
ches dans  la  partie  immergée  du  corps  solide»  pour  avoir  le 
poids  du  fluide  déplacé  et  son  centre  de  gravité.  I«a  résultante 
des  pressions  du  fluide  sur  le  corps  qui  y  est  immergé  s'ap- 
pelle improprement  la  perte  de  poids  du  corps  due  à  son 
immersion.  Le  centre  de  gravité  du  fluide  déplacé  est  conve- 
nablement désigné  sous  le  nom  de  centre  des  pressions  que 
le  corps  immergé  supporte. 

Équilibre  d'un  corps  solide  entièrement  plongé.  —  Si  ce 
corps  est  sous  les  seules  actions  de  la  pesanteur  et  du  fluide 
environnant,  il  faut  pour  l'équilibre  : 

i''  Que  son  poids  soit  égal  à  celui  du  fluide  qu'il  déplace; 

1"*  Que  le  centre  de  gravité  du  solide  et  celui  du  fluide  dé- 
placé (celui  du  volume* du  corps,  si  le  fluide  est  homogène) 
soient  sur  une  même  verticale. 

Quant  à  la  seconde  condition»  il  y  a  une  distinction  impor- 
tante iy  faire.  Puisque  le  corps  est  solide,  on  peut,  sans  rien 
changer  à  son  état  de  repos  ou  de  mouvement,  remplacer  les 
forces  auxquelles  il  est  soumis  par  leurs  résultantes,  savoir: 
la  force  P  représen:ant  son  poids  (Jig.  77),  appliquée  au  centre 


de  gravité  G  du  solide,  et  la  pression  résultante  ou  poussée  R 
verticale  ascendante  égale  à  P,  mais  appliquée  au  centre  de 
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pressionC.  La  résultante  de  translation  de  ces  forces  étant  nulle, 
de  quelque  manière  qu'on  place  le  corps  dans  le  liquide,  sans 
viiesse  initiale,  le  centre  de  gravité  resle  immobile;  mais,  en 
vertu  de  la  force  R,  le  corps  tourne  autour  de  G  vers  la  posi- 
tion où  C  est  verticalement  au-dessus  de  G.  De  là,  la  distinc- 
tion de  deux  équilibres,  Tun  stable,  l'autre  instable,  suivant 
que  G  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  C. 

Si  le  solide,  au  lieu  d'être  libre  dans  le  liquide,  est  suspendu 
à  un  point  fixe  par  un  fil  très-mince  et  supposé  sans  pesan- 
teur, celui-ci  pour  l'équilibre  devra  être  vertical  comme  les 
deux  forces  P  et  R,  dont  la  différence  sera  la  tension  de  ce  fil. 
Le  poini  d'attache  A  du  01  au  corps  solide  et  les  deux  points 
G  et  C  seront  dans  un  même  plan  vertical;  et,  en  supposant 
P>>  R,  la  verticale  du  point  G  partagera  en  D  la  distance  des 
points  A  et  C  en  deux  parties  réciproquement  proportion- 
nelles aux  forces  P  —  R  et  R,  ce  qui  détermine  la  situation  du 
corps  suspendu  par  rapport  au  fil. 

Équilibre  des  corps  flottants. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  d'un 
corps  qui  flotte  à  la  surface  d'un  liquide  supposé  lui-même 
en  équilibre  exige,  comme  dans  le  cas  d'un  corps  complète* 
ment  immergé  : 

I**  Que  le  poids  du  corps  soit  égal  au  poids  du  fluide  dé- 
placé; 

2"  Que  le  centre  de  gravité  du  corps  et  celui  de  cette  por- 
tion de  liquide  soient  sur  la  même  verticale. 

Les  questions  relatives  à  l'équilibre  des  corps  flottants, 
principalement  au  point  de  vue  de  la  stabilité,  présentent 
une  grande  importance,  à  cause  des  applications  à  l'art  de  la 
navigation.  11  est  indispensable  que  nous  disions  ici  quelques 
mots  de  cette  théorie  difficile. 

Stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants.  —  Le  liquide 
étant  supposé  homogène,  le  centre  de  gravité  du  fluide  dé- 
placé dépend  uniquement  de  la  figure  de  la  partie  immergée 
du  solide.  Nous  emprunterons  à  l'art  nautique  le  terme  du 
centre  de  carène^  sous  lequel  on  désigne  ce  point  auquel  est 
appliquée  la  réaction  ou  poussée  du  fluide. 
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Cela  posé,  il  est  évident  que  la  stabilité  est  assurée  si  le 
centre  de  gravité  G  du  corps  est  au-dessous  du  centre  de 
carène  C  (fg.  78);  mais  cette  condition,  toujours  suffisante, 

Fig.  78. 


n*est  pas  nécessaire  :  il  est  même  facile  de  voir  qu'elle  n'est 
jamais  remplie  dans  les  cas  les  plus  habituels.  ProposonsHious 
donc  de  chercher  la  véritable  condition  de  stabilité. 

Du  métacentre^  —  La  plus  ancienne  solution  de  ce  pro- 
blème est  due  à  Bouguer;  elle  est  fondée  sur  la  considération 
d'un  point  remarquable,  connu  sous  le  nom  de  métacentre, 
point  auquel  on  arrivait  par  le  raisonnement  que  voici  : 

Supposons  que  le  navire  admette  deux  plans  de  symétrie 
rectangulaires,  lesquels  soient  verticaux  dans  la  posilion  d'é- 
quilibre, Tun  de  ces  plans  étant  dirigé  dans  le  sens  de  la  fon- 
gfteur^  l'autre  dans  le  sens  de  la  largeur  au  bâtiment.  Repré» 
sentons  (Jig.  79  )  la  section  du  corps  par  Tun  de  ces  plans. 

Fie-  79- 


L'équilibre  étant  censé  établi,  la  poussée  du  liquMe  est 
exactement  égale  au  poids  du  corps,  et  les  points  d'applica- 
tion de  ces  deux  forces  sont  sur  une  même  verticale. 

Dérangeons  maintenant  le  corps  inflniment  peu,  en  respec- 
tant la  verticalité  du  plan  de  la  figure,  et  en  nous  arrangeant 
de  manière  que  le  volume  immergé  reste  constant,  ce  qol 
exige,  comme  on  sait,  que  le  nouveau  niveau  Ai B|  coupe  la 
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ligne  AB  en  son  milieu  dy  ou  ea  général  que  les  plans  corres- 
pondanis  se  coupent  au  centre  de  gravité  des  sections  qu'ils 
déterminent. 

Avec  ces  hypothèses,  la  poussée  du  liquide  est  toujours 
égaleau  poids  du  corps,  tout  étant  toujours  supposé  en  repos, 
et  le  centre  de  gravité  G  reste  en  repos,  au  premier  instant 
du  moins.  Cela  posé,  on  voit  que  le  moment  autour  de  ce 
point  G  de  la  poussée  qui  passe  par  le  nouveau  centre  de 
carène  tend  à  ramener  le  corps  à  sa  position  d'équilibre  ou 
à  l'en  écarter,  selon  que  le  point  G  sera  au-dessous  ou  au- 
dessus  du  point  M. 

En  donnant  à  ce  point  M  le  nom  de  métacentret  on  dit  ha- 
bituellement que  Véquilibre  est  stable,  quand  le  centre  de 
gravité  est  au-dessous  du  métacentre. 

Définition  géométrique  du  métacentre.  —  Menons  à  travers 
la  section  une  série  de  droites  détachant  des  aires  égales,  le 
corps  étant  pour  plus  de  simplicité  supposé  cylindrique,  et 
construisons  le  lieu  géométrique  des  centres  de  gravite,  C,  de 
ces  segments  égaux.  • 

Je  dis  en  premier  lieu  que  les  tangentes  à  cette  courbe  se- 
ront à  chaque  instant  parallèles  aux  sécantes  correspondantes 
AB,  Al  B, .  En  effet,  comme  tout  se  réduit  à  un  déplacement 
horizontal  d'une  ceriaiiTe  masse,  le  centre  de  gravité  ne  peut 
se  mouvoir  qu'horizontalement.  Il  suit  de  là  que  les  verticales 
successives  CG,  CM  sont  les  normales  au  lieu  CC,  et  que  le 
métacentre  est  le  centre  de  courbure  de  ce  lieu. 

La  théorie  précédente  n'est  pas  rigoureuse;  M.  Duhamel  a 
fait  voir  que  l'équilibre  peut  être  instable,  bien  que  le  centre 
de  gravité  soit  au-dessous  du  métacentre;  il  a  traité  d'une 
manière  complète  le  problème  des  oscillations  des  corps  flot- 
tants {Journal  de  rÉcole  Polytechnique,  24*  Cahier,  i835)  en 
admettant  que,  pour  les  vitesses  prises  parle  corps  et  le  liquide, 
la  loi  des  pressions  ne  différait  pas  de  celles  de  l'Hydrostatique. 
Chacun  sait  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  d'une  manière  générale,  ce 
que  le  phénomène  de  la  natation  suffirait  à  établir.  M.  Clebsch 
a  montré  que  les  termes  dont  on  ne  tient  pas  compte  dans 
cette  théorie  sont  du  même  ordre  que  ceux  que  l'on  con- 
serve,  de  sorte  que  la  véritable  théorie  de  la  stabilité  des 
corps  flottants  est  beaucoup  plus  compliquée  qu'on  ne  l'avait 
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cruy  et  doit  être  rapportée,  non  plus  à  THydrostaUque»  mais 
à  l'Hydrodynamique. 

Ce  qu*on  peut  dire,  quand  on  ne  veut  pas  pousser  cette 
théorie  à  fond,  c'est  que  l'excès  de  la  pression  hydrodyna- 
mique sur'la  pression  hydrostatique  ayant  pour  effet  d'augmen- 
ter la  pression  qui  résiste  aux  parois  en  mouvement ,  et  de 
produire  un  vide  en  arrière  de  celles  qui  fuient,  cet  excès 
ne  peut  qu*ètre  favorable  à  la  stabilité,  et  que  la  théorie  or- 
dinaire fait  connaître  des  conditions  sufOsanles  ,  sinon  né- 
cessaires. 
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CHAPITRE  IL 


HYDRODYNAMIQUE. 


D'après  ce  que  nous  avons  dit  de  l'utilité  de  l'Hydraulique, 
on  comprend  facilement  que  l'art  de  conduire  et  d'utiliser  les 
eaux  a  dû  être  cultivé  de  tout  temps  avec  plus  ou  moins  de 
succès.  Les  anciens  ont  même  exécuté  de  très-beaux  travaux 
dans  ce  genre,  travaux  dont  quelques-uns  subsistent  encore 
et  n'ont  pas  été  surpassés. 

Mais  l'Hydrodynamique  rationnelle  est  une  science  née  il 
n'y  a  pas  encore  deux  siècles.  Newton  a  tenté  le  premier  de 
calculer,  par  les  principes  de  la  Mécanique,  le  mouvement 
des  fluides,  et  d'Alembert  est  le  premier  qui  ait  réduit  les 
vraies  lois  de  leur  mouvement  à  des  équations  analytiques. 
Clairaut  avait  donné  dans  sa  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre, 
en  1743»  les  lois  générales  de  Téquilibre  des  fluides;  il  ne 
s'agissait  donc  que  de  passer  de  ces  lois  à  celles  de  leur  mou- 
vement, par  le  moyen  du  principe  auquel  d'Alemberl  avait 
réduit,  à  cette  même  époque,  toute  la  Dynamique.  Ce  dernier 
flt,  quelques  années  après,  ce  pas  important,  à  l'occasion  du 
prix  que  l'Académie  de  Berlin  proposa  en  1760,  sur  la  théorie 
de  la  résistance  des  fluides.  Ënfln  £uler,  simpliflant  et  com- 
plétant les  théories  de  d'Alembert,  donna  les  premières  for- 
mules générales  pour  le  mouvement  des  fluides,  fondées  sur 
les  lois  de  leur  équilibre,  et  présentées  avec  la  notation  simple 
et  lumineuse  des  difl'érences  partielles. 

Nous  allons  commencer  par  établir  ces  équations,  dont  l'in- 
tégration, si  elle  était  possible,  aurait  pour  effet  de  détermi- 
ner complètement  les  circonstances  du  mouvement  et  de 
l'action  d'un  fluide  mû  par  des  forces  quelconques.  Halheu- 
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reusement,  elles  sonl  si  rebelles  qu'on  n'a  pu  jusqu'à  présent 
en  venir  à  bout  que  dans  des  cas  très-limités. 


§  I.  -—  Équations  générales  du  houtemrnt  dis  fluides. 

Pour  se  faire  une  idée  exacte  du  problème  considéré  de  la 
manière  la  plus  générale»  il  faut  supposer  que>  à  un  instant 
déterminé  que  l'on  prendra  par  exemple  pour  origine  des 
temps  (/  —  o),  on  connaisse  la  position  de  toutes  les  molé- 
cules qui  composent  le  fluide»  et  les  vitesses  dont  elles  sont 
animées;  que,  de  plus»  on  donne  les  forces  extérieures  qui 
agissent  sur  tous  les  points  du  fluide,  les  pressions  elles 
autres  conditions  relatives  à  ses  limites  dans  tous  les  sens. 

Cela  posé»  il  s*agii  de  déterminer  le  mouvement  de  chaque 
molécule  en  particulier,  c'est-à-dire  de  trouver  l'expression 
des  trois  coordonnées  de  cette  molécule  en  fonction  du 
Vemps»  et  de  connaître  de  plus  la  pression  et  la  densité  en  un 
point  quelconque,  la  température  dans  le  cas  d'an  gaz. 

Pression  dans  les  liquides  en  mouvement.  —  Qu'est-ce  que 
la  pression  en  un  point  d*un  liquide  en  mouvement?  Cest 
l'action  mutuelle  de  deux  portions  infiniment  petites  en  con- 
tact. Peut-on  dire  qu'elle  soit  la  même  dans  tous  les  seas? 
Comment  la  mesurer? 

£n  vertu  du  principe  de  d'Alembert»  un  liquide  en  mouve- 
ment peut  être  considéré  comme  étant  en  équilibre  sous  Fin- 
fluence  des  forces  extérieures»  des  pressions  et  des  forces 
d'inertie.  Or  les  forces  d'inertie  sont  de  la  nature  de  celles 
qui  sonl  proportionnelles  aux  masses  et  qui,  à  la  limite,  dis- 
paraissent devant  les  pressions;  donc  on  peut  étendre  au  cas 
d'un  liquide  en  mouvement  notre  démonstration  du  principe 
fondamenul  de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens,  et  déGoir 
la  pression  comme  en  Hydrostatique* 

Ce  principe  de  l'égalité  de  pression  suppose  la  fluidité  par- 
faite» c'est-à-dire  la  pression  nornuile  aux  surfaces,  ou  bien 
l'absence  de  tout  froUement.  Or,  si  ceue  bypotbèse  ne  s'écarte 
pas  sensiblement  de  la  vérité  dans  le  cas  d'un  liquide  en  équi- 
libre, Tcxpéricnce  prouve  que,  danslemouvement  desliquides» 
il  se  développe  un  frottement  dont  l'intensité  augmente  avec 
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la  vitesse.  Pour  le  reconnaîlre,  il  sufQi  de  considérer  une 
rivière.  Son  mouvement,  dans  une  étendue  limitée,  est  sensi- 
blement uniforme  et,  s'il  D*y  avait  pas  de  frottement,  il  serait 
accéléré  comme  celui  des  corps  qui  glissent  sur  des  plans 
inclinés.  De  plus,  si  le  frottement  des  liquides  suivait  à  peu 
près  les  mêmes  lois  que  celui  des  corps  solides,  il  y  aurait 
une  certaine  inclinaison  de  lit  sur  laquelle  le  mouvement 
serait  uniforme;  dans  tous  les  autres  cas,  il  y  aurait  mouvement 
accéléré  ou  retardé.  Or  Tobservalion  montre,  au  contraire,  que 
le  mouvement  uniforme  s'établit  toujours,  quelle  que  soit  la 
pente;  seulement  la  vitesse  augmente  avec  la  pente.  Il  faut 
donc  que  le  frottement  augmente  aussi  avec  la  vitesse.  Ces 
réserves  étant  faites,  nous  commencerons  par  négliger  le  frot- 
tement; nous  verrons  ensuite  à  en  tenir  compte. 

Du  problème  général  de  l* Hydrodynamique.  —  Les  coor- 
données a:,  j,  z  d'une  molécule  déterminée  sont  des  fonctions 
de  la  seule  variable  /;  mais  ces  fonctions  changent  d'une  mo- 
lécule à  l'autre  et  dépendent,  par  conséquent,  des  coordon- 
nées a,  6,  c  du  point  où  se  trouvait  à  l'origine  du  mouvement 
la  molécule  que  l'on  considère.  On  doit  donc  regarder  x, 
y^  z  comme  des  fonctions  des  quatre  variables  indépendantes 
/i,  b,  c^  t;  et  si  l'on  peut  trouver  l'expression  générale  de  ces 
trois  fonctions,  on  connaîtra  exactement  le  mouvement  de 
telle  molécule  que  l'on  voudra,  à  partir  de  sa  position  initiale. 

Ce  n'est  point  ainsi  que  l'on  pose  habituellement  le  pro- 
blème. Au  lieu  de  suivre  une  molécule  dans  son  mouvement, 
on  se  place  en  un  point  M  déterminé  (j;,  y,  z)  de  l'espace 
occupé  actuellement  par  le  liquide.  Soient  u^  v^  w  les  compo- 
santes de  la  vitesse  de  la  molécule  qui  passe  au  point  M  à 
répoque  /  :  au  bout  d'un  certain  temps,  cette  molécule  se  sera 
transportée  ailleurs;  elle  sera  remplacée  au  point  M  par  une 
autre  qui  sera  animée  d'une  autre  vitesse  [ux,  i^,,  a/,);  de  sorte 
qu'en  un  point  fixe  les  composantes  w,  v,  w  doivent  être  con- 
sidérées comme  des  fonctions  du  temps  /;  elles  varient  en 
outre  avec  le  point  M  que  l'on  considère,  de  sorte  que  ce 
sont  en  défmitive  des  fonctions  des  quatre  variables  indépen- 
dantes x^  yy  z,  t. 

Proposons-nous  de  déterminer  d'une  manière  générale  ces 
fonctions  Uy  v,w\  et,  cela  fait,  il  est  facile  de  voir  que  le  pro- 
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blême  pourra  être  regardé  comme  résolu  (en  metlant  de  côté 
les  difficultés  purement  analTtiques}.  En  effet,  si  l'on  veut 
alors  connaître  le  mouvement  d'une  molécule  en  particulier, 
il  suffira  de  considérer  jr,  r»  z  comme  des  fonctions  de  /  seu- 
lement» et  de  poser  les  équations 

rfjT  dr  dz 

En  remplaçant  u^  v,  w  par  leurs  valeurs  et  intégrant»  on  au- 
rait X,  y,  z  en  fonction  de  /  et  de  trois  constantes  arbitraires, 
et  l'on  déterminerait  les  arbitraires  en  exprimant  que,  pour 
/  =1  o,  les  variables  x,  y,  z  prennent  les  valeurs  a,  b,  c  des 
coordonnées  initiales  de  la  molécule  que  l'on  considère. 

Le  premier  problème  que  nous  nous  proposerons  est  don€ 
la  détermination  de  Uj  c,  w;  nous  introduirons  comme  incon- 
nues auxiliaires  la  pression  p  et  la  densité  f>. 

Équations  fournies  par  le  principe  de  d'Jtemberl,  —  Dési- 
gnons par  u\  v',  w'  les  dérivées  complètes  de  u,  f,  cv,  par 
rapport  au  temps,  c'est-à-dire  les  projections  de  l'accélératiOD 
totale  de  la  molécule  qui  occupe  la  position  M  à  l'époque  /. 
Les  équations  générales  de  l'équilibre  des  liquides  doivent 
être  satisfaites  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  X—ii',  Y— i'',  Z— w'; 
donc  on  a 

^       o(X-«').     '!f=o'\-.'),     ^-?=o(Z -«•'). 
dx       '  '       dy       '  '  ^      dz       '  ^  ' 

Pour  obtenir  u\  v\  w\  il  faut  différentier  u^  v,  cr,  en  y  re- 
gardant x^  y%  z  comme  des  fonctions  de  /  qui  se  rapportent 
au  mouvement  de  la  molécule  que  nous  considérons;  c'esl- 
â-dire  qu'on  devra  faire 


dx 

dl  - 

w, 

dv 

dt  ' 

dz 

-''''  dl 

—  w. 

On 

trouve  ainsi 

,      du 

u  --  -r- 
dl 

• 

du 
dx 

du 

-i-  u            -i- 

du 

•<V-|-i 

dz 

dt 

■ 
1 

di' 
"dx 

dv 

dy 

dv 
'''dz' 

,      div 
dt 

• 

div 
"dx 

diV 

-r-  i'-j i- 

dw 
'"'dz- 
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dloii 

'  i  dp ^        fin  du  du  du 

p  dx  dt  dx         dy  dz 

,  \  dp       .r       dv  dv  dv  dv 

'  p  djr  dt  dx         dy  dz 

i  dp div  div         dw  dw 

p  dz  dl  dx  dy  dz 

Ces  trois  équations  ne  suffisent  pas  pour  la  détermination 
des  cinq  fonctions  p,  p,  u,  v,  iv:  il  en  faut  deux  de  plus,  à 
moins  que  p  ne  soit  constant;  et,  même  dans  ce  cas,  il  en 
restera  encore  une  à  trouver.  On  peut  obtenir  ces  équations 
d'après  la  condition  que  le  fluide  reste  continu. 

Équation  de  continuité.  —  Remarquons  d'abord  que  la  den- 
sité p  est  nécessairement  liée  aux  vitesses  u,  v,  w  des  diverses 
molécules,  indépendamment  de  toute  considération  des  forces 
qui  leur  sont  appliquées.  En  effet,  si  l'on  connaît  u^  v^  w, 
nous  avons  vu  que  le  mouvement  de  la  masse  fluide  serait 
complètement  connu  :  on  pourrait  savoir  où  sont  situées  à  un 
instant  quelconque  les  diverses  molécules  qui  occupaient  pré- 
cédemment des  positions  données;  on  pourrait  savoir  en  par- 
ticulier quelles  sont  les  molécules  qui  se  trouvent  à  cet  in- 
stant dans  l'Intérieur  d'un  élément  de  volume  quelconque,  et 
par  conséquent  quelle  est  la  masse  totale  du  fluide  contenu 
dans  cet  élément;  on  en  conclurait  la  densité  p,  c'est-à-dire  la 
masse  de  l'unité  de  volume. 

Pour  traduire  analytiquement  ces  considérations  bien  sim- 
ples, concevons  que  tout  l'espace  occupé  par  le  fluide  soit 
partagé  en  parallélépipèdes  infiniment  petits  de  volume 
dxdydz.  Après  le  temps  dt^  ces  parallélépipèdes  doivent  se 
trouver  encore  remplis  par  le  fluide,  excepté  peut-être  ceux 
qui  se  trouveraient  à  la  surface  libre;   et  par  conséquent 

l'accroissement  de  la  densité  dans  chacun  d'eux,   -77  dt.  sera 

dt      i 

égal  à  l'accroissement  de  la  masse  qui  y  était  renfermée,  divisé 

par  le  volume  :  il  faut  donc  chercher  l'excès  de  la  masse  du 

fluide  qui  est  entré  dans  un  quelconque  d'entre  eux  sur  la 

masse  qui  en  est  sortie  pendant  le  temps  dt. 

La  direction  de  la  vitesse  variant  d'une  manière  continue, 
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s'il  entre  du  tluide  par  une  face,  il  en  sortira  par  la  face  oppo- 
sée, et  si  l'on  calcule  l'excès  de  la  masse  de  la  première  quan- 
tité sur  la  seconde,  pour  les  trois  couples  de  faces  parallèles, 
la  somme  de  ces  excès  sera  l'accroissement  de  la  masse  ren- 
fermée dans  le  parallélépipède. 
Soit  d'abord  la  face  parallèle  aux  j,  z  :  il  entre  d'un  côté 

pu  dydzdt'y 
il  sort 


(pw  H — Y~  ^^]  drdzdt; 


l'excédant  est 

En  divisant  la  somme  des  trois  excès  par  dxdjrdz^  on 
devra  avoir  -jidt;  de  là  l'équation  dite  de  continuité 

dp       dpii  _^dpv       dpiv  _ 

(^)  dî-^-dy^-d^-^IT^''' 

Équation  fournie  par  la  nature  physique  du  fluide.  —  Exa- 
minons maintenant  de  quelle  manière  l'équation  (2)  doit  être 
interprétée  suivant  la  nature  du  fluide.  Nous  étudierons  seu- 
lement les  deux  cas  suivants  : 

i"*  Liquide  absolument  incompressible,  homogène  et  de 
température  constante.  Dans  ce  cas  p  est  indépendant  du 
temps.  On  a  p  =  const.,  et  l'équation  ('2]  prend  la  forme 

^  du       dv       div 

dx       dy       dz 

On  a  alors  quatre  inconnues  seulement  à    déterminer  et 
quatre  équations. 
2«  (îaz  de  température  constante  (*).  On  sait  qu'alors  la 


{*)  L'hypothèse  d'un  gaz  en  mouvement  dont  tous  les  points  sont  en  parfait 
équilibre  de  température  ne  se  réalise  jamais  dans  les  applications;  aussi  U 
théorie  actuelle  doit-elle  être  regardée  comme  complètement  insuffisante  poor 
les  besoins  de  la  pratique. 
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densiié  est  proportionnelle  à  la  pression,  et  Ton  a  entre  ces 
deux  quantités  une  équation  de  la  forme 

(4)  p  =  ^P' 

Telle  est  la  cinquième  équation  qui  complète  la  solution 
générale  du  problème. 

L'intégration  dés  équations  différentielles  introduira  des 
fonctions  arbitraires  qui  devront  être  déterminées  d'après  les 
circonstances  initiales  du  mouvement,  et  aussi  d'après  les 
conditions  relatives  à  la  surface  du  fluide,  lequel  peutse  mou- 
voir le  long  de  parois  fixes  ou  mobiles,  et  éprouver  sur  sa 
surface  libre  des  pressions  constantes  ou  variables.  On  sup* 
pose  ordinairement  que  les  points  qui  sont  d'abord  en  con- 
tact avec  une  paroi  mobile  ou  immobile  y  restent  indéfini- 
ment, et  que  les  points  qui  appartiennent  à  la  surface  libre  ne 
cessent  jamais  d'en  faire  partie.  Ces  hypothèses  restreignent 
les  déplacements  possibles,  et,  malgré  cela,  il  est  encore  bien 
peu  de  cas  où  les  calculs  puissent  s'effectuer  complètement. 

On  peut  dire  que  les  efforts  des  géomètres  ont  servi  seule- 
ment à  montrer  la  grande  difficulté  de  soumettre  à  l'analyse 
le  mouvement  des  fluides,  et  l'on  n'a  pas  même  tenté  de  faire 
l'application  de  la  théorie  précédente  à  l'étude  du  cours  des 
rivières  et  des  mouvements  de  l'atmosphère. 

C'est  ainsi  qu'on  a  senti  la  nécessité  de  prendre  l'expé- 
rience pour  guide  dans  des  recherches  aussi  délicates.  Tor- 
ricelli,  Mariolte,  Guglielmini,  Pitot,  Couplet  avaient  déjà 
marché  dans  cette  voie,  mais  sans  avoir  trouvé  des  données 
suffisantes  pour  établir  un  ensemble  constituant  une  véritable 
science  expérimentale.  Ils  furent  suivis  par  Bossut,  Dubuat, 
Prony,  Eytelwein,  Poncelet,  etc.,  sans  parier  de  tous  les 
autres  plus  modernes  qui  continuent  la  tâche  commencée  par 
leurs  devanciers. 

Quant  aux  équations  générales,  on  en  a  jusqu'ici  tiré  très- 
peu  de  chose;  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  les  théorèmes 
généraux  de  la  Mécanique  rationnelle  s'appliquent  aux  fluides 
comme  à  tous  les  systèmes  de  points  matériels,  et  il  arrivera 
dans  un  grand  nombre  de  cas  que  l'application  de  l'un  de  ces 
théorèmes  pourra  conduire  au  résultat  cherché,  au  moins  avec 
un  certain  degré  d'approximation.  Le  théorème  des  forces 

20. 
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vives  notamment  a  servi  de  base  à  Y  Hydrodynamique  de  Da- 
niel Bernoulli,  imprimée  en  1738,  Ouvrage  qui  brille  d'ailleurs 
par  une  analyse  aussi  éléganie  dans  sa  marche  que  simple 
dans  ses  résultats.  Nous  aurons  fréquemment  à  employer  ce 
théorème  sous  la  forme  donnée  par  Daniel  Bernoulli»  forme 
que  nous  allons  établir  dans  le  paragraphe  suivant. 

§   II.    —    Du    RÉGIME   PERMANENT   D*UNB   MASSE   LIQUIDE 

EN   MOUVEMENT. 

Plaçons-nous  maintenant  au  point  de  vue  des  applications, 
et  considérons  un  liquide  en  mouvement  dans  des  conditions 
quelconques.  Au  commencement  du  mouvement,  il  se  passe 
des  phénomènes  plus  ou  moins  compliqués;  mais  au  bout 
d'un  certain  temps  on  obtient  généralement  un  état  ou  régime 
permanent  dans  lequel  toutes  les  circonstances  restent  les 
mêmes  aux  mêmes  points  de  l'espace,  et  ne  varient  que  d'un 
point  à  l'autre. 

Ainsi,  en  un  point  quelconque,  la  vitesse  du  liquide  sera 
constante  en  grandeur  et  en  direction,  et,  par  conséquent, 
deux  molécules  qui,  à  des  époques  déterminées,  auront  oc- 
cupé une  même  position,  parcourront  la  même  trajectoire 
d'une  manière  identique. 

Les  rivières,  dans  leur  cours  habituel,  nous  donnent  un 
exemple  de  masses  liquides  à  l'état  de  régime  permanent.  S'il 
arrive  une  crue,  cet  éiat  se  trouve  remplacé  au  bout  de  quel- 
que temps  par  un  régime  différent,  lequel  persistera  jusqu'à 
de  nouvelles  perturbations. 

Filet  liquide.  —  Soit  un  point  M  du  liquide  [fig.  80);  par  ce 

Fig.  80. 


point,  conduisons  un  plan  normal  à  la  vitesse  commune  de 
toutes  les  molécules  qui  y  passeront  successivement,  et  tra- 
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çons  dans  ce  plan  autour  du  point  M  une  courbe  infiniment 
petite  quelconque.  L'ensemble  des  trajectoires  des  molécules 
qui  traversent  l'aire  plane  limitée  par  cette  courbe,  et  qui  ne 
se  sépare  pas  dans  le  mouvement,  forme  \xn  filet  liquide.  Le 
Glet  peut  se  dilater,  se  rétrécir,  mais  nous  admettrons  que  la 
section  ne  varie  que  très-peu  et  par  degrés  insensibles,  sans 
quoi  les  frottements  des  molécules  liquides  les  unes  sur  les 
autres  ne  seraient  plus  négligeables. 

Étude  des  diverses  circonstances  du  mouvement  permanent 
d'un  filet  liquide  supposé  sans  frottement.  —  Occupons-nous 
d'abord  des  équations  au  moyen  desquelles  nous  établirons  la 
continuité  et  la  permanence  du  mouvement  du  filet. 

Soit  </a)  la  section  du  filet  en  un  point  quelconque.  La  masse 
du  fluide  qui  passe  dans  cette  section  pendant  le  temps  dt 
est  rfw  vdt\  et  si  rfQ  représente  le  volume  débité  par  seconde, 
lequel  est  rigoureusement  uniforme  en  vertu  de  la  perma- 
nence, on  aura 

dQ=ivd(ù. 

Le  filet  liquide  étant  continu,  on  devra  avoir  le  même  débit 
pour  toutes  les  sections  rfw',  rfo)", ...  du  filet  ;  donc  on  a 

telle  est  l'équation  dite  de  permanence. 

Théorème  de  D.  Bernoulli.  —  Cela  posé,  le  principe  des 
forces  vives  suffit  pour  étudier  les  circonstances  du  mouve- 
ment d'un  filet  liquide  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur,  quand 
on  néglige  les  frottements  des  molécules  les  unes  sur  les  autres 
et  sur  les  parois  encaissant  le  filet. 

Soient  MM'  [fig.  8i)  une  portion  de  filet  liquide  soumis  à  la 
seule  action  de  la  pesanteur;  (^,  d(ùy  p  la  vitesse,  la  section  et  la 
pression  en  M;  v' y  dtù'y  p^  les  mêmes  quantités  au  point  M'; 
n  le  poids  spécifique. 

Écrivons  le  théorème  des  forces  vives  pour  un  petit  dépla- 
cement du  liquide  compris  entre  les  deux  sections  quelcon- 
qoes  MM'. 

Supposons  que,  par  l'effet  du  déplacement,  la  section  M 
soit  arrivée  en  M,,  et  la  section  M'  en  M',  au  bout  du  temps  dt. 

Dans  l'évaluation  de  l'accroissement  de  force  vive,  il  n'y  a 
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pas  à  tenir  compie  de  la  force  vive  de  la  portion  M.M',  laquelle 
figure  également  en  vertu  de  la  permanence  dans  l'expression 
de  la  force  vive  initiale  et  de  la  force  vive  finale,  avec  des  va- 


Fig.  8i. 


leurs  égales  dans  les  deux  cas;  il  suffira  de  prendre  la  force  vive 
de  la  masse  M'Mi  et  d'en  retrancher  celle  de  la  portion  HM|. 
On  aura  ainsi  pour  le  demi-accroissement  de  force  vive,  en 
désignant  le  débit  par  ^Q, 

I  dQdtll 


2        8 
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Évaluons  maintenant  le  travail  des  forces  qui  agissent  sur 
le  filet.  Ces  forces  sont  la  pesanteur  et  les  pressions  p'  et  p. 
Or  on  sait,  en  premier  lieu,  que  le  travail  de  la  pesanteur  cor- 
respondant à  un  déplacement  quelconque  d'un  système  de 
points  matériels  dépend  uniquement  du  poids  total  du  système 
et  de  la  quantité  dont  le  centre  de  gravité  s'est  élevé  ou  abaissé  ; 
donc  on  ne  l'altère  pas  en  supposante  la  place  du  mouvement 
réel  un  autre  mouvement  quelconque,  pourvu  que  le  dépla- 
cement final  du  centre  de  gravité  ne  soit  pas  altéré  ;  ici  l'on 
peut  supposer  que  le  mouvement  ait  consisté  simplement 
dans  le  transport  de  la  masse  MM,  à  la  position  M' M',  ;  de  sorte 
que  le  travail  de  la  pesanteur  est 

z  —  z'  étant  la  différence  de  niveau  du  centre  de  gravité  des 
volumes  MM,  et  M'M',,  et,  comme  ces  volumes  sont  infini- 
ment petits,  z  —  z'  représente  aussi  la  différence  de  niveau 
des  points  M  et  M'  de  ces  volumes. 
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Le  travail  de  la  pression  p  est  positif  et  égal  à 
pduivdt    ou    pdQdt;     • 
celui  de  la  pression  p'  est  négatif  et  égal  à 
p'dtùWdi    ou    p'dQdt; 
donc,  enfin,  on  a  l'équation 

^^^^(f"—v')=niz-z')dQdt  +  pdQdt-p'dQdt, 

ou,  en  divisant  par  JldQdi, 

Sous  cette  forme,  tous  les  termes  de  cette  équation  repré- 
senieni  des  hauteurs  : 


—  est  la  hauteur  due  à  la  vitesse  v"; 

^  et  ~  sont  les  hauteurs  représentatives  des  pressions. 

Concevons  qu'aux  difTérenls  points  de  notre  filet  (^^.  81) 


nous  élevions  des  tubes  étroits  MA,  M'A'  débouchant  dans 
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le  vide.  L'eau  s'élèvera  dans  ces  tubes  à  des  hauteurs  mar- 
quées par  ^}  n*  '  *  *  '  '^'^P''^^  '"  déflniiion  de  la  pression  des 
liquides.  Nous  nommerons  ces  tubes  tubes  piézométtiquet, 
d'après  d'Aubuisson,  qui  s'en  est  servi  pour  mesurer  la  pres- 
sion d'un  liquide  en  mouvement  aux  différents  points  d'un 
tuyau  de  conduite. 

Cela  posé,  ^  -f-  ^  esl  la  hauteur  au-dessus  du  plan  fixe  de 
comparaison  du  sommet  de  la  colonne  piézométrique  du 
point  M,  2'  +  ^  est  la  hauteur  analogue  pour  le  point  H',  et 
l'équation  [■)  veut  dire  que  : 

TaÉOBtMB.  —  La  différence  des  hauteurs  dues  aux  vitettet 
en  deux  points  quelconques  d'un  même  filet  liquide  ett  égak 
à  la  différence  de  niveau  des  sommets  des  colonnes  piêzomi~ 
triques  correspondantes. 

Il  résulte  de  là  que  si,  à  chaque  colonne  piézométrique, 
on  ajoute  une  hauteur  égale  à  la  hauteur  due  à  la  vitesse  du 
point  correspondant  de  la  veine  (lulde,  on  arrivera  toujours  à 
un  niveau  constant;  c'est  ce  que  l'équation  montre  si  on  la 
met  sous  la  forme 


{») 


-  ''  +  3  -  —  +  ^  - 


Ce  niveau  consuni  s'appelle  le  plan  de  charge. 

Pour  Taire  une  application  de  ce  théorème,  considérons,  dans 
une  veine  fluide  suftisamment  mince  {fig.  83),  diverses  sec- 


tions AB,  A'B',  A'B'qui  soient  traversées it  peu  près recungu- 
lairement  par  le  liquide,  et  dont  les  centres  de  gravité  soieut 
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G,  G',  G^.  La  variation  de  section  entre  AB  et  A'B*'  est  sup- 
posée continue  et  telle,  que  le  liquide  remplissant  cette  por- 
tion du  vase  y  coule  par  filets  à  peu  près  d'égale  vitesse,  et 
par  conséquent  sans  frottement  sensible.  Dans  ce  cas,  en  con- 
servant les  notations  précédentes,  on  a 

V»       p  v'^       n'  V"-       p" 

ag"     n      .    2g^     n  ^g     vL 

et 

Ainsi,  quand  on  connaîtra  les  aires  12, 12',  12''  et  les  ordon- 
nées Zy  z\  z" y  on  aura,  entre  les  trois  vitesses  et  les  trois  pres^ 
sions,  quatre  équations  qui  permettront  de  déterminer  quatre 
de  ces  quantités  en  fonction  des  deux  autres. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  inconnues  soient  les  trois 
vitesses  et  la  pression  /?'*  On  trouvera  d'abord,  sans  avoir 
égard  à  la  section  intermédiaire  et  en  éliminant  Y, 


(3)  V"=-     '  °        ^ 


■>.g{Z—z")-lr^—  ^ 


12- 

Mais  il  importe  de  remarquer  que  cette  formule  est  sou- 
mise à  un  cas  d'exception. 

Calculons,  en  effet,  la  pression  p',  nous  avons  pour  cela 
l'équation 

Il  est  possible  que  cette  équation,  si  z*  est  trop  considérable, 
donne  pour  p'  une  valeur  négative.  Dans  ce  cas,  le  mouve- 
ment permanent  est  impossible,  le  liquide  se  divise  comme 
il  fait  au  sommet  d'un  siphon  quand  ce  sommet  est  à  plus  de 
32  pieds  au-dessus  des  niveaux  du  liquide.  Les  deux  colonnes 
sont  alors  à  une  pression  nulle. 
Ce  résultat  est  indépendant  des  frottements  dont  nous  au- 
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rons  plus  Urd  à  examiner  l'inOuence.  Remarquons  encore  que 
l'bypoihèse  d'une  pression  nulle  ne  se  réalise  même  jamtîs 
dans  la  pratique,  à  cause  de  l'air  el  de  la  vapeur  qui  se  déga- 
gent de  l'eau  dès  que  la  pression  est  sufQsammeni  diminuée. 

Quoi  qu'il  en  soit,  tant  que  l'on  fait  abstraction  des  froUe- 
menis,  le  plan  de  charge  conserve  un  niveau  invariable  ;  il  bul 
bien  se  garder  de  le  conrondre  avec  la  ligne  des  niveaux  pié- 
zoméiriques,  qui  peut  s'abaisser  ou  se  relever,  selon  que  la 
vitesse  augmente  ou  diminue,  ce  qui  correspond  pour  la  sec- 
tion à  des  variations  inverses.  Ce  plan  indique  la  plus  grande 
hauteur  à  laquelle  puisse  parvenir  le  filet  liquide  sans  vitesse, 
et  à  la  condition  de  déboucher  sous  une  pression  nulle. 

Si  l'on  veut  faire  monter  le  liquide  au  delà  de  ce  niveau,  il 
faut  exercer  en  un  point  quelconque  une  pression  supplémen- 
taire, au  moyen  d'une  pompe  par  exemple.  On  augmentera  le 
niveau  de  charge  en  ce  point  et,  par  suite,  en  tous  les  autres. 

application  du  principe  det  piézomètret. —  On  trouve  une 
application  intéressante  de  ces  principes  si  simples  dans  un 


Fie-  84. 


appareil  insulté  aux  environs  d'Amsterdam,  à  proximité  de 
l'usine  qui  fournit  à  la  ville  l'eau  poMble  nécessaire  à  la  con- 
sommation des  habitants. 
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Dans  les  distributions  d'eau  ordinaires,  l'eau  se  trouve 
emmagasinée  dans  de  grands  réservoirs  qui  sont  établis  à  une 
hauteur  suffîsante,  pour  desservir  toutes  les  conduites;  elle 
y  est  maintenue  au  niveau  convenable  au  moyen  de  pompes. 

Ce  système  n'était  pas  possible  à  Amsterdam,  en  l'absence 
de  relief  dans  les  terrains  environnants.  La  consommation  est 
alimentée  directement  à  l'aide  de  pompes  puisant  dans  de 
grands  bassins  contenant  de  l'eau  filtrée.  Le  jeu  de  ces 
pompes  doit  donc  être  réglé  de  manière  que  la  charge  ait 
toujours  une  valeur  convenable.  Pour  cela,  on  a  installé  un 
piézomélre  en  un  pointde  la  conduite  AB  {fîg.  84);  le  niveau 
de  l'eau  dans  la  colonne,  indiqué  au  moyen  d'un  flotteur,  sert 
de  guide  au  mécanicien,  qui  fait  marcher  un  plus  ou  moins 
grand  nombre  de  pompes,  de  manière  à  maintenir  la  charge  à 
peu  près  au  niveau  normal.  Quand  ce  niveau  est  notablement 
dépassé,  l'eau  arrive  dans  un  petit  bassin  supérieur,  d'où  elle 
s'écoule  par  un  orifice  de  irop-plein. 

Des  pertes  de  charge.  —  Dans  une  distribution  d'eau  d'une 
grande  longueur,  le  niveau  de  cbarge  n'est  plus  constant:  il  y  a 
des  résistances  qui  se  traduisent  par  des  pertes  de  charge;  les 
unes  decesrésistancesagissenid'une  manière  continue,  comme 
les  frottements;  d'autres,  d'une  manière  discontinue,  comme 
les  travaux  résistants  qui  se  produisent  en  certains  points,  tels 
que  les  prises  d'eau.  En  un  point  déterminé,  l'eau  ne  pourra 
couler  que  si  la  ligne  de  charge  est  au-dessus  du  niveau  de 
l'orifice.  Il  importe  donc  de  connaître  cette  ligne  qui,  à  partir 


du  point  de  départ,  va  en  s'abaissanl  continuellement,  difTé- 
rant  en  cela  de  la  ligne  des  niveaux,  piézoméiriques  qui  peut 
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se  relever  quand,  par  suite  d'une  augmentation  de  section  dans 
la  veine  (Jig,  85),  une  partie  de  la  vitesse  se  trouve  transformée 
en  pression;  mais  de  pareilles  transformations  sont  toujours 
accompagnées  d'une  perte  de  charge,  comme  nous  le  verrons. 

Puits  artésiens.  —  Les  nappes  d'eau  souterraines  sont  dans 
le  même  cas  que  les  cours  d'eau  terrestres;  en  chaque  point 
il  existe  un  niveau  qui  représente  la  charge  sur  ce  point,  et 
qui  indique  le  niveau  maximum  auquel  l'eau  soit  susceptible 
de  jaillir.  Il  importe  donc,  quand  on  veut  forer  de  pareils 
puits,  de  connaître,  autant  que  possible,  les  allures  de  la  su^ 
face  qui  donne  la  charge  en  chaque  point. 

Remarques  sur  l'application  du  théorème  de  Daniel  Ber- 
noulli.  Pour  appliquer  le  théorème  de  Daniel  BernouUi  à  un 
cours  d'eau,  et  même  à  une  veine  liquide  assez  petite,  mais 
non  infiniment  petite,  il  faudrait  savoir  comment  les  pres- 
sions varient  dans  l'intérieur  de  cette  veine;  on  aurait  alors 
la  vitesse  v  en  chaque  point  par  le  théorème  qui  précède,  et 
le  débit  total  serait 


Or  c'est  là  un  problème  insoluble  jusqu'ici  d'une  manière 
générale,  même  en  négligeant  les  frottements. 

Il  n'est  pas  possible  de  savoir  où  sont  les  niveaux  piézo- 
métriques  dans  tes  divers  filels  qui  constituent  une  veine 
fluide;  donc  le  théorème  précédent,  qui  donne  la  loi  des 
vitesses  en  fonction  de  ces  niveaux,  ne  peut  servir  à  rien,  ou 
du  moins  il  ne  donne  en  général  qu'une  relation  unique, 
insuffisante  pour  résoudre  les  questions  qui  intéressent  la 
pratique. 

Mais  il  en  est  autrement  dans  quelques  cas  simples  pour 
lesquels  on  admet  les  règles  suivantes,  qui  supposent  que,  dans 
une  portion  du  liquide  n'avantpasune  grande  étendue,  le  frot- 
tement des  molécules  les  unes  sur  les  autres  peut  être  négligé. 
Cette  hypothèse  est  confirmée  par  l'expérience  et  sera  expli- 
quée plus  lard  par  l'étude  des  effets  du  frottemeni  dans  les 
conduites  d'eau  et  les  canaux  découverts. 

PrehiKre  règle.  —  Si  un  courant  ou  une  portion  de  courant 
se  compose  de  filets  liquides  dont  chacun  ait  un  mouvement 
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rectîligne  et  sensiblement  uniforme,  les  pressions  de  leurs 
molécules  entre  elles,  en  vertu  de  la  pesanteur,  et  abstrac» 
tien  faile  des  frottements,  suivent  les  mêmes  lois  que  dans 
l'état  de  repos  du  liquide;  car  les  forces  qui  sollicitent  chaque 
Blet  en  mouvement  uniforme  satisfont  aux  conditions  de  l'é- 
quilibre. Ainsi  :  i""  si  deux  points  M,  M%  assez  peu  éloignés 
l'un  de  l'autre  pour  que  le  frottement  dan.s  l'intervalle  soit 
négligeable,  ont  la  différence  de  niveau  z,  que  la  pression  par 
mètre  soit  p  au  point  supérieur  M,  et  p'  au  point  M,  on  a 
p'  =  p  -hUz,  même  quand  les  points  M  et  M'  n'appartiennent 
pas  à  un  même  filet;  2,"*  si  l'on  imagine  dans  le  courant  une 
section  plane  peu  étendue  dont  l'airé  soit  A,  et  dont  le  centre 
de  gravité  soit  à  la  hauteur  H  au-dessous  du  point  où  la  pres- 
sion par  mètre  est  p^  la  pression  totale  sur  la  section  A  est 
A(/>  -f-  nH)  et  la  pression  moyenne  est  /?-f-  EH,  celle  qui  a 
lieu  au  centre  de  gravité  de  la  section. 

Deuxième  règle.  —  Les  mêmes  lois  ont  encore  lieu  dans  un 
liquide  ayant  des  mouvements  quelconques,  mais  très-lents; 
car  cette  lenteur  n'a  lieu  que  dans  un  étal  très-voisin  de  l'é- 
quilibre. Nous  avons  vu  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  quand  on 
étudie  les  petits  mouvements  d'un  corps  flottant;  c'est  que, 
dans  ce  dernier  cas,  il  s'agissait  de  calculer  l'effet  des  pressions 
sur  ces  vitesses  très-petites,  et  il  n'était  plus  permis  de  négliger 
des  forces  qui  étaient  du  même  ordre  de  grandeur  que  les 
effets  à  déterminer. 

Troisième  règle.  —  Si,  dans  une  certaine  section  transver- 
sale du  courant,  les  filets  ont  des  vitesses  parallèles,  égales  ou 
inégales,  et  que,  immédiatement  après  cette  section,  les  filets 
décrivent  à  peu  près  les  paraboles  que  chaque  molécule  par- 
courrait, en  vertu  de  sa  vitesse  et  de  son  poids,  si  elle  était 
isolée  dans  le  vide,  la  pression  à  l'intérieur  du  liquide  est  la 
même  qu'à  l'extérieur;  car,  puisque  les  molécules  se  meuvent 
comme  si  elles  n'étaient  soumises  qu'à  l'action  de  la  pesan- 
teur, les  pressions  latérales  que  chaque  filet  éprouve  se  font 
équilibre  deux  à  deux  et  sont,  par  conséquent,  toutes  égales 
à  la  pression  extérieure.  On  voit  que,  dans  ce  cas,  la  loi  des 
pressions  est  tout  à  fait  différente  de  celle  qui  régit  les  li- 
quides en  équilibre. 

On  ne  devra  donc  jamais  employer  le  théorème  de  D.  Ber- 
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noulli  sans  s'êlre  assuré  que  l'une  des  trois  règles  précédenies 
esl  applicable,  auiremeni  on  aura  toujours  le  droit  d'écrire 
réquation  générale;  mais  celle-ci  ne  pourra  être  d'aucune 

utilité. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  seul  principe  des  forces  vives  nous  a 
suffi  pour  nous  rendre  compte  des  difTérentes  circonstances 
du  mou\etnenX  permanent  d'un  Jilet  liquide,  à  la  condition  de 
négliger  les  frottements  et  les  travaux  résistants  de  toute  na- 
ture, développés  par  les  actions  mutuelles  des  molécules 
liquides  et  des  parois  fixes  ou  mobiles. 

D'après  ce  théorème,  sous  la  forme  que  lui  a  donnée  D.  Be^ 
noulli,  en  divers  points  d'un  mème/ilei  liquide  : 

La  différence  des  hauteurs  dues  aux  vitesses  est  égale  à  la 
différence  de  niveau  des  sommets  des  colonnes  piézométriques. 

Autrement,  en  nous  reportant  à  la  définition  de  la  ligne  de 
charge  : 

La  vitesse  en  chaque  point  est  la  même  que  celle  qu'oc- 
querrait  chaque  molécule  liquide  en  tombant  librement  dont 
le  vide,  depuis  le  niveau  qui  représente  la  charge  jusqu'à  celui 
du  sommet  de  la  colonne  piézomé trique. 

Sous  cette  forme,  le  théorème  s'applique  même  au  cas  où 
les  frottements  ne  sont  plus  négligeables,  si  l'on  tient  compte 
de  la  dénivellation  de  ligne  de  charge  produite  par  ces  frotte- 
ments; mais  on  suppose  toujours  qu'il  s'agisse  d'un  filet 
liquide  infiniment  petit. 

Mn  filet  liquide  a  une  longueur  indéfinie,  mais  une  section 
infiniment  petite;  de  la  sorte,  dans  toute  l'étendue  de  cette 
section,  la  pression  est  uniforme,  et  la  vitesse  est  constante. 

Pour  appliquer  le  théorème  de  D.  Bernoulli  à  une  veine 
fluide  de  dimensions  finies,  quelque  petites  que  soient  ces 
dimensions,  il  faut  connaître  la  loi  des  pressions  pour  en  con- 
clure la  loi  des  vitesses;  or,  c'est  là  ce  qui  n'est  possible  que 
dans  les  trois  cas  que  nous  avons  distingués. 

Nous  allons,  par  des  applications  variées,  montrer  comment 
on  doit  étudier,  soit  les  cas  où  le  théorème  est  applicable, 
soit  ceux  où  il  ne  l'est  pas. 
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§    III.  —  ÉCOCLEHENT   PERMANENT   D'UN   LIQUIDE   PAR   UN   PETIT 

ORIFICE   PERCÉ   EN   MINCE   PAROI. 

Un  liquide  homogène  s'écoule  par  une  petite  ouverture 
pratiquée  dans  la  paroi  d'un  vase  ou  réservoir. 

L'écoulement  est  supposé  permanent,  ce  qui  exige  que  le 
réservoir  soit,  par  un  moyen  quelconque,  entretenu  constam- 
ment plein  d'eau  à  la  même  hauteur.  L'expérience  prouve 
que,  dans  ces  conditions,  et  l'aire  de  l'oriflce  étant  assez  petite 
par  rapport  aux  dimensions  du  vase,  le  régime  permanent 
s'établit  très-promptement;  c'estau  moment  seulement  où  il 
est  établi  que  nous  étudions  le  mouvement,  c'est-à-dire  que 
nous  nous  proposons  de  demander  à  l'observation  ou  au  calcul  : 

I®  Loi  vitesse  d'écoulement  qui  ditiime  les  molécules  fluides 
dans  les  environs  de  l'oriflce; 

a®  La  dépense  correspondante  par  seconde. 

Orifice  en  mince  paroi.  —  Le  premier  cas  dont  nous  ayons 
à  nous  occuper  est  celui  oii  l'oriflce  est  percé  en  mince  paroi, 
c'est-à-dire  qu'à  l'endroit  de  l'oriflce  les  parois  ont  été  amin- 
cies de  manière  que  l'épaisseur  traversée  par  le  liquide  soit 
moindre  que  la  moitié  de  la  plus  petite  dimension  de  l'ou- 
verture ijig.  86). 

Fig.  86. 


Théorème  de  Torricelli.  —  Les  lois  qui  règlent  les  vitesses 
d'écoulement  des  divers  fluides  par  le  moyen  d'oriflces  en 
mince  paroi  ont  été  étudiées  expérimentalement  par  Torri- 
celli;  c'est  là  le  premier  pas  fait  dans  l'Hydrodynamique. 
A^rchimède  et  Galilée  (car  l'intervalle  qui  a  séparé  ces  deux 
grands  génies  disparaît  dans  l'histoire  de  la  Mécanique)  ne 
s'étaient  occupés  que  de  l'équilibre  des  fluides. 

Torricelli  a  trouvé  que  les  vitesses  d* écoulement  sont  pro^ 
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portionnelles  aux  racines  carrées  des  charges  comptées  sur  le 
centre  de  gravité  de  Védijice.  De  plus»  ces  vitesses  sont  indé- 
pendantes de  la  nature  du  liquide  soumis  à  V expérience. 

Hauteurs  dues  aux  vitesses. 

Hauteurs.  Vi 


f 


o,oi 0^44^ 

o,io I  ,4^1 

0,20 i,9ai 

o,3o 2,4^6 

o,4o 2,801 

0 ,  5o 3 , 1 32 

0,60 3,43i 

0,80 3,961 

«,oo    4t4î»9 

1 ,  3o 5 ,  o5o 

1 ,5o 5 ,4^ 

2,00 6,264 

2 ,  5o 7 ,  oo3 

3,00 7*67^ 

4,00 8,858 

5,00 9>9^4 

Tel  est  le  théorème  de  Torricelli.  L'inventeur  Ta  donné 
comme  un  fait  d'expérience  à  la  fin  de  son  traité  De  motu 
naturaliter  accelerato,  i643.  Newton,  à  plusieurs  reprises,  et 
en  même  temps  Varignon,  entreprirent  en  vain  de  démontrer 
ce  théorème.  La  première  démonstration  rigoureuse  est  due 
à  D.  Bernoulli;  elle  est  fondée  sur  le  principe  des  forces  vives* 
dont  nous  avons  déjà  indiqué  l'application  à  Tétude  des  lois  du 
mouvement  des  fluides. 

Mais  avant  d'exposer  l'application  de  la  formule  de  D.  Ber» 
noulli  à  la  question  actuelle,  qui  est  extrêmement  délicate,  il 
est  indispensable  d'étudier  de  très-près  le  phénomène  au 
point  de  vue  physique,  afin  de  voir  si  et  comment  nous  pour- 
rons utiliser  l'une  de  nos  trois  règles,  sans  lesquelles  le  théo- 
rème de  D.  Bernoulli  n'est  qu'une  lettre  morte,  au  même  titre 
que  les  équations  générales  d'Ëuler. 


i 
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Étude  physique  du  phénomène.  —  Celle  élude  a  élé  faile 
d'abord  par  Bossut  el  reprise  d'une  manière  très-complèle  par 
Savarl,  doni  elle  conslilue  un  des  plus  beaux  travaux.  Nous 
lui  emprunterons  seulement  quelques  observations. 

Contraction  de  la  veine  fluide,  —  La  veine  considérée 
dans  son  ensemble  se  compose  de  deux  parties  bien  distinctes. 
La  première,  qui  touche  à  Torifice,  est  limpide»  transparente» 
en  apparence  immobile»  et  ressemble  à  une  tige  de  cristal. 
Plus  loin  la  veine  est  agitée»  louche»  et  présente  de  distance 
en  dislance  des  renflements  ou  ventres  régulièrement  espa- 
cés» dont  le  diamètre  maximum  est  plus  grand  que  celui  de 
Torifice. 

Contraction  de  la  veine.  —  Occupons-nous  de  la  première 
partie.  Le  phénomène  capital  qu'elle  présente  est  celui  de  la 
diminution  rapide  qui  s'observe  dans  la  section  de  la  veine  à 
partir  de  ToriGce  jusqu'à  une  dislance  de  celui-ci  égale»  d'a- 
près l'abbé  Bossut»  à  environ  la  moitié  de  son  diamètre.  Le 
même  observateur  a  reconnu  que  le  diamètre  de  la  veine  en 
ce  point  (section  de  plus  grande  contraclion)  est  à  celui  de 
Torifîce  à  peu  près  dans  le  rapport  de  la  à  i4»7»  tellement 
que  l'aire  de  l'oriflce  est  à  l'aire  de  la  veine  contractée  comme 
3  est  à  2  environ.  On  sent  bien  que  celte  mesure  est  très- 
délicate  à  prendre  et  que  nous  ne  pouvons  donner  que  des 
résultats  moyens.  Quoi  qu'il  en  soit»  le  fait  important  à  notre 
point  de  vue,  c'est,  en  premier  lieu,  la  convergence  des  fllets 
périphériques  au  moment  de  la  sortie  du  vase»  convergence 
dont  résulte  nécessairement,  pour  les  fllets  inlérieurs,  une 
pression  plus  grande  que  celle  qu'on  calculerait  d'après  les 
lois  de  l'Hydroslatique;  en  second  lieu,  la  dispariiion  de  cette 
convergence  à  une  petite  distance  de  l'oriflce,  au  point  où  la 
section  cesse  de  diminuer  et  où  les  filets  sont  sensiblement 
parallèles;  si  la  paroi  d'émersion  n'est  pas  horizontale»  la 
veine  décrit,  à  partir  de  ce  point»  une  courbe  qui  se  rapproche 
beaucoup  de  la  parabole  assignée  par  la  théorie  comme  tra* 
jectoire  des  points  matériels  soumis  à  la  simple  action  de  la 
pesanteur. 

Explication  de  la  contraction.  —  Il  est  facile  de  se  rendre 
compte  du  phénomène  de  la  conlraction.  L'eau  ne  peut  sortir 
d'un  réservoir  par  un  orifice  quelconque»  sans  que  ses  parli- 
IIL  ti 
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cules  n'affluent  de  toutes  parts,  autant  qu'elles  le  peuvent, 
vers  cet  orifice,  comme  vers  un  centre,  par  un  mouvement 
accéléré,  et  suivant  toutes  les  directions.  Les  seuls  filets  qui 
répondent  à  la  partie  centrale  de  l'orifice  décrivent  à  peu  près 
rigoureusement  une  ligne  qui  sera  verticale  si  l'orifice  est 
percé  au  fond  d'un  vase,  dans  une  paroi  horizontale  (Jig-  87). 

Fig.  87. 


Les  autres  filets  sont  obligés  de  se  détourner  de  la  verticale 
pour  s'approcher  de  l'orifice,  et,  en  y  arrivant,  ils  ont  des  di- 
rections qui  s'approchent  plus  ou  moins  de  l'horizontale.  Ces 
filets  doivent  se  gêner  mutuellement  dans  leurs  mouvements, 
et  les  molécules  liquides  se  trouvent,  par  suite,  obligées  de 
suivre  des  trajectoires  courbes  :  elles  donnent  alors  naissance 
à  des  forces  centrifuges  qui  ont  pour  effet  d'augmenter  la 
pression  dans  l'intérieur  de  la  veine  au  droit  de  Torifice. 

Inversion  de  la  veine.  —  Un  autre  fait  qui  met  bien  en  évi- 
dence l'existence  de  pressions  centrifuges  est  celui  qu'on 

Fig.  88. 


désigne  ordinairement  sous  le  nom  d'inversion  de  la  veine,  et 
qui  est  présenté  par  tous  les  orifices  dont  la  section  n'est  pas 
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circulaire.  MM.  Poncelet  et  Lesbros  ont  étudié  ce  phénomène 
en  détail  pour  plusieurs  oriGces  diflférents  [fig.  88);  si,  par 
exemple,  ToriOce  est  carré,  la  section  de  la  veine,  à  une  dib- 
unce  égale  à  deux  fois  et  demie  le  diamètre  de  cet  orifice, 
est  encore  à  très-peu  près  un  carré;  seulement  les  diagonales 
de  cette  section  sont  parallèles  aux  côtés  de  l'orifice;  les  côtes 
sont  d'ailleurs  légèrement  courbés.  Si  l'on  fait  une  section 
entre  les  deux  premières,  on  obtient  une  figure  qui  est  en 
quelque  sorte  une  transition  entre  ces  deux-ci.  Cela  paraît 
provenir  de  ce  qu'à  l'endroit  où  les  filets  qui  viennent  des 
milieux  des  côtés  tendent  à  devenir  parallèles,  ceux  qui 
viennent  des  angles  tendent  encore  à  se  rapprocher  et  obligent 
les  autres  à  s'éloigner.  n 

MM.  Poncelet  et  Lesbros  ont  aussi  étudié  un  orifice  rectan- 
gulaire ayant  60  centimètres  de  hauteur  sur  2  centimètres  de 
largeur,  et  ils  ont  cherché  la  forme  de  la  section  de  la  veine  aux 
distances  o*^'",io,  o'^'",3o,  o"",7o,  i'^'",io  de  l'orifice,  et  ils  ont 
trouvé  les  courbes  représentées  dans  les  figures  ci-dessous. 


1 


SflM 


^ 


'Û 


12.5 


sV; 


r 

28.5 


Fig.  89. 


SÎ^/^ 


^      102 


Détermination  théorique  de  la  vitesse.  —  Une  fois  ces  phé- 
nomènes étudiés,  l'application  du  calcul  est  très-simple.  On 


21. 
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ne  peut  pas  appliquer  le  théorème  de  Bernoullî  pour  les  par- 
ties de  la  veine  voisines  de  l'oriGce»  parce  qu'on  ne  connaît  pas 
en  cette  région  la  loi  des  pressions;  tout  ce  qu'on  sait,  c'est 
qu'elles  sont  plus  grandes  que  celles  que  donneraient  les  lois 
de  l'Hydrostatique;  mais,  au  point  où  la  section  est  contractée, 
les  vitesses  sont  parallèles  et  les  molécules  décrivent,  sous 
l'action  de  ces  vitesses  et  de  la  pesanteur,  leurs  trajectoires 
paraboliques  à  peu  près  indépendamment  les  unes  des  autres 
(^^.90).  Nous  pouvops  donc  supposer  que  la  pression  est 

Fig.  90. 


constante  dans  toute  l'étendue  de  la  veine,  et  égale  à  la  pres- 
sion atmosphérique  ambiante,  et,  par  suite,  nous  nous  trou- 
vons dans  le  troisième  cas  où  le  théorème  de  D.  BernouUi  esi 
applicable. 
Nous  aurons  immédiatement  l'équation 

OLg     2g  n     n 

L*orifice  étant  généralement  très-petit  par  rapport  à  la  sec- 
tion du  réservoir,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  négliger  le 

terme  — ^;  et,  si  Ton  suppose  de  plus  que  la  pression  atmo- 

sphérique  est  la  même  à  la  surface  libre  du  liquide  qu'au 
niveau  de  l'orifice,  on  aura  simplement 
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de  sorte  que  la  vitesse  du  liquide  est  la  même  que  celle  d'un 
corps  qui  tombe  librement  dans  le  vide  de  la  hauteur  h. 

Si  Torifice  d'écoulemenl  esl  noyé  ou  si  le  liquide  débouche 
dans  un  réservoir  où  la  pression  soit  supérieure  ou  inférieure 
à  celle  de  ratmosphère»  il  faudra  conserver  dans  la  formule  le 

Enûn,  dans  certains  cas,  il  y  aura  lieu  de  tenir  compte  de 
la  vitesse  au  niveau  supérieur  i^o. 

Férijication  expérimentale.— Cqhq  formule,  comme  toutes 
celles  que  nous  trouverons  dans  cette  théorie  au  moyen  d'hy- 
pothèses souvent  un  peu  douteuses,  ne  doit  être  admise 
qu'après  une  vérification  expérimentale.  Ici  Ton  peut  faire 
celte  vérification  de  deux  manières  : 

I**  On  peut  diriger  le  jet  verticalement  de  bas  en  haut,  et 
Ton  reconnaît  que  le  liquide  s'élève  sensiblement  à  la  hau- 
teur h\ 

2®  On  peut  construire  la  parabole  que  forme  la  veine  fluide 
au  moyen  d'anneaux  fixés  à  un  tableau,  et  qu'on  place  de  ma- 
nière à  les  faire  traverser  par  la  veine.  En  opérant  de  cette 
manière,  au  bout  de  quelques  tâtonnements,  on  arrive  à  une 
vitesse 

et  même  à 

i/ -0,993  V  2  ^7* 

dans  le  cas  de  vitesses  très-faibles. 

Une  vérification  à  i  ou  2  pour  100  près  suffit  pour  montrer 
qu'on  a  fait  une  bonne  théorie,  et  qu'on  peut  accepter  le  ré- 
sultat auquel  elle  a  conduit. 

Dépense,  —  Calculons  maintenant  la  dépense.  Si  l'on  désigne 
par  û  l'aire  de  la  section  contractée,  les  vitesses  des  filets 
liquides  étant  sensiblement  perpendiculaires  à  celle  section, 
on  aura  évidemment  pour  la  dépense  par  seconde 


Il  s'agit  de  trouver  12,  connaissant  l'aire  A  de  l'orifice.  Ici 
la  théorie  est  complètement  impuissante,  et  il  faut  l'aban- 
donner pour  recourir  à  l'expérience. 
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On  peut  d'abord  mesurer  directement  Q  à  l'aide  d*un 
compas  d'épaisseur;  mais  on  n'arrive  pas  ainsi  à  une  grande 
précision.  La  meilleure  méthode  consiste  à  mesurer  la  dé- 
pense Q  par  seconde,  et  h  déterminer  ensuite  Q  au  moyen  de 
la  formule  

L'expérience  a  montré  que  Q  est  sensiblement  proportion- 
nelle à  A  et  qu'on  peut  écrire  iî  =  m  A,  d'où 


Q  =:  mA  ^2gh. 

Dans  le  cas  d'un  petit  orifice  en  mince  paroi,  dont  les  deux 
dimensions  diffèrent  peu  l'une  de  l'autre,  et  enfin  quand  la 
charge  sur  le  centre  est  assez  grande  pour  la  stabilité  du 
mouvement  permanent,  le  coefficient  m  est  à  peu  près  égal 
à  o,6si. 
Beaucoup  d'auteurs  appellent  ^^gh  la  vitesse  théorique,  et 

A^2g/i  la  dépense  théorique  d'un  orifice  A  sous  une  charge  A. 
La  première  de  ces  expressions  est  juste,  et  nous  avons  vu 
que  l'expérience  vérifie  autant  qu'on  peut  l'espérer  les  dé- 
ductions de  la  théorie.  Au  contraire,  l'expression  de  dépense 
théorique  pour  désigner  une  dépense  qui  n'est  nullement 
donnée  par  la  théorie  est  extrêmement  vicieuse.  La  théorie 

nous  indique  que,  au  point  où  la  vitesse  est  égale  à  \2.gh,  la 
section  est  plus  petite  que  A,  et  qu'au  point  où  la  section 

est  A,  la  vitesse  est  plus  petite  que  sl'^ghy  à  cause  des  pressions 
centrifuges  résultant  du  mouvement  curviligne  des  molécules, 
pressions  dont  l'effet  est  de  relever  le  niveau  piézométrique, 
et  par  conséquent  de  diminuer  la  vitesse. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  coefficient  de  la  dépense  m  =  0,62  est 
principalement  destiné  à  représenter  la  diminution  de  la  sec- 
lion  de  sortie;  c'est  un  coefficient  de  contraction^  quoiqu'il 
provienne  aussi  en  partie  de  ce  que  la  vitesse  à  la  section 

contractée  n'est  pas  tout  à  fait  égale  à  sjighy  comme  nous 
l'avons  vu. 

Du  coefficient  de  contraction.  —  Ce  coefficient  0,62  sup- 
pose de  petits  orifices  circulaires  de  2  à  16  centimètres  de 
diamètre  percés  dans  une  paroi  plane,  et  soumis  à  une  charge 
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assez  forte  9  charge  que  l'on  mesure  habiluellement  sur  le 
centre  de  gravité  de  Torifice.  Le  coefficient  m  diminue  lorsque 
les  charges  augmentent  au  delà  d'une  certaine  limite,  et,  à 
charge  égale,  il  augmente  un  peu  lorsque  les  dimensions  de 
Vorijice  diminuent.  11  dépend  du  reste  très-peu  de  la  forme 
de  cet  oriQce,  au  moins  tant  que  celui-ci  reste  très-petit  et 
de  forme  plus  ou  moins  carrée  ou  circulaire. 

Nous  venons  de  voir  qu'en  général  la  théorie  est  impuis- 
sante à  déterminer  la  valeur  numérique  du  coefficient  de  con- 
traction; cependant  elle  peut  le  faire  dans  deux  cas  particu- 
liers qui  sont  : 

1**  Celui  d'un  orifice  dit  parfaitement  évasé; 

2"*  Celui  d'un  orifice  pourvu  de  V ajutage  rentrant  de  Borda. 

Orifice  parfaitement  évasé.  —  Si,  au  lieu  d'amincir  la  paroi 
comme  nous  l'avons  d'abord  supposé,  on  évase  l'orifice  en 
dedans  {fig.  91),  de  manière  à  donner  à  la  portion  de  la  veine 

Fig.  91. 


fluide  contenue  dans  l'épaisseur  de  la  paroi  précisément  la 
forme  que  cette  veine  tend  à  prendre  en  débouchant  d'un  ori- 
fice aminci,  il  est  clair  qu'il  n'y  aura  plus  de  contraction  à  la 
sortie,  puisqu'on  aura  artificiellement  reporté  ce  qu'on  appelle 
maintenant  l'orifice  à  la  section  contractée.  Il  n'y  aura  plus  de 
coefficient  de  contraction  m  répondant  à  une  réduction  de 

section,  et  Ton  aura  sensiblement  pour  la  dépense  ksi^gh^ 

ou  plus  exactement  y-ksjoLghy  /x  portant  sur  la  vitesse  théo- 
rique et  différant  de  l'unité.  Les  expériences  de  Michelotti 
ont  donné 

Q  =  o,984A\/2g-/î. 

Quant  aux  dimensions  les  plus  convenables  à  adopter  pour 
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avoir  un  orifice  qu'on  puisse  dire  parfaitement  évasé,  elles  ne 
sont  pas  très-bien  déterminées.  Michelottl  a  donné»  pour  les 
longueurs  AB,  ab,  CD,  les  nombres  respectifs  loo,  7g,  39, 
tandis  qu'Eyielwein  a  donné  les  nombres  plus  simples  10,  8 
et  5. 

Ajutage  rentrant  de  Borda.  —  Au  lieu  d*évaser  la  paroi, 
faisons-la  rentrer  au  contraire  dans  l'intérieur  du  vase  de  ma* 
nière  à  constituer  un  ajutage  rentrant.  Ce  système  d'orifice 
n'est  jamais  employé  ;  son  étude  n'offre  qu'un  intérêt  théo- 
rique résultant  de  ce  qu'on  peut  déterminer  la  contraction 
par  le  calcul. 

L'orifice  étant  disposé  comme  l'indique  la^îg*.  92»  la  lon- 
gueur AD  du  tube  rentrant  doit  être  telle  que  la  veine  liquide 


Fîg.  92. 


se  délache  parfaitement  des  parois  à  partir  de  AB,  et  sorte 
sans  toucher  la  paroi  intérieure  de  l'ajutage.  On  voit  qu'au 
moyen  de  ce  petit  tube  on  reporte  dans  l'intérieur  du  liquide 
des  points  où  les  molécules  commencent  à  prendre  des  vi- 
tesses accélérées,  de  sorte  que,  l'orifice  AB  étant  très-petit  par 
rapport  à  la  section  horizontale  du  vase,  la  vitesse  le  long  des 
parois  verticales  de  celui-ci  est  très-faible  même  en  D  et  en  C, 
et  la  pression  aux  divers  points  de  ces  parois  est  partout  celle 
qui  aurait  lieu  dans  l'état  de  repos.  Donc  la  pression  qu'exerce 
sur  le  liquide  la  paroi  ED,  CF  qui  entoure  l'orifice  étant  pro- 
jetée sur  un  axe  perpendiculaire  au  plan  vertical  AB,  est  par- 
tout la  même  que  celle  des  parties  correspondantes  GH,  IK 
de  la  paroi  opposée  GK.  De  plus,  celle-ci  exerce  en  HI  une 
pression  qui  n'est  pas  contre-balancée  et  dont  l'expression  est 
F  =  nAR  (en  désignant  par  A  l'aire  de  l'orifice  AB),  si  l'on 
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néglige  la  pression  atmosphérique»  qui  agit  également  sur  la 
veine  Aa6B. 

Cela  posé»  appliquons  le  théorème  de  la  projection  des 
quantités  de  mouvement  au  liquide  qui,  à  un  instant  quel- 
conque pris  pour  instant  initial,  est  compris  entre  NN  et  a6, 
section  faite  à  l'endroit  de  la  contraction.  Prenons  Taxe  de 
projection  horizontal  dans  le  sens  de  la  vitesse  de  sortie  en  ab; 
celle-ci  étant  v  et  Taire  de  la  section  contractée  éiant  12,  la 

masse  du  liquide  dépensé  pendant  le  temps  dt  est 9 

et  sa  quantité  de  mouvement •  C'est  précisément  Tac- 

croissement  de  la  projection  de  la  quantité  de  mouvement  du 
système  matériel  considéré,  attendu  la  permanence  du  régime 
dans  l'intérieur  du  vase  et  la  direction  verticale  de  la  vitesse 
des  molécules  du  plan  NN.  Quant  aux  impulsions  horizon- 
tales des  forces,  elles  se  réduisent  à  Fdt  ou  UXhdt,  puisque 
toutes  les  autres  forces  se  détruisent  en  projection.  Le  théo- 
rème de  la  quantité  de  mouvement  donne  donc  l'équation 

^^^^.-.UAhdt; 

et  comme  on  a  d'ailleurs)  1^'=:  ag^A,  d'après  le  théorème  de 
Bernoulli,  qui  s'applique  indépendamment  de  l'orifice,  on  en 

conclut  £Î  =  |A,  et  la  dépense  par  seconde  0  =  \\^igh. 

Ce  dernier  résultat  est  confirmé  par  une  expérience  de 
Borda.  On  voit  que  la  démonstration  précédente  ne  pourrait 
pas  s'appliquer  à  un  orifice  ouvert  immédiatement  dans  une 
paroi  plane,  parce  que  les  filets,  glissant  sur  cette  paroi  avec 
une  vitesse  croissante  aux  approches  de  l'orifice,  y  exercent 
une  pression  moindre  que  la  pression  hydrostatique.  11  fau- 
drait donc,  dans  ce  cas,  poser 

F  >  71 A  A, 

en  continuant  d'appeler  F  l'excès  de  la  pression  de  la  paroi 
GK  sur  la  pression  de  la  paroi  opposée.  On  en  conclurait 


Û>-A     et     Q>-A^'igh. 
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Diverses  valeurs  du  coefficient  de  contraction.  —  Nous  avons 
trouvé,  pour  le  cas  de  l'orifice  parfaitement  évasé,  que  le  coef- 
ficient de  la  dépense  est  égal  à  0,98  :  ce  même  coerflcient  est 
de  o,So  pour  l'ajutage  rentrant,  et  il  est  clair  que,  dans  les  di- 
verses dispositions  que  l'on  adoptera  pour  l'orifice,  m  varien 
entre  o,5o  et  i,  selon  que  la  contraction  se  trouvera  plus  ou 
moins  annulée,  la  vitesse  étant  toujours  sensiblement  égale  i 
la  vitesse  théorique,  à  l'endroit  de  la  contraction.  En  partica- 
lier,  on  augmenterait  la  dépense  en  disposant  dans  l'intérieur 
de  l'orifice  en  mince  paroi  de  petites  planchettes,  de  manière 
à  arrêter  les  filets  dont  les  vitesses  seraient  trop  divergentes; 
seulement  il  ne  faudrait  pas  aller  trop  loin  dans  cette  voie, 
car  on  arriverait  à  l'ajutage  rentrant  qui  donne  m  =^  o,5o.  On 
donne  quelquefois  une  règle  qui  consiste  à  multiplier  0,61 
par  les  coefficients  i,o3,  i,o5,  1,0^  et  1,12,  selon  que  la  con- 
traction sera  supprimée  sur  un  côté,  sur  deux  côtés  opposés, 
sur  deux  côtés  contigus,  enfin  sur  trois  cfttés. 

On  peut  consulter  les  Tables  déduites,  par  le  colonel  Les- 
bros,  d'un  très-grand  nombre  d'expériences  [Becueil  des  Mi- 
moires  des  Savants  étrangers),  ou  l'extrait  de  ces  Tables  qu'on 
trouve  à  la  fin  du  Cours  d'hydraulique  de  M.  Bresse. 

Grands  orifices.  —  Vannes.  —  L'écoulement  des  liquides 
par  les  grands  orifices  est  le  cas  qui  intéresse  le  plus  la  pra- 
tique, et  dont  l'étude  présente  la  plus  grande  utilité. 

Les  eaux  qui  font  mouvoir  les  roues  hydrauliques  sont  or- 

HC  93. 


dinairement  contenues  dans  un  réservoir  ou  bief.  L'une  des 
parois  de  ce  réservoir  est  percée  d'un  orifice  dont  les  dimeo- 
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sions  ne  peuvent  pas  être  considérées  comme  petites.  Quand 
la  roue  ne  travaille  pas,  le  pertuis  est  fermé  par  une  vanne.  Les 
vannes  peuvent  être  d'ailleurs  de  deux  sortes  :  des  vannes  de 
fond  et  des  vannes  de  superficie.  Les  premières  laissent  passer 
Peau  en  s'élevani  ijig.  93),  les  autres  en  s'abaissant;  ces  der- 
nières constituent  ce  que  Ton  appelle  des  déversoirs;  nous  les 
étudierons  plus  loin.  Occupons-nous  donc»  pour  le  moment» 
des  vannes  de  fond,  c'est-à-dire  étudions  l'écoulement  par  un 
grand  oriflce  noyé,  lequel  ne  diffère  que  par  les  dimensions 
de  ceux  qui  nous  ont  occupés  jusqu'ici. 

Remarquons  d'abord  que  la  théorie  précédante  n'est  plus 
applicable.  £n  effet,  dans  la  section  contractée,  on  a  bien 
encore  des  molécules  animées  de  vitesses  parallèles,  mais  ces 
vitesses  ne  peuvent  plus  être  considérées  comme  égales,  et 
les  paraboles  suivies  par  les  différents  filets  liquides  doivent 
se  gêner  mutuellement  (Jig.  94). 

Fîg.  9^ 


Il  n'est  donc  pas  permis  de  décomposer  l'orifice  en  une  série 
d'orifices  élémentaires  de  très-petite  hauteur^  à  chacun  des- 
quels on  appliquerait  les  résultats  qui  précèdent,  et  une  théorie 
même  approchée  devient  impossible.  On  emploie  habituelle- 
ment la  formule  des  petits  orifices 


Q  m  mk\f7.glly 

h  étant  la  charge  sur  le  centre,  laquelle  doit  être  égale  au  moins 
à  trois  fois  la  hauteur  de  l'orifice,  et  le  coefficient  m  n'étant 
plus  constant.  Il  peut  varier  de  0,600  à  o,6o5  pour  les  cas  or- 
dinaires de  la  pratique,  dans  lesquels  la  hauteur  de  l'orifice 
est  à  peu  près  de  o°^,ao,  diminuant  quand  les  charges  augmen- 
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tenl  au  delà  d'une  certaine  limite^  augmentant  quand  les  di- 
mensions de  l'oriflce  diminuent. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  à  un  grand  orifice 
percé  en  mince  paroi  à  une  assez  grande  distance  du  fond»  de 
manière  que  la  contraction  soit  complète.  Hais,  dans  les  vannes 
qui  servent  à  donner  l'eau  à  la  plupart  des  moteurs,  il  n'en  est 
pas  ainsi.  L'orifice  est  ordinairement  formé  par  le  seuil  de  la 
vanne,  les  deux  côtés  du  canal,  et  enfin  une  paroi  mobile  qui 
est  quelquefois  verticale,  mais  le  plus  souvent  inclinée 
ifig»  95),  afin  de  pouvoir  affleurer  la  roue  de  plus  près.  Il  ira- 

Fig.  95. 


porte  d'ailleurs  de  donner  la  forme  évasée  à  toutes  les  parties 
de  la  paroi  qui  en  sont  susceptibles,  afin  d'avoir  la  plus  petite 
hauteur  possible  pour  une  dépense  donnée.  Dans  ces  condi- 
tions, la  contraction  étant  supprimée  sur  trois  côtés,  et  d'au- 
tant plus  réduite  pour  le  quatrième  que  l'inclinaison  sera  plus 
grande,  on  peut  prendre 

Pour  une  vanne  verticale m  =r  0,70 

Pour  une  vanne  inclinée  à  i  de  base  pour  1 

de  hauteur m  r=r  0,74 

Pour  une  vanne  inclinée  à  i  de  base  sur  i 

de  hauteur m  =rr  o  ,8<> 

Coursiers.  —  Souvent  les  vannes  et  autres  orifices,  évasés 
ou  non,  déversent  dans  un  canal  découvert  ou  coursier^  doni 
le  fond  et  les  parois  latérales  affleurent  le  côté  inférieur  et  les 
deux  côtés  latéraux  de  l'orifice.  Les  coursiers  peuvent  avoir 
2  à  3  mètres  de  long,  et,  s'ils  ont  une  inclinaison  convenable 
que  nous  apprendrons  à  calculer,  la  veine  conserve,  à  parlir 
de  la  section  ab,  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme. 
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Admettons  d'ailleurs  que  la  vitesse  dans  le  bassin  d'amont 
soit  négligeable. 

Considérons  un  fllel  ABéV  (Jig^  96  ),  en  vertu  de  noire  pre- 
mière règle^  en  désignant  par  pa  la  pression  atmosphérique  en 


CMddûihi 


a  et  en  NN,  et  faisant  aa'=^  h\  on  a,  pour  la  pression  par  unité 
de  surface  en  a' 6',  /?«-r-  HA,  tandis  que  la  pression  en  AB  est 

Pa-^  nA,. 

Le  théorème  de  Bernoulli  donne  donc,  pour  la  vitesse 
en  a!h\  en  négligeant  celle  qui  a  lieu  en  AB  dans  l'intérieur 
du  vase. 


^2 


z=z  II  -h  ll^  —  h' =^  Z       ou       V=zJ2firZ, 


1  ff 


z  étant  la  charge  sur  le  sommet  a  de  l'orifice  (et  non  sur  le 
centre). 

On  voit  que  ces  coursiers  diminuent  la  vitesse  et,  par  suite, 
la  dépense,  en  augmentant  la  pression  intérieure,  de  sorte  que 
la  pression  sur  le  centre  de  gravité  se  trouve  remplacée  par  la 
charge  sur  le  sommet  qui  est  plus  faible;  cependant,  dans  ce 
cas,  on  peut  encore  employer  la  formule  ordinaire 


Q  =  mkyj^ghy 

en  désignant  par  h  la  charge  sur  le  centre  et  m  un  coefficient 
expérimental.  L'expérience  prouve  que,  si  la  charge  dépasse 
trois  fois  la  hauteur  de  l'orifice,  la  dépense  n'est  pas  sensible- 
ment altérée;  mais,  au-dessous  de  cette  limite,  les  coursiers 
diminuent  cette  dépense  de  plus  en  plus  pour  des  charges  de 
plus  en  plus  faibles;  on  peut  descendre  à  0,4^. 

Nous  avons  étudié,  d'une  manière  complète,  le  premier  phé- 
nomène qu'on  rencontre  dans  le  mouvcfment  des  liquides  sor- 
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tant  d*un  réservoir  :  c*est  celui  de  la  contraction  qui  se  produit 
lorsque  Fécoulement  se  fait  par  des  orifices  en  mince  paroi. 

Dans  ce  cas,  le  théorème  de  D.  Bernoulli  est  applicable, 
TeiTet  des  frottements  et  autres  résistances  passives  peut  être 
négligé,  parce  que  le  liquide  est  simplement  dirigé  dans  son 
mouvement  sans  agitation,  sans  tourbillonnements  qui  fassent 
perdre  de  la  force  vive. 

Il  suit  de  là  que,  depuis  la  surface  libre  jusqu'à  la  section 
contractée,  il  n'y  a  pas  de  perte  de  charge.  La  ligne  des  niveaux 
piézométriques  qui,  si  nous  ne  tenons  pas  compte  de  la  pression 
atmosphérique,  a  éprouvé  une  chute  brusque  de  6  en  c 
(  fig.  97]  au  moment  de  la  sortie  du  vase,  tombe  jusqu'en  </,  à 

F»g-  97- 


l'endroit  de  la  contraction;  mais  la  différence  des  niveaux,  au 
point  ccommeau  point  cf,  se  retrouve  tout  entière  en  vitesse, 
et  la  ligne  de  charge,  définie  comme  nous  l'avons  faite,  reste 
sensiblement  horizontale. 

Des  phénomènes  d'un  tout  autre  ordre  vont  se  passer  quand 
l'orifice  est  prolongé  par  un  tuyau  ou  ajutage  cylindrique, 
dont  la  longueur  est  égale  à  une  fois  et  demie  le  diamètre  au 
moins,  et  quiest  mouillé  par  le  liquide;  il  se  produit  alors  le 
phénomène  des  ajutages. 

§   IV.  —  ÉgODLBMBNT   par   un   petit   ajutage   BXTÉ&IBUR. 

L'écoulement  a  lieu  en  mince  paroi  quand  l'épaisseur  de  la 
paroi  est  assez  faible»  tout  autour  de  l'ouverture»  pour  que  la 
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veine  fluide  s'en  détache  complélemeni  el  ne  fasse  que  lou- 
cher les  arêtes  intérieures  de  l'orifice  {Jig.  98).  Il  faut  généra- 

Fig.  98. 


lement,  pour  cela,  que  l'épaisseur  n'excède  pas  la  plus  petite 
dimension  de  l'orifice. 

Dans  le  cas  où  l'on  adapte  au  trou  pratiqué  dans  la  paroi  un 
ajutage  cylindrique  dont  la  longueur  est  égale  à  une  fois  et 
demie  le  diamètre  de  l'orifice,  au  bout  d'un  certain  temps 
l'écoulement  se  fait  à  gueule-bée.  Il  n'y  a  plus  de  contraction 
sensible;  la  section  de  la  veine  est  égale  à  la  section  de  l'ori- 
fice, les  vitesses  sont  parallèles  dès  le  point  de  sortie,  et  s'il 
était  permis  de  négliger  les  actions  moléculaires  qui  se  passent 
dans  l'intérieur  de  l'ajutage,  on  aurait 


Q  =3  kyjigh. 
L'expérience  prouve  que  l'on  a 


Or,  la  section  de  sortie  étant  égale  à  A,  le  coefficient  0,82 
ne  peut  affecter  que  la  vitesse;  et,  bien  que  la  dépense  soit 
plus  grande  que  si  l'ajutage  n'existait  pas,  il  y  a  perte  de 
charge,  parce  qu'il  y  a  une  réduction  de  vitesse  qui  ne  cor- 
respond pas  à  un  relèvement  piézométrique.  Cette  perte  de 
charge  indique  une  perte  de  force  vive  due  au  travail  résis- 
tant des  actions  moléculaires  du  liquide. 

Quand  l'ajutage  a  une  longueur  plus  petite  que  une  fois 
et  demie  le  diamètre,  le  phénomène  est  variable  selon  les  cir- 
constances, selon,  par  exemple,  que  l'orifice  est  graissé  ou 
mouillé.  Pour  des  dimensions  plus  grandes  de  l'ajutage,  il  se 
produit  des  frottements  qui  ne  sont  pas  négligeables.  C'est  un 
troisième  phénomène  que  nous  étudierons  dans  le  prochain 
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Chapitre.  Pour  le  moment,  nous  allons  étudier  le  phénomène 
des  ajutages,  dans  le  cas  où  les  dimensions  sont  telles  que  ce 
phénomène  se  produise  nettement  et  sans  mélange  d'aucune 
perturbation  étrangère. 

Du  phénomène  des  ajutages.  —  Il  n'y  a  plus  de  contraction, 
mais  bien  une  réduction  de  vitesse,  ou  une  perte  de  charge 
due  au  travail  résistant  des  actions  moléculaires  mises  en  jeu. 
C'est  ce  qu'on  vérifie  par  l'expérience,  en  mesurant  directe- 
ment la  vitesse  au  moyen  de  lamplitude  du  jet  parabolique. 
Il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  ce  phénomène.  Lorsque 
le  liquide  commence  à  s'écouler  par  l'ajutage,  le  phénomène 
de  la  contraction  se  produit,  et  la  veine  se  forme  d'abord  bien 
détachée  de  la  paroi  du  tuyau;  mais  il  arrive  que  le  courant 
entraîne  en  partie  l'air  qui  l'entoure  dans  ce  tuyau;  l'air  res- 
tant est  dilaté  et  exerce  une  moindre  pression  sur  la  veine 
contractée  :  la  vitesse  de  celle-ci  s'accroît  donc.  Plus  loin,  la 
pression  de  l'atmosphère,  qui  subsiste  à  l'extérieur,  ralentit  la 
veine  à  la  suite  de  la  contraction;  cette  diminution  de  vitesse 
fait  gonfler  la  veine  jusqu'à  ce  qu'elle  rejoigne  le  tuyau  et 
qu'elle  en  suive  la  paroi  (Jig,  99).  C'est  ce  brusque  change- 

Fie-  99- 


"«  j     '   «..r"^'^^*" 


ment  dans  l'allure  de  la  veine  qui  produit  une  certaine  agita- 
tion, des  mouvements  plus  ou  moins  irréguliers  où  se  dépense 
inutilement  la  force  vive.  A  partir  du  point  où  cela  a  lieu,  le 
phénomène  est  complet.  Au  delà  commence  le  mouvement 
dans  les  tuyaux  par  filets  parallèles.  L'air  finit  par  être  tota- 
lement expulsé,  et  il  est  remplacé  par  du  liquide  presque 
stagnant  qui  ne  participe  pour  ainsi  dire  pas  au  mouvement. 
La  veine  contractée  est  alors  entourée  d'une  portion  de 
liquide  à  l'état  de  remous,  c'est-à-dire  tournoyant  lentement 
en  dehors  du  courant,  phénomène  analogue  à  celui  qui  a  lieu 
dans  les  rivières  à  l'aval  des  piles  des  ponts. 
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Il  résulte  de  là  que,  dans  le  petit  intervalle  qui  sépare  la 
section  contractée  de  l'extrémité  de  l'ajutage,  la  vitesse  du  li- 
quide doit  changer  d'une  manière  notable.  Il  se  passe  là  quel- 
que chose  de  plus  ou  moins  analogue  au  choc  des  corps  solides 
non  élastiques;  les  actions  moléculaires  développent  un  tra- 
vail résistant  qui  diminue  la  force  vive,  ce  qui  produit  le  même 
effet  qu'une  réduction  de  la  charge  génératrice  de  la  vitesse. 
Pour  trouver  par  le  calcul  la  perte  de  force  vive  ainsi  que  la 
vitesse  de  sortie,  nous  allons  supposer,  plus  généralement, 
qu'une  veine  fluide  composée  de  filets  parallèles,  comme  le 
jet  qui  s'échappe  d'un  orifice  parfaitement  évasé  A'  B'  {Jig.  \oo), 

Fiç.  100. 


et  possédant  à  cette  section  une  vitesse  /,  soit  brusquement 
obligée  de  s'élargir  de  manière  à  acquérir  une  nouvelle  section 
AB,  et  à  prendre,  par  suite,  une  nouvelle  vitesse  v  plus  petite 
que  v^  dans  le  rapport  inverse  des  sections.  Cherchons  quels 
senties  phénomènes  qui  accompagneront  ce  brusque  élar- 
gissement. 

Effet  d'un  élargissement  brusque  d*une  veine  fluide,  — 
Considérons  donc  un  liquide  sortant  d'un  réservoir  par  un 
orifice  évasé  et  soumis  à  un  gonflement  3ubit.  Soient  p  la  pres- 
sion atmosphérique,  supposée  la  même  au  niveau  de  l'orifice 
qu'au  niveau  supérieur  du  liquide;  /?'  la  pression  de  l'eau  dans 
la  section  A'B'. 

Le  théorème  de  D.  Bernoulli  est  applicable  depuis  le  niveau 
supérieur  jusqu'à  la  section  A'B';  donc  on  a 

2g  R       IL 

en  négligeant  la  vitesse  assez  faible  au  niveau  supérieur  du 
réservoir. 

III.  22 
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Entre  les  deux  sections  A'B'  et  AB,  l'équation  des  forces 
vives,  ou  de  D.  Bernoulli,  ne  peut  s'écrire  sans  qu'on  y  intro- 
duise un  terme  représentant  le  travail  résistant  développé  dans 
cet  intervalle  par  les  actions  moléculaires»  ou  la  demi-force 
vive  perdue  qui  est  numériquement  égale  à  ce  travaiL 

En  assimilant  le  phénomène  au  choc  des  corps  solides 
non  élastiques,  on  pourrait  dire  immédiatement,  d'après  le 
théorème  de  Carnot,  que  la  force  vive  perdue  est  celle  qui 
est  due  aux  vitesses  perdues,  et,  par  conséquent,  qu'il  en  ré- 
sulte une  perte  de  charge  égale  à  la  hauteur  due  à  la  différence 
de  ces  vitesses,  soit 


2 


Comme  il  pourrait  rester  quelque  doute  sur  la  légitimité  de 
l'assimilation,  nous  allons  retrouver  ce  résultat  en  employant 
le  procédé  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  dans  la  théorie  du 
choc,  à  l'effet  d'éliminer  les  actions  mutuelles  inconnues.  Nous 
allons  donc  appliquer,  pour  la  partie  du  liquide  comprise  entre 
AB  et  A'B',  le  théorème  des  quantités  de  mouvement  proje- 
tées sur  un  axe  horizontal.  Si  12  désigne  l'aire  de  A'B%  A  l'aire 
de  BA,  la  dépense  en  volume  par  seconde  sera 

Q  =  A(;=^£2i''. 
La  masse  qui  traversera  chaque  section  sera 


et  l'accroissement  de  quantité  de  mouvement  sera,  pris  dans 
un  sens  convenable,  et  en  ayant  égard  à  la  permanence,  ce  qui 
élimine  tout  le  liquide  intermédiaire, 

[v  —  v'). 

s 

En  projection,  les  forces  extérieures  se  réduisent  aux  pres- 
sions horizontales.  La  pression  dont  la  direction  est  dans  le 
sens  positif  est  celle  qui  s'exerce  sur  û;  elle  est  égale  à  Ap'; 
car  le  liquide  se  compose  à  cet  endroit  de  deux  parties  :  l'une, 
animée  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme,  c'est  la  veine 
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proprement  dite;  l'autre,  qui  est  le  volume  annulaire  de 
liquide  ambiant.  Cette  portion  est  animée  de  mouvements 
très-lentSy  et  Ton  peut  admettre,  dans  les  deux  cas,  que  les 
pressions  suivent  les  lois  de  l'Hydrostatique;  sur  la  section 
AB,  la  pression  est  de  même  égale  à  Ap;  donc  on  a 

TLOdt  , 

_       {v^u)z^-.A{p  -  p)di, 

ou,  en  remplaçant  Q  par  kv  et  divisant  par  AïLdt, 

celte  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante,  qui  met 
en  évidence  la  perte  de  charge  dont  nous  avons  parlé, 

^g    ^8    n     n        2g    ' 

et  ajoutant  cette  équation  avec  la  première,  on  a 

(4)  --:  ^'' -—-' 


^8 


Donc  on  peut  appliquer  le  théorème  de  Bemoulli  depuis  la 
surface  libre  jusqu'à  l'oriflce,  à  la  condition  de  diminuer  la 

charge  de •  Celte  quantité  est  l'expression  de  la  perte 

2g 

de  charge  duc  à  un  renflement. 

application  au  cas  de  l'ajutage  cylindrique,  —  Pour  appli- 
quer ce  résultat  au  cas  de  l'ajutage  cylindrique,  on  peut  ad- 
mettre que  la  section  £2  n'est  autre  que  la  section  contractée 
qui  répond  à  l'orifice  A.  Nous  aurons  alors,  en  supposant  que 
la  contraction  dans  l'eau  à  l'état  de  remous  soit  la  même  que 
dans  l'air,  ce  qu'il  est  naturel  d'admettre,  puisque  la  contrac- 
tion est  un  effet  de  la  convergence  des  filets  affluents  et  ne 
dépend  pas  sensiblement  de  la  pression, 

û  -  -  /Il  A , 
d'où 

v'  —  —  i       t'M   ï  -+-  ( U        •      2/r//  a  -  ^ . 

2a. 
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En  prenant  m  ~  0,62,  on  trouve 


L'expérience  ne  donne  que  0,82  au  lieu  de  o,85.  Cette  pe- 
tite différence  peut  s'expliquer  par  l'influence  des  frottements 
du  vase,  et  aussi  par  quelque  inégalité  de  vitesse  dans  les 
filets  de  la  veine  à  son  passage  en  AB. 

Dépression  piézométrique  à  Vendrait  de  la  contraction.— 
11  est  extrêmement  important,  pour  des  calculs  fondés  sur  des 
bases  aussi  hypothétiques,  de  faire  une  autre  vérification 
expérimentale  de  cette  théorie.  Si  elle  est  exacte,  la  pression, 
dans  l'intérieur  de  l'ajutage,  doit  être  plus  petite  que  la  pres- 
sion atmosphérique.  La  différence  ^  —  ^  est  donnée  par 

Tune  quelconque  des  équations  (i),  (2]  ou  (3),  en  y  Introdui- 
sant les  valeurs  de  v  et  de  v  \  si  nous  adoptons  pour  v  la  va- 
leur pratique  0,82  sj^ghy  on  trouve 

(5)  W-?ï  =  o»75A. 


Expérience  de  Fenturi.  —  L'expérience  que   vériQe   ce 
résultat  a  été  faite  par  Yenturi.  Il  prit  un  vase  {/ig*  101)  muni 

Fig.  101. 


d'un  ajutage  cylindrique  de  o™,o4o6  de  diamètre  et  de  o"»  121 
de  longueur.  En  un  point  situé  à  o™,io8  de  son  origine,  il 
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adapta  un  tube  de  verre  recourbé  dont  l'autre  extrémité  plon- 
geait dans  un  vase  contenant  de  Teau  colorée.  La  charge  h 
du  bassin  supérieur  sur  Taxe  de  l'ajutage  étant  de  o'^ySS,  l'eau 
aspirée  s'est  élevée  dans  le  tube  de  verre  à  une  hauteur  de 
o"*,55,  c'est-à-dire,  à  très-peu  près,  aux  trois  quarts  de  /l, 
comme  l'indique  la  théorie. 

C'est  donc  un  fait  parfaitement  acquis  à  la  théorie  que,  toutes 
les  fois  qu'une  veine  liquide  débouche  dans  un  espace  fermé, 
il  y  a  aux  environs  de  la  section  contractée  une  pression  plus 
faible  que  la  pression  atmosphérique.  La  double  démonstra- 
tion analytique  et  expérimentale  que  nous  venons  de  donner 
ne  peut  laisser  aucun  doute  sur  ce  théorème  important,  qui 
s'applique  également  aux  gaz  et  aux  vapeurs. 

Il  résulte  de  là  que  si,  à  l'endroit  qui  correspond  à  la  place 
du  tube  de  Venturi,  nous  perçons  de  petits  trous,  il  y  aura 
par  ces  trous  appel  d'air  au  dehors  et  au  dedans  :  c'est  le  prin- 
cipe de  la  machine  soufflante  connue  sous  le  nom  de  trompe. 

De  plus,  si,  vers  la  partie  inférieure  du  tube,  nous  perçons 
un  trou  suffisamment  petit  au-dessous  du  niveau  du  liquide 
soulevé,  nous  aurons  parce  trou  un  écoulement  continu,  de 
sorte  que  l'appareil  de  démonstration  représenté  par  la  figure 
peut  servir  théoriquement  de  machine  à  élever  l'eau. 

Un  jet  d'air  ou  de  vapeur  présente  des  phénomènes  du 
même  genre,  seulement  beaucoup  plus  compliqués,  surtout 
quand  il  s'agit  de  la  vapeur,  à  cause  de  la  compressibilité  des 
fluides  élastiques,  des  condensations  de  vapeur  qui  peuvent 
se  produire,  et  enfin  des  transformations  de  chaleur  en  travail 
mécanique  dont  nous  exposerons  plus  tard  la  théorie. 

L'injecteur  GifTard  est  une  des  applications  les  plus  extra- 
ordinaires de  ces  phénomènes. 

Calcul  de  la  perte  de  charge.  —  Si  l'on  élève  au  carré  l'é- 
quation 

V  =z  0,82  si igli 

et  qu'on  la  résolve  par  rapport  à  A,  on  trouve 


/i=:i,49 


v^ 


2ff 


Donc,  pour  produire  une  vitesse  v  à  l'extrémité  d'un  aju- 
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IBge  cylindrique,  il  faut  k  peu  près  une  fois  et  demie  la  hau- 
teur qui  produirait  celte  vitesse  en  mince  paroi.  La  perte  dr 
charge  est  donc  le  tiers  de  la  hauteur;  et,  malgré  cela,  la  dé- 
pense est  augmentée  dans  le  rapport  de  0,82  à  0,6a. 
Bien  que,  pour  les  applications  ordinaires,  les  formules 

Q  -~  0,6a  A  ^/2gb 
et 

Qr-.o,8iA  v'âff/i 

se  traitent  absolument  de  la  même  manière,  il  importe  de 
remarquer  que  les  deux  coefTicientâ  n'ont  pas  la  même  signi- 
fication théorique;  le  premier  afTecie  la  section,  le  second  U 
vitesse.  Nous  les  représenterons  par  m  et  [i. 

\Ajiff.  101  met  en  évidence  les  variations  corrélatives  de  la 
ligne  de  charge  et  de  celle  des  niveaux  piézométriques.  Ces 


deux  lignes  suivent  des  marches  toujours  indépendantes, 
quelquefois  parallèles,  souvent  inverses,  comme  dans  le  cas 
actuel.  Seulement  la  ligne  de  charge  ne  peut  qu'aller  en  des- 
cendant; l'autre  peut  osciller  dans  des  limites  plus  ou  moins 
étendues. 

Ajutages  coniques.  ~  Les  ajutages  cylindriques  peuvent  être 
remplacés  par  des  ajutages  coniques.  S'ils  sont  divergents,  ils 
produisent,  tant  qu'ils  sont  mouillés  par  le  liquide,  le  phéno- 
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mène  des  ajutages  cylindriques  exagéré.  La  perte  de  charge 
sera  plus  grande,  parce  que  la  différence  des  vitesses  à  l'en- 
trée de  l'ajutage  et  à  la  sortie  est  plus  grande. 

Si  les  ajuiages  sont  convergents,  le  phénomène  est  double 
(Jig.  io3).  Il  y  a  à  la  fois  réduction  de  vitesse  due  au  gonfle- 
ment de  la  veine  et  contraction  extérieure  due  à  la  convergence 

Fig.  io3. 


des  filets,  et,  par  suite,  la  dépense  est  affectée  d'un  coefficient 
qui  représente  à  la  fois  ces  deux  actions,  et  qui  est  égal  au 
produit  de  ceux  qui  résulteraient  de  chacune  de  ces  actions 
prises  séparément.  En  supposant  que  l'angle  du  cône  varie  de 
G  à  i8o  degrés,  nous  arriverons  des  ajutages  cylindriques  à 
l'orifice  en  mince  paroi,  en  passant  par  un  orifice  très-voisin 
de  l'évasement  complet.  Les  expériences  ont  été  faites  sur 
des  ajutages  ayant  pour  diamètre  commun,  à  leur  petite  base, 
o",oi55,  avec  une  longueur  égale  à  deux  fois  et  demie  ce  dia- 
mètre, et  sous  des  charges  deo™,2o  à  3  mètres.  On  mesurait  di- 
rectement la  dépense,  ce  qui  donnait  le  produit  myi  des  deux 
coefficients  de  réduction;  les  coordonnées  de  la  parabole 
décrite  par  le  filet  liquide  permettaient  de  trouver  [ly  coeffi- 
cient de  réduction  de  la  vitesse,  et  enfin,  par  une  division,  on 
avait  le  coefficient  m  dû  à  la  contraction.  On  a  trouvé  les 
nombres  suivants  : 


ÀDgle 
du  cône. 

m 

Coefficient 
de  contraction. 

Coefficient 
de  la  vitesse. 

Coefficient 
de  la  dépense. 

o        / 

o.    O 

I  ,00 

0,82 

0,82 

12.    4 

29.58 

48. 5o 
180.  0 

0'99 

0,86 
0,62 

0,955 

o»975 

o,9«4 
1 ,00 

o>942 

0,895 

0,847 
0,62 
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Remarques  sur  ce  tableau.  —  On  voit  que»  tant  que  l'angle 
du  cône  ne  dépasse  pas  12  à  i5  degrés,  la  convergence  à  la 
sortie  est  insignifiante,  et  le  coefficient  m  très-voisin  de  l'unité. 

Au  contraire,  le  coefficient  fx,  qui  représente  la  perte  de 
force  vive,  diminue  à  mesure  que  l'angle  augmente,  parce 
que  répanouissement  de  la  veine  après  la  contraction  inté- 
rieure est  plus  fuibie. 

Des  effets  combinés  de  ces  deux  causes  qui  agissent  en  sens 
inverse,  il  résulte  que  le  maximum  de  dépense  correspond 
à  l'angle  de  i2<»4'. 

Buses.  —  Quand  la  longueur  de  la  buse  conique  augmente, 
il  se  produit  des  frottements  qui  croissent  avec  la  longueur; 
mais  on  observe  aussi  un  autre  phénomène  remarquable  : 
v'p  au  lieu  d'être  plus  grand  que  Vy  est  notablement  plus  petit, 
à  cause  de  la  convergence  du  cône;  l'expérience  de  Venturi 
donnerait  un  refoulement  au  lieu  d'une  aspiration;  d'un  autre 
côté,  cette  même  convergence  fait  que  l'épanouissement  de 
la  veine  est  moins  considérable  au  sortir  de  la  section  contrac- 

lée;  donc,  pour  ces  deux  raisons,  la  perte  de  charge  

est  assez  faible. 

Quanta  la  contraction  à  la  sortie,  le  tableau  montre  qu'elle 
est  négligeable,  lorsque  la  convergence  du  cône  ne  dépasse 
pas  12  à  i5  degrés  :  on  peut,  dans  ces  conditions,  et  malgré 
l'influence  du  frottement,  arriver  à  des  coefficients  de  0,98 
à  0,99. 

§   V.  —  ÉCOULBUENT   PAR  Dfi?ERSOIRS. 

*  On  appelle  déversoir  une  échancrure  rectangulaire  pratiquée 
dans  la  paroi  d*un  vase,  échancrure  par  laquelle  s'écoule  l'eau, 
que  nous  supposerons  maintenue  dans  le  vase  à  un  niveau 
constant.  On  appelle  seuil  du  déversoir  l'arête  inférieure  par- 
dessus laquelle  l'eau  se  déverse  en  nappe. 

Souvent  les  déversoirs  sont  en  maçonnerie,  souvent  aussi 
ils  sont  constitués  par  une  vanne  de  superficie  qu'on  soulève 
quand  on  veut  empêcher  l'eau  de  sortir,  et  qu'on  abaisse 
quand  on  veut  la  faire  écouler.  L'arête  supérieure  de  cette 
vanne  constitue  alors  le  seuil  du  déversoir. 
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L'écoulement  par  un  orifice  de  ce  genre  ne  diffère  pas  de 
récoulement  par  un  grand  orifice  rectangulaire  pour  lequel 
la  charge  sur  l'arête  supérieure  serait  nulle.  La  théorie  des 
grands  orifices  n'ayant  pu  être  faite,  celle  des  déversoirs  n'est 
guère  plus  possible,  au  moins  d'une  manière  satisfaisante. 
On  est  donc  obligé  de  tout  demandera  l'expérience. 

On  admet»  pour  la  dépense,  la  formule  de  Dubuat, 


dans  laquelle  h  est  la  charge  sur  le  seuil,  /  là  largeur  du  dé* 

versoir,  par  suite  Ih  la  section  d'écoulement.  Le  facteur  V  ^gà 
représente  à  peu  près  la  vitesse  moyenne  ;  enfin  K  est  un 
coefficient  que  l'expérience  doit  déterminer. 

Ce  qui  distingue  ces  formules  de  celles  que  donne  la  théorie, 
c'est  que  K  n'est  pas  constant,  même  approximativement  :  il 
varie  avec  la  charge,  la  largeur  absolue  du  déversoir  et  le 
rapport  de  cette  largeur  à  celle  du  canal. 

Enfin  il  varie  considérablement,  suivant  que  la  contraction 
est  plus  ou  moins  supprimée. 

II  faut  bien  se  garder  de  mesurer  A  en  plongeant  un  mètre 
dans  l'eau  au-dessus  du  seuil,  et  mesurant  la  hauteur  du 
liquide:  il  y  a  toujours  en  ce  point  une  dénivellation  [Jig.  io4) 

Fig.  104. 


qui  peut  atteindre,  selon  les  cas,  i5  à  20  pour  100  de  la  charge 
réelle.  Il  est  alors  indispensable  de  comparer  par  un  nivelle- 
ment le  seuil  du  déversoir  avec  un  point  du  niveau  liquide 


(*)  Si  Teau  était  animée  dans  le  réservoir  d'une  vitesse  notable  c, ,  il  fau- 
drait écrire 


Q  =  K//iv^2^Â-h»'î 
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assez  éloigné  pour  que  l'appel  produit  par  le  déversoir  y  soit 

insensible. 

On  doit  éviter  avec  soin,  dans  la  construction  d'un  déversoir, 
la  contraction  latérale  (Jig.  io5)  et  la  contraction  inférieure; 

Fig.  loS. 


on  peut  ainsi  dépenser  plus  d'eau  avec  une  charge  donnée. 
La  contraction  latérale  est  naturellement  évitée ,  quand  le 
déversoir  occupe  toute  la  largeur  du  canal. 

Dans  ces  conditions,  si  la  charge  dépasse  o™,o3y  limite  au- 
dessous  de  laquelle  la  permanence  est  difficile  à  atteindre 
et  la  valeur  de  h  incertaine;  si,  de  plus,  la  largeur  /  est  assex 
grande»  relativement  à  la  charge,  on  peut  admettre,  avec 
M.  Castel, 

K:    0,443    ou    Q:    I,96//lvÂ• 
Telle  est  la  formule  qu'on  pourra  employer  pour  un  avant- 
projet.  S'il  s'agit  d'estimer  la  dépense  d*un  déversoir  établi,  il 
faut  chercher,  dans  les  Recueils  d'expériences,  les  nombres 
qui  se  rapprochent  le  plus  des  conditions  de  la  question. 

Des  expériences  faites  d'abord  par  MM.  Poncelet  et  Lesbros 
en  1827,  et  continuées  depuis  par  ce  dernier,  sur  un  orifice  en 
forme  de  déversoir  dont  la  largeur  était  de  0^,20,  tantôt  avec 
contraction  latérale,  tantôt  sans  cette  contraction,  ont  donné 
des  résultats  dont  nous  extrayons  ce  qui  suit  : 


CHAPITRE  II.   —    BYDBODTNAVIQUB.  347 


VALECB8 

DE  K 

VALEURS  DE  Z. 

avec 

sans 

contraction  latérale. 

contraction  latérale 

m 

• 

m 

m 

o,oi 

0,424 

0,492 

o,oa 

0,417 

0,473 

o,o3 

0,412 

0,459 

o,o4 

0,407 

0,449 

0,06 

o,4oi 

0,44a 

0,08 

0,397 

0,434 

0,10 

0,395 

0,434 

o,i4 

0,393 

0,434 

Oy20 

0,390 

0,432 

0,22 

o,385 

0,430 

Les  derniers  coefficients  sont  ceux  qu'il  parait  convenable 
d'adopter  lorsque  le  déversoir  a  une  grande  étendue  relative- 
ment à  la  charge  Z,  qui  doit  d'ailleurs  excéder  o'",o3^  à  cause 
surtout  de  la  difficulté  de  mesurer  exactement  une  charge 
moindre. 

M.  Ciarinval,  capitaine  d'artillerie,  a  donné  la  formule  sui- 
vante, qui  contient  un  élément  de  plus  que  celle  de  Dubuat, 
répaisseur  e  de  la  veine,  prise  directement  sur  le  seuil  : 


Q='''Vâ-t-. 


Ces  formules  sont  très<importantes,  parce  que  les  déver- 
soirs existent  réglementairement  dans  toutes  les  usines  hy- 
drauliques; ils  fournissent  un  moyen  de  jaugeage  fréquem- 
ment employé  pour  calculer  le  volume  fourni  par  un  cours 
d'eau  (*). 

Déversoirs  larges,  —  Lorsque  le  déversoir  est  accompagné 
d'un  coursier  plus  ou  moins  incliné  et  d'une  petite  lon- 
gueur [fig>  106),  il  y  a  réduction  de  la  dépense  lorsque  la 
charge  est  au-dessous  de  25  à  3o  centimètres.  Pour  des  charges 


{*)  Consulter  à  ce  sujet  le  Mémoire  sur  le  jaugeage  des  cours  d*eau  et  le 
Traité  de  la  mesure  des  eaux  courantes ^  par  M.  Boileau. 
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de  plus  en  plus  fortes,  la  réduction  devienide  moins  en  moios 
sensible;  mais,  pour  les  charges  de  quelques  ceDiimètres,  la 


réduclion  est  considérable.  (Foir  les  Recueils  du  général 
Morin.) 

Déversoirs  incomplets  ou  demi-déversoirs.  —  Un  déversoir 
est  dit  incomplet  quand  le  niveau  de  l'eau  dans  le  bief  d'a\-3i 
se  tient  au-dessus  du  seuil  {^g-  loj  )•  On  mène  alors  un  pUo 


horizontal  qui  prolonge  le  niveau  inférieur  et  divise  la  hau- 
teur h  en  deux  parties  h'  et  h".  On  considère  récoulemeni 
comme  se  faisant  à  la  fois  par  un  déversoir  dont  la  charge  sui 
le  seuil  est  A'  et  par  un  orilîce  no^é  de  hauteur  h',  avec  une 
charge  supérieure  égale  à  A'  :  la  dépense  du  déversoir  in- 
complet sera  la  somme  de  ces  deux  dépenses  panielles;  on 
la  représente  par  la  formule 

Problèmes  sur  les  barrages.  —  Ces  déversoirs  incomplets 
donnent  lieu  à  des  problèmes  de  la  plus  haute  Imporunce, 
mais  que  souvent  on  ne  peut  pas  résoudre  d'une  manière 
satisfaisante,  même  pour  les  besoins  de  la  pratique;  et  c'est 
là  ce  qui  montre  combien  il  reste  encore  à  faire  pour  l'Hy- 
draulique, malgré  uni  de  progrès  récents  que  cette  science  a 
Taits  entre  les  mains  d'expérimentateurs  habiles. 
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On  peut  demander,  par  exemple,  connaissant  la  profon- 
deur H  et  le  débit  Q  d'un  cours  d'eau  régulier,  à  quelle  hau- 
teur Z  il  faudra  établir  un  barrage  pour  créer  une  chute  de 
hauteur  A'.  II  est  clair  que  l'établissement  du  barrage  ne 
changera  pas  le  niveau  de  l'eau  dans  le  bief  d'aval,  puisque 
le  lit  et  le  débit  n'auront  pas  changé  dans  cette  partie,  au 
moins  une  fois  le  régime  redevenu  permanent. 

Ceci  une  fois  admis,  la  formule  des  déversoirs  incomplets 
permet  de  résoudre  immédiatement  le  problème.  11  suffit  de 
remplacer,  dans  la  formule,  A  par  A'-+-H  — z,  A"  par  H—  z, 
et  l'on  en  tirera  la  valeur  de  z  en  fonction  des  données  H,  Q 
et  de  la  chute  A'  qu'on  veut  produire. 

La  même  équation,  dans  laquelle  on  considérera  z  comme 
une  donnée  et  A'  comme  l'inconnue,  donnera  la  hauteur  à 
laquelle  un  barrage  donné  fera  relever  les  eaux  immédiate- 
ment en  amont. 

On  peut  demander  aussi  de  chercher  jusqu'à  quelle  distance 
le  remous,  ou  gonflement  produit  par  le  barrage,  sera  sensible 
dans  le  bief  d'amont  (fig.  io8). 

Fig.  io8. 


Cette  question  a  une  grande  importance  pratique  au  point 
de  vue  de  la  dépréciation  des  propriétés  riveraines  d'un 
cours  d'eau  qu'on  veut  barrer  dans  un  intérêt  public  ou  parii- 
culier.  Elle  est  extrêmement  difficile  dans  l'état  actuel  de 
l'Hydraulique,  et  n'entre  pas  dans  notre  programme. 

Généralement  la  surface,  modifiée  se  raccorde  asymptoti- 
quement  avec  le  plan  primitif;  mais  il  peut  arriver  dans  cer- 
tains cas  que  le  raccordement  soit  impossible  :  il  se  passe 
alors  des  phénomènes  dont  nous  dirons  quelques  mots  plus 
tard. 
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CHAPITRE  IIL 

DU  FROTTEMENT  ET  DE  LA  VISCOSITË  DES  LIQUIDES. 


On  n'a  pas  tardé  à  reconnattre  que,  si  Ton  pouvait  négliger 
le  frottement  dans  le  cas  d'un  liquide  en  équilibre  ou  d'une 
veine  qui  ne  se  trouve  que  sur  une  petite  longueur  en  con- 
tact avec  des  parois  solides,  il  n'en  était  pas  de  même  dès  que 
l'on  considère  un  cours  d'eau  d'une  grande  étendue  comme 
une  rivière,  ou  même  un  liquide  s'écoulant  d'un  réservoir 
par  l'intermédiaire  d'un  tuyau  d'une  certaine  longueur. 

Mouvement  uniforme.  —  Nous  restreignons  notre  étude  au 
cas  d'un  mouvement  permanent,  et  si  d'abord  nous  supposons 
en  outre  que  les  dimensions  du  lit  ou  là  section  de  la  con- 
duite soient  constantes,  il  est  clair  que  le  mouvement  ne  sau- 
rait être  permanent  sans  être  en  même  temps  uniforme.  En 
effet,  la  permanence  donne 

si  w  =  w'=6)",  on  a 

Or  l'observation  journalière  démontre  que  ce  mouvement 
uniforme  s'établit  en  effet,  malgré  l'inclinaison  du  Ut  ou  de  la 
conduite,  preuve  de  l'existence  d'un  frottements  c'est4-dire 
d'une  résistance  tangentielle  opposée  au  mouvement. 

De  plus,  le  mouvement  devient  toujours  nécessairement 
uniforme,  quelle  que  soit  la  pente,  c'est-à-dire  quelle  que 
soit  la  composante  motrice  de  la  pesanteur.  Donc,  la  vitesse 
de  ce   mouvement   uniforme  étant  d'ailleurs  d'autant   plus 
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grande  que  la  pente  est  plus  forte,  il  faut  que  le  frottement 
grandisse  avec  la  vitesse,  de  manière  à  faire  constamment 
équilibre  à  la  force  motrice  croissante. 

Enfin  on  reconnaît  encore  aisément  qu'une  conduite  par- 
tant d'un  réservoir  fixe  pour  aboutir  à  un  niveau  donné  débite 
d'autant  moins  d'eau  qu'elle  est  plus  longue,  ce  qui  montre 
l'influence  sur  le  frottement  de  l'étendue  de  la  surface  suivant 
laquelle  le  liquide  est  en  contact  avec  des  parois  solides. 

Ces  principes,  qui  semblent  très-simples,  n'ont  pas  été 
posés  dès  le  début,  et  Dubuat  se  glorifie  à  juste  titre  d'avoir 
découvert  que,  quand  l'eau  coule  uniformément  dans  un  lit 
quelconque^  la  force  accélératrice  qui  Vohlige  à  couler  est 
égale  à  la  somme  des  résistances  qu'elle  essuie,  soit  par  sa 
propre  viscosité^  soit  par  le  frottement  du  lit.  Les  remarques 
précédentes  sont  des  conséquences  immédiates  de  ce  théo- 
rème évident. 

Pour  aller  plus  loin  et  déterminer  exactement  la  vitesse  et 
par  conséquent  la  dépense  d'un  courant  dont  la  pente  et  le  lit 
sont  donnés  (question  sans  la  solution  de  laquelle  il  est  im- 
possible de  prévoir  le  résultat  d'aucune  opération  sur  le  lit 
des  fleuves)  des  expériences  précises  et  nombreuses  étaient 
indispensables  :  elles  furent  exécutées  avec  un  rare  esprit  de 
discernement  par  Dubuat  (1780-1783).  Les  expériences  anté- 
rieures de  Bossut  et  Couplet  sur  les  tuyaux  de  conduite  et  les 
canaux  factices  ne  formaient  pas  un  ensemble  suffisant  pour 
constituer  une  théorie. 

De  Prony  s'est  servi  des  expériences  de  Dubuat  pour  éta- 
blir des  formules  qui  ont  été  longtemps  en  usage.  Enfin 
des  expériences  plus  précises  ont  été  faites  récemment  par 
Darcy,  qui  a  pu  mettre  en  évidence  de  nouvelles  influences,  et 
arriver  à  donner  plus  d'exactitude  aux  formules  destinées  à 
traduire  les  résultats  pour  les  besoins  de  la  pratique  de  l'in- 
>  génieur. 

Conformément  à  l'usage  habituel,  nous  diviserons  l'étude 
théorique  et  expérimentale  du  frottement  des  liquides  en  deux 
parties  consacrées,  la  première  à  l'étude  du  mouvement  per- 
manent des  liquides  dans  des  tuyaux  fermés,  la  secondée  celle 
des  phénomènes  qui  se  passent  quand  le  mouvement  a  lieu 
dans  un  lit  ou  canal  découvert. 
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§  VL  —  Théorie  des  conduites  cylindriques  a  débit  constant. 

Étude  physique,  —  Commençons  par  faire  une  élude  phy- 
sique du  phénomène,  aGn  de  chercher  à  quoi  peut  tenir 
l'existence  du  frottement  dans  le  mouvement  des  liquides. 
Nous  voyons  tout  de  suite  qu'il  y  a  lieu  d'établir  une  distinc- 
tion radicale  entre  le  frottement  des  liquides  et  celui  des 
solides. 

La  cause  qui  produit  tout  ce  qu'on  remarque  dans  le  frotte- 
ment entre  les  solides,  pression  et  déformation  mutuelles  des 
corps  en  contact,  parait  perdre  beaucoup  de  son  importance 
quand  il  s'agit  des  liquides,  à  cause  de  leur  incompressibilité 
presque  complète.  Il  faut  donc  une  autre  explication  pour  le 
phénomène  actuel.  Or  il  est  naturel  de  la  chercher  dans  ce  bit 
que  les  tuyaux  qui  contiennent  le  liquide  en  mouvement  ne 
sont  pas  parfaitement  polis.  Ils  ont  leur  intérieur  hérissé  de 
petites  aspérités  qui  retardent  presque  jusqu'à  l'immobilité 
la  couche  liquide  qui  se  trouve  directement  en  contact.  Celle- 
ci,  en  vertu  de  la  viscosité,  retarde  à  son  tour  la  couche 
qu'elle  enveloppe,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  centre,  oii  le  re- 
tard est  minimum.  Telle  est  la  cause  probable  de  la  réaction 
longitudinale  qu'exercent  les  parois  encaissantes  sur  un  liquide 
en  mouvement. 

Occupons-nous  donc  de  chercher  suivant  quelle  loi  varie 
cette  résistance  longitudinale  des  tuyaux  de  conduite,  résis- 
tance qui  provient  à  la  fois  de  TefTet  de  la  réaction  directe  des 
tuyaux  et  de  la  viscosité  du  liquide. 

!•  Influence  de  la  pression.  —  L'incompressibilité  des 
liquides  fait  pressentir  que  leur  frottement  est  indépendant 
de  la  pression.  C'est  là  une  des  lois  qu'on  a  le  plus  difficile- 
ment admises  dans  le  principe,  tant  ce  résultat  était  contraire 
aux  idées  préconçues  provenant  d'une  assimilation  peu  justi- 
fiable avec  le  frottement  des  solides.  Voici  l'expérience  par 
laquelle  Dubuat  a  dûment  établi  ce  fait  capital  dans  la  théorie 
actuelle.  Il  a  pris  deux  vases  assez  grands,  dans  chacun  des- 
quels le  niveau  était  maintenu  à  une  hauteur  fixe  pour  chaque 
expérience.  Les  réservoirs  étaient  réunis  par  un  tuyau  de  con- 
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duite,  et  l'on  mesurait  par  le  trop-plein  du  vase  inférieur  la 
quantité  d'eau  débitée  par  la  conduite  venant  du  vase  supé- 
rieur [fig,  109).  Il  augmentait  ensuite  de  o°*,25  la  charge  de 

Fig.  109. 


ce  dernier,  en  laissant  la  différence  de  niveau  constante,  et  ne 
trouva  aucun  changement  dans  la  dépense.  Darcy  a  confirmé 
ce  résultat  en  faisant  varier  les  pressions  absolues  entre  des 
limites  beaucoup  plus  écartées  que  celles  auxquelles  s'était 
arrêté  Dubuat. 

a**  Influence  de  la  nature  des  parois.  —  Pour  un  liquide  qui 
mouille  la  paroi,  le  frottement  s'exerce  sur  une  couche  mince 
adhérente  à  la  paroi  :  il  est  donc  à  peu  près  indépendant  de 
la  nature  de  celle-ci,  pourvu  qu'elle  ne  présente  pas  de  rugo- 
sités sensibles.  Mais  les  expériences  nouvelles  de  Darcy  et  de 
M.  Bazin  ont  fait  reconnaître  l'inexactitude  de  cette  loi  de 
Dubuat. 

3<*  Influence  de  rétendue  de  la  surface  de  contact.  —  Les 
molécules  liquides  étant  à  peu  près  Indépendantes  les  unes 
des  autres,  la  résistance  s'exerce  ^ur  chaque  élément;  elle  est 
donc  proportionnelle  à  retendue  des  surfaces  en  contact,  ou 
à  x^f  ^^  appelant  x  le  périmètre  de  la  section  mouillée,  et  /  la 
longueur  du  tuyau. 

4**  Influence  de  la  vitesse.  —  La  résistance  augmente  avec 
la  vitesse;  il  s'agit  de  trouver  suivant  quelle  loi  a  lieu  cette 
variation.  Il  est  très-difficile  de  prévoir  cette  loi  directement, 
car  on  ne  sait  pas  comment  la  vitesse  varie  pour  les  différents 
fllets  liquides;  tout  ce  qu'on  peut  mesurer,  c'est  la  vitesse 
moyenne,  c'est-à-dire  le  quotient  de  la  dépense  par  la  section. 
Or  il  n'est  pas  étonnant  que  nous  ne  puissions  trouver  une 
loi  simple  en  fonction  d'une  variable  qui  n'est  point  celle  qui 
IIL  23 
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influe  directement  sur  le  phénomène.  Quoi  qu'il  en  soit,  appe- 
lons U  celte  vitesse  moyenne.  11  est  naturel  de  supposer  que  les 
résistances  croissent  à  peu  près  comme  les  carrés  des  vitesses. 
En  eiîet,  la  vitesse  agit  doublement  :  elle  influe  d'abord  sur  le 
nombre  des  molécules  liquides  mises  en  conlact  avec  la  paroi, 
et  ensuite  sur  la  résistance  qu'opposent  les  aspérités  de  la  paroi 
aux  diverses  molécules  liquides  qui  glissent  à  sa  surface.  Ce- 
pendant l'expérience  prouve  que  la  résistance  d'un  même  lil 
croît  en  moindre  raison  que  le  carré  de  la  vitesse  :  ces  deux 
variables  ne  sont  donc  pas  liées  par  une  loi  simple,  et  l'on  est 
obligé  d'employer  une  formule  empirique  (*). 

Nous  nous  abstiendrons  de  mentionner  la  formule  proposée 
par  Dubuat,  laquelle  n'a  jamais  été  employée.  De  Prony  a 
calculé  une  formule  parabolique  à  deux  termes,  qui  a  été 
longtemps  la  seule  en  usage.  D'après  lui,  la  résistance  longi- 
tudinale d'une  longueur  /de  tuyau  est  donnée  par  la  fonction 

F=rx/(aU-f-i3U»), 


(  *  )  Sur  les  formules  empiriques.  —  Laissant  constants  tous  les  autres  éle« 
monts,  ou  fera  varier  la  dépense  du  tuyau,  c'est-à-dire  la  vitesse  U,  et  Ton 
observera  les  pertes  de  charge  correspondantes.  On  construira  uue  courbe 
ayant  ces  pertes  pour  ordonnées,  ot  les  vitesses  U  pour  abscisses. 

Si  la  théorie  et  les  expériences  sont  bien  faites,  c'est-à-dire  si  Ton  a  bien 
éliminé  toutes  les  causes  qui  peuvent  troubler  le  phénomène ,  cette  courbe 
devra  avoir  une  forme  assez  régulière.  Si  quelques  résultats  d'expériences 
paraissent  en  dehors  de  la  marche  {générale  de  la  courbe,  il  y  a  beaucoup  de 
chances  ]>our  qu'ils  soient  inexacts,  et  l'on  devra  recommencer  les  expériences 
coriespondantes.  Un  seul  résultat  aj^ormal  qui  serait  bien  confirmé  serait  la 
condamnation  de  la  théorie. 

La  courbe  étant  construite,  en  corrigeant  légèrement  les  expériences  d'après 
lu  notion  de  la  continuité,  on  cherchera  parmi  les  courbes  que  Ton  connaît 
celle  dont  la  forme  se  rapproche  le  plus  de  celle  qui  y  est  tracée,  et  l'on  en 
déterminera  l'équation,  en  se  guidant  d'après  les  considérations  suivantes  ; 

1®  Si  la  courbe  se  rapproche  beaucou[»  de  la  ligne  droite,  de  sorte  que  les 
deux  ordonnées  ne  diflerent  que  de  quantités  qui  soient  de  l'ordre  possible 
des  erreurs  d'expériences,  la  fonction  croîtra  proportionnellement  à  la  variable, 
et  l'équation  exprimant  la  relation  cheichée  sera 

y  .:=.  ax  -1-  b. 

2^  Si  la  fonction  croit  dans  une  proportion  plus  rapide,  on  cherchera  s'il 
y  a  proportionnalité  au  carré,  au  cube,  ou  à  une  puissance  fractionnaire  de 
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dans  laquelle  a  et  (3  sont  Indépendants  de  la  nature  et  des  di- 
mensions du  tuyau. 

La  perte  de  charge  correspondante,  pour  une  surface  pres- 
sée égale  à  Q,  est 

Y-    ^ 

soity  par  mètre  de  longueur  de  tuyau, 

y 

en  désignant  par  J  le  quotient  yv  suivant  l'usage  habituel,  et 


la  variable.  Dans  les  cas  plus  compliqués,  on  aura  recours  à  une  fonction  pom 
rabolique 

en  prenant  d'autant  plus  de  termes  qu'on  voudra  une  approximation  plus  con- 
sidérable. 

Si  la  fonction  croit  moins  vite  que  la  variable,  on  prendra  des  radicaux. 

3^  Quand  la  fonction  croit  plus  rapidement  que  toutes  les  puissances  de  la 
variable,  on  prend  des  exponentielles  de  la  forme 


ae*^-^be^'  -\- 


4°  Quand  la  fonction  décroit,  on  prend  les  inverses  des  expressions  précé- 
dentes 


f         î  I 

_,     __,     _ 

jc       x^        a 


b°  Enfin  les  fonctions  trigonométriques  conviennent  au  cas  où  la  foncUon 
est  périodique. 

On  a  ainsi  l'équation  qui  exprime  la  loi  cherchée;  elle  renferme  plusieurs 
coefficionts  ou  paramètres  qu'il  faut  déterminer  par  l'expérience  :  or  on  re- 
marque que  chaque  observation  donne  une  relation  entre  ces  coefficients;  le 
nombre  d'obsunations  doit  donc  être  au  moins  éj^al  au  nombre  d'incmnues 
à  déterminer,  et,  eu  général,  il  est  utile  de  les  multiplier  bien  au  delà,  sauf  à 
choisir  dans  le  nombre  les  plus  exactes  et  celles  qui  sont  le  plus  dkUantet 
l'une  de  l'autre;  on  peut  aussi  employer  la  méthode  des  moindres  carrés,  qui 
tient  compte  de  toutes  les  observations,  mais  qui  est  bien  rarement  recomman- 
dable  dans  les  questions  de  pratique  industrielle;  ou  bien  encore  une  construc- 
tion graphique  quand  on  peut  en  trouver  une  suffisamment  simple,  comme 
nous  allons  le  voir.  Enfin  une  reniai  que  d'importance  capitale,  c'est  de  n'em- 
ployer jamais  une  formule  empirique  que  dans  les  limites  oit  elle  a. été  étaUie 
par  l'expérience, 

23. 
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faisant 
Si  D  est  le  diamèlre  du  tuyau,  on  a 


d'où 


4 


Telle  est  la  formule  usuelle. 

Pour  déterminer  les  coefOcients  a  et  b,  Prony  a  mis  à  profil 
cinquante  et  une  expériences  diverses  qui  avaient  été  faites 
par  Bossut,  Couplet  et  Dubuat.  Après  avoir  mis  l'équation  pré- 
cédente sous  la  forme 

4      t» 
il  a  construit  une  courbe,  en  prenant  pour  ordonnées  les  va- 
leurs de  T I)  rr'  et  pour  abscisses  les  vitesses  U.  La  courbe 

4     1) 

ainsi  obtenue  s'écartait  assez  peu  d'une  ligne  droite,  dont  il  a 

mesuré  l'ordonnée  à  l'origine  a  et  le  coefficient  angulaire  6. 

U  a  trouvé  ainsi 

û  =  0,00001^3, 

(  =z 0,000348. 

Eytelwein  et  d'Aubuisson  ont  repris  la  discussion  des  mêmes 

expériences,  et  ont  proposé  pour  les  coefficients,  le  premier. 

les  valeurs 

a  =rr  0,0000222, 

b  ■--  0,000280; 
le  second, 

n  n::  0,OOOOl88, 

b  z=z  0,000343. 

Ces  divergences  tiennent  à  ce  que  Ton  peut  tracer  plusieurs 
droites  qui  ne  s'écartent  pas  plus  sensiblement  l'une  que 
l'autre  de  l'ensemble  des  points  déterminés  expérimentale- 
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inenl.  En  général^  il  faut  que  les  écarts  soient  peu  considéra- 
bles et  qu'ils  soient  dans  tous  les  sens  pour  que  la  théorie  et 
les  expériences  soient  admissibles. 

Si  les  écarts  sont  faibles,  mais  suivent  une  loi  régulière, 
cela  prouve  qu'on  a  négligé  une  cause  d'erreur  constante  :  la 
théorie  ne  représente  pas  exactement  le  phénomène  ;  elle  peut 
d'ailleurs  être  sufGsanie  pour  les  besoins  de  la  pratique. 

Formules  diverses,  —  Dupuit  a  remarqué  que,  si  U  n'est  pas 
très-petit,  le  terme  aU  devient  négligeable  devant  frU^  Il  fuut 
alors  changer  la  valeur  de  b  et  prendre 

6,  :=  o,ooo3855, 

en  exagérant  un  peu  l'effet  des  frottements.  On  met  ainsi  la 
formule  sous  la  forme 


'-(â)'(i)'=°--F: 


M.  Barré  de  Saint- Venant,  en  se  servant  toujours  des  mêmes 
expériences,  a  propoèé  de  remplacer  le  binôme  par  un  seul 
terme  AU'",  dans  lequel  m  est  fractionnaire  et  égal  à  Y>  ^^ 
A  =  0,00029557. 

La  détermination  des  coefQcients  A  et  m  peut  se  ramener 
aussi  à  la  construction  d'une  ligne  droite.  Il  suffit  pour  cela  de 
prendre  pour  abscisses  les  logarithmes  des  vitesses  logU,  et 
pour  ordonnées  logJ;  on  a,  en  effet,  entre  ces  variables  l'é- 
quation linéaire 

logJ  =  log  A  -t-  m  logU. 

Expériences  de  Darcy.  —  Depuis  assez  longtemps,  divers 
ingénieurs  avaient  constaté  que  la  formule  de  Prony  était  loin 
d'avoir  toujours  l'exactitude  désirable.  Darcy,  Inspecteur  gé- 
néral des  Ponts  et  Chaussées,  a  repris  cette  question,  et  fait 
exécuter  un  grand  nombre  d'expériences  dont  les  détails  se 
trouvent  consignés  dans  son  Ouvrage,  intitulé  :  Recherches 
expérimentales  relatives  au  mouvement  de  Veau  dans  les 
tuyaux  (1857). 

Darcy  a  opéré  sur  vingt-deux  tuyaux  différents  par  leur 
nature  (fer  étiré,  plomb,  tôle  et  bitume,  verre,  fonte,  tantôt 
neuve,  tantôt  recouverte  de  dépôts),  et  par  leurs  diamètres, 
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depuis  ©"'jO  122  jusqu'à  o",5o;  et  il  a  fait  sur  eux  ceni  quatre- 
vingt-dix-huit  expériences.  En  faisant  varier  dans  un  même 
tuyau  la  vitesse  et  par  conséquent  la  perte  de  charge  par 
mètre,  il  a  trouvé  qu'en  général  celle-ci  est,  pour  chaque  tuyau, 
à  peu  près  proportionnelle  à  une  fonction  du  second  degré 
aU  +  AU'  de  la  vitesse  moyenne;  il  a  également  reconnu  que, 
comme  l'avait  remarqué  Prony,  lorsque  la  vitesse  n'est  pas 
trop  petite,  c'est-à-dire  qu'elle  est  supérieure  à  o",io,  on 
peut  négliger  le  terme  du  premier  degré;  mais,  contraire- 
ment à  l'opinion  de  Dubuat,  Darcy  a  constaté  que  les  coeffi- 
cients a  et  6,  constants  pour  un  même  tuyau,  varient  avec  le 
diamètre  et  avec  la  nature  de  la  conduite.  La  résistance  de  la 
fonte  neuve  serait  environ  une  fois  et  demie  celle  du  bitume. 
Une  fois  les  dépôts  formés,  la  nature  de  la  surface  recouverte 
perd  naturellement  son  influence;  mais  la  résistance  est  alors 
double  de  celle  de  la  fonte  neuve. 

Quand  il  s'agit  de  tuyaux  dont  la  surface  est  altérée  par  de 
légers  dépôts  ou  par  l'oxydation,  si  la  vitesse  n'est  pas  infé- 
rieure à  o^^yio  par  seconde,  la  formule  adoptée  par  Darcy 
revient  à  la  suivante,  où  nous  conservons  le  même  premier 
membre  que  dans  celle  de  Prony  : 

'    riT  /  /r  0,0000l3\    -. 

-  DJ=  (o,ooo5o7  H =- J  U% 

tandis  que,  pour  une  conduite  en  fonte  à  paroi  lisse,  il  fau- 
drait réduire  le  second  membre  à  moitiéy  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  en  désignant  le  rayon  par  r,  poser,  comme  le  fait 
M.  Darcy, 

rJ=  fo,ooo5o7H ^ — ^j  U^ 

Lorsque,  dans  une  conduite  à  surface  lisse  en  fonle,  on  veut 
comprendre  le  cas  où  la  vitesse  serait  moindre  que  o",io 
par  seconde,  la  formule  qu'indique  Darcy  revient  à  celle-ci 
(chaque  nombre  étant  réduit  à  trois  chiffres  signideatifs)  : 

en  y  faisant 
«  =  0,00003,6  +  ^1^52!^,     6  =  0,000443  s-  !il2:^. 


loor 
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Problèmes  relatifs  aux  conduites.  —  Voyons  maintenant 
comment  nous  appliquerons  ces  résultats  aux  différents  pro- 
blèmes relatifs  à  une  conduite  d'eau  (fg.  no).  Ces  problèmes 

Fig.  1 10. 


sont  de  deux  natures.  On  peut  demander  de  calculer  le  débit 
d'une  conduite  dont  on  donne  les  dimensions  et  la  pente,  ou 
de  calculer  le  diamètre  d'un  tuyau  de  conduite  de  longueur 
et  de  pente  données,  pour  qu'il  débite  une  quantité  d'eau 
donnée. 

Supposons  qu'on  ait  une  conduite  simple  mettant  en  com- 
munication deux  réservoirs.  La  différence  de  niveau  Y  esl  la 
somme  de  la  perte  de  charge  due  au  phénomène  des  ajutages 
qui  se  produit  à  l'entrée  du  tuyau,  de  celle  due  aux  frotte- 
ments et  enfin  de  celle  qui  correspond  à  la  sortie.  Donc 


(0 


Y  ==  0,49  —  -+-  j/ (aU  -+-  iU')  H-  — « 


Si  l'orifice  d'entrée  est  évasé,  il  n'y  a  pas  lieu  d'écrire  le  pre- 

mier  terme,  et  0,49  —  disparaît;  le  terme  —  reste  toujours, 

parce  que  la  vitesse  U  disparaît  par  agitation  dans  le  réservoir 
inférieur  :  dans  tous  les  cas,  cette  partie  a  d'autant  moins  d'in- 
fluence que  la  longueur  /  est  plus  grande. 
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Le  débit  Q  est  donné  par  la  formule 

de  réquaiion  (i)  on  tire  U;  la  seconde  donnera  ensuite  Q. 

Si  le  tuyau  débouchait  dans  Tatmosphère,  Y  serait  la  diffé- 
rence de  niveau  entre  le  réservoir  et  le  centre  de  l'oriGce  d*é- 
coulement. 

Si  Ton  demande,  au  contraire,  de  calculer  le  diamètre  d'une 
conduite  capable  de  débiter  sous  une  charge  donnée  un  cer- 
tain volume  d'eau,  le  problème  devient  beaucoup  plus  difO- 
cile,  à  moins  qu'on  n'emploie  la  formule  de  Dupuit 


» = \/i  m' 


facile  à  calculer  par  logarithmes. 

On  peut  aussi  faire  usage  des  tables  à  double  entrée,  parmi 
lesquelles  nous  signalerons  celle  de  M.  Mary,  calculée  d'après 
la  formule  de  Prony,  celles  de  Darcy,  et  enfin  celles  de 
M.  Bresse,  qui  reposent  également  sur  les  résultats  expéri- 
mentaux de  Darcy. 

Calcul  de  la  pression  en  un  point  quelconque  d'une  con- 
duite, —  Calculons  aussi  la  pression  en  un  point  quelconque 
d'une  conduite.  Soit  p  la  pression  en  un  point  d'élévation  s 
au-dessus  d'un  plan  horizontal  quelconque,  p'  et  z'  les  quan- 
tités analogues  pour  une  section  distante  de  la  première  d'une 
longueur  de  tuyau  égale  à  /;  on  a,  en  appliquant  le  théorème 
de  Bernoulli,  en  ayant  égard  à  la  perte  de  charge, 

^ -^ -^ '--='+ ^  +  ^  iaV -^- b\J'). 

Lorsque  la  valeur  de  p'  donnée  par  celte  équation  pour  un 
point  quelconque  du  tuyau  sera  négative  ou  même  notable- 
ment inférieure  à  la  pression  atmosphérique,  on  en  conclura 
que  la  conduite  projetée  n'est  pas  possible. 

Étude  d'une  distribution  d'eau.  —  L'eau  potable  est  amenée 
par  des  canaux  ou  élevée  par  des  pompes  dans  de  grands  ré- 
servoirs ou  châteaux  d'eau,  qui  sont  couverts  pour  éviter 
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l'échauffement  de  l'eau  par  le  soleil  et  la  fermentation  des 
germes  organiques  qu'elle  contient.  C'est  là  qu'on  établit  gé- 
néralement les  filtres. 

Conduites  d'alimentation.  —  Du  château  d*eau  partent  de 
grosses  conduites,  ayant  o"*,8o  à  i*",io  de  diamètre  à  Paris, 
i°',2o  à  Glascow,  amenant  l'eau  dans  les  divers  quartiers  de 
la  ville  (*). 

On  emploie,  pour  régler  la  dépense,  des  robinets-vannes 
mus  par  des  vis. 

Conduites  de  distribution.  —  Les  conduites  secondaires 
s'embranchent  sur  les  lignes  maîtresses;  elles  ont  o"*, lo  de 
diamètre,  s'assemblent,  comme  les  précédentes,  au  moyen  de 
bagues,  et  sont  fermées  à  l'entrée  par  des  robinets  à  bois- 
seau, par  des  robinets-vannes  ou  des  clapets. 

C'est  de  ces  conduits  que  partent  les  tuyaux  pour  les  divers 
services  publics  ou  particuliers. 

Calcul  du  niveau  piézomé trique.  —  S'il  n'y  avait  pas  de 
perte  de  charge,  l'eau  pourrait  s'élever  partout  au  niveau  du 
réservoir;  mais  en  chaque  point  il  faut,  pour  avoir  la  colonne 
piézométrique,  retrancher  de  la  hauteur  du  réservoir  toutes 
les  pertes  de  charge  qui  ont  lieu  entre  le  réservoir  et  le  point 
considéré.  Outre  la  perte  due  aux  frottements,  et  proportion- 
nelle à  la  longueur  du  tuyau,  il  faut  encore  considérer  celles 
qui  sont  dues  aux  rendements,  étranglements,  coudes  et 
branchements.  . 

I*»  Renflements.  —  Si  /  est  la  vitesse  avant  le  renflement, 

Fig. III. 


v'*  la  vitesse  dans  la  partie  renflée  (Jig.  m),  la  perte  de 


(^  )  L'assemblage  de  ces  tuyaux  se  fait  aujourd'hui  par  simple  juxtaposition 
avec  couvre-joint;  une  ba{;ue  de  plomb  est  chassée  à  coup  de  masse,  à  froid, 
dans  l'espace  compris  entre  le  luyau  et  la  bague  qui  sert  do  couvre-joint.  Ce 
mode  d'assemblage  a  toute  la  flexibilité  désirable,  et  permet  de  couper  le  tuyau 
où  l'on  veut  pour  les  réparalions. 


S6a  HTBRAULIQCI. 

charge  esl ?  el  l'on  a,  pour  la  différence  des  sommets 

des  colonnes  piézométriques, 


^^2       ^'î        fc-'—t,*;» 


S 


2 


le  niveau  pouvant  d'ailleurs  être  plus  élevé  en  aval  du  renfle- 
ment qu'en  amont,  à  cause  de  la  diminution  de  la  vitesse. 

2®  Étranglement,  —  La  perte  de  charge ,  dans  ce  cas,  est 
due  à  la  contraction  suivie  d'épanouissement  {Jig.  112);  elle  a 

Fig.  113. 


pour  valeur  0,49 — >  et  l'on  a,  pour  la  différence  des  som- 
mets  des  colonnes  piézométriques, 

1,49 

^^o.g       :tg 

Il  y  a  donc  intérêt  à  éviter  tout  changement  brusque  de  sec- 
tion. Si  Ton  fait  le  raccordement  de  deux  tuyaux  de  diamètres 
différents  par  un  tube  conique  de  12  a  i4  degrés  au  sommet, 
il  n'y  a  plus  aucune  perte  notable. 

3**  Coudes.  —  Les  coudes  donnent  aussi  lieu  à  une  perte  de 
charge;  mais  un  coude  bien  arrondi,  dont  le  rayon  est  assez 
grand,  ne  produit  pas  de  perte  sensible  (*). 


'/)  Les  coudes  ont  une  influence  d*une  autre  nature  et  dont  il  importe  de 
se  garantir.  Si  le  coude  est  vertical ,  les  branches  étant  diri(;ées  rers  le  haut 
(J^â'  1 14  )>  il  M  rassemble  dans  sa  partie  inférieure  des  amas  de  matières  etrao- 
gères,  telles  que  du  calcaire,  du  pUtre,  qui  finissent  à  la  longue  par  gêner  IVaa 
au  passage,  et  l'arrêteraient  complètement  si  Ton  ne  pratiquait  au  t>as  des  ro- 
binets de  Tidange,  qu*on  ouvre  de  temps  en  temps  quand  la  conduite  est  en 
charge,  de  manière  à  faire  une  chasse. 

Si  le  coude  a  la  position  inverse  {/îg,  i  ij),  il  se  dégage  des  bullea  d'air  dis- 
soutes dans  l'eau  qui  s'y  rassemblent  et  qui  font  baisser  le  niveau.  On  emploie 
alors  quelquefois  la  disposition  suivante  pour  M  débarraseer  aulomatiqueBesi 
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4^  Branchements.  —  Dans  ce  cas,  la  difTérence  de  niveau 
piézomélrîque  pour  deux  seclîons  telles  que  AB  et  A'B'  tient 
à  deux  causes  :  la  variation  de  la  vitesse,  conséquence  de  la 

Fig.  II 3. 


diminution  du  débit,  et  la  perte  de  charge  due  à  une  con- 
traction suivie  d'épanouissement.  Ce  phénomène  est  analogue 
à  celui  des  ajutages  cylindriques,  mais  la  formule  obtenue 
dans  ce  dernier  cas  n'est  plus  applicable,  parce  que  le  liquide 
venant  de  la  conduite  alimentaire  n'arrive  pas  symétriquement 


de  cet  air  avant  que  sa  pression  ne  soit  devenue  assez  grande  pour  arrêter  l'eau 

au  passage. 

Fig.  II 4. 


f   Un  petit  flotteur  supporte  une  soupape  s'appliquant  exactement  sur  une  ou- 
verture pratiquée  à  la  partie  supérieure  du  coude.  Lorsque  le  niveau  de  l'eau 

Fig.  Il 5. 


baisse  un  peu  trop  par  suite  de  la  quantité  d'eau  qui  arrive,  la  soupape  s'abaisse, 
et  l'air  en  excès  s'échappe;  l'eau  afflue  plus  rapidement,  élève  le  flotteur,  et, 
par  suite,  la  soupape  qui  ferme  alors  l'ouverture.  Le  plus  souvent  on  emploie 
un  simple  robinet  de  purge  qui  se  manœuvre  à  la  main. 
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de  toutes  parts  dans  le  tuyau  d'embranchement.  Des  expé- 
riences faites  en  1828  par  Genieys  et  Bélanger  ont  constaté 
que  la  conduite  principale  ayant  o*",  10  de  diamètre,  et  le  second 
tuyau  ayant  0°",  081,  si  l'on  désignait  la  vitesse  dans  ce  dernier 
par  V,  la  différence  de  niveau  piézométrique  entre  deux  poinis 

BetB',  pris  sur  les  deux  conduites,  serait  de  3 — (*).  Ce  résultat; 

2g 

bien  qu'utile  à  connaître,  ne  suffit  pas  pour  établir  une  for- 
mule empirique  de  quelque  généralité. 
Sur  une  conduite  d'une  grande  longueur,  la  perte  due  aux 


(*)  Bien  que  les  pressions  dont  il  s*a^ssait  de  constater  la  petite  différence 
fussent  trés-çrandes,  on  a  pu  obtenir  cette  différence  dans  un  local  très-res- 
treint,  à  l'aide  d'un  instrument  dont  M.  Bélanger  arait  proposé  Tidée  et  <pi'il 
désigne  sous  le  nom  de  piézomètre  différentiel.  En  Toici  la  description  sac- 
cincte  {J!g,  116)  : 


Deux  tuyaux  flexibles  en  plom*'  s^adaptent  aux  conduites  A,  E,  et  à  un  tuU- 
recourbé  en  verre  RCD  percé  en  C  d'un  trou  capillaire,  qu'on  ]>eut  à  volonté 
ouvrir  ou  fermer  hermétiquement.  Les  robinets  A,  E  sont  d'abord  fermes  et 
les  tuyaux  de  l'appareil  sont  pleins  d'air.  On  ferme  le  trou  C,  puis  on  ouvre 
les  robinets  AE;  l'air  est  refoulé  vers  le  point  C;  on  veille  à  ce  qu'il  ne  puisse 
se  lo(;cr  dans  les  sinuosités  des  tuyaux  en  plomb.  Si  l'eau  ne  parait  pas  dàu» 
les  branches  verticales  du  tube  en  verre,  on  laisse  à  l'air  une  très-petite  issar 
en  soulevant  l'obturateur  de  l'orifice  C,  qu'on  referme  aussitôt  que  les  deux 
sommets  des  colonnes  d'eau  s'élèvent  au-dessus  des  points  R,  D.  La  différence 
de  niveau  de  ces  deux  sommets,  h,  e^i  la  même  que  si  les  deux  tubes  aboutis- 
saient à  l'atmosphère  ou  même  au  vide  ;  car  on  peut  négliger  la  différence  dt^ 
piessions  que  l'air  enfermé  ou  comprimé  dans  le  tube  de  verre  exerce  sur  le: 
deux  colonnes. 
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frottements  l'emporte  considérablement  sur  les  autres  qu'on 
peut  négliger,  au  moins  pour  une  première  approximation. 
Aussi,  dans  le  calcul  d'une  conduite  complexe,  on  suppose  or- 
dinairement que  le  niveau  piézométrique  en  chaque  point  de 
branchement  est  le  même  dans  toutes  les  conduites  qui  s'y 
réunissent,  et  l'on  calcule  la  charge  en  chaque  point  et  par 
conséquent  la  vitesse  d'écoulement  qu'on  pourra  obtenir  par 
un  orifice  ouvert  en  ce  point,  en  ne  tenant  compte  que  des 
frottements.  On  doit  toujours  calculer  les  conduites  pour 
pouvoir  fournir  éventuellement  une  quantité  d'eau  double  de 
celle  dont  oh  a  besoin  d'une  manière  absolue.  On  règle  la  dé- 
pense au  moyen  de  robinets;  on  se  ménage  ainsi  un  excédant 
précieux  en  cas  d'incendie,  et  l'on  peut  remédier  aux  incon- 
vénients des  dépôts,  qui  ne  tardent  pas  à  engorger  les  tuyaux 
métalliques. 

Ces  concrétions  sont  de  deux  natures  ;  i**  elles  sont  calcaires 
quand  les  eaux  tiennent  plus  de  25  centigrammes  de  sels  an- 
hydres par  litre;  2**  celles  qui  en  tiennent  moins  produisent 
des  tubercules  ferrugineux  par  suite  de  l'oxydation  des  tuyaux 
sous  des  influences  électriques. 

Enfln  il  convient  de  diminuer  le  nombre  de  modèles  des 
tuyaux  d*une  distribution  en  faisant  seulement  attention  que 
le  diamètre  d'aucune  partie  de  la  conduite  ne  soit  inférieur  à 
son  diamètre  théorique. 


MOUVEMENT  DE  L'EAU  DANS  LES  CANAUX  DÉCOUVERTS. 

§  VII.  —  Des  canaux  a  régime  permanent  et  uniforme. 

La  question  du  mouvement  de  l'eau  dans  les  canaux  pré- 
sente la  plus  grande  analogie  avec  la  précédente.  Seulement, 
pour  que  l'écoulement  de  l'eau  puisse  avoir  lieu  dans  un  ca- 
nal découvert,  il  faut  nécessairement  une  pente  de  superficie, 
condition  qui  distingue  ce  cas  de  celui  que  nous  venons  d'étu- 
dier. Nous  supposerons  d'abord  le  régime  permanent  et,  de 
plus,  constant^  c'est-à-dire  que  les  dimensions  de  la  section 
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ei  rinclinaison  du  lit  ne  varieni  point  d*un  Heu  à  un  autre,  de 
sorte  que  le  mouvement  est  uniforme. 
Représentons  toujours  la  perte  de  charge  par  Texpression 

/  représentant  ici  le  périmètre  mouillé  de  la  sections  parce 
qu'à  la  surface  libre  le  frottement  peut  être  négligé.  Quant  à  z, 
c'est  la  différence  des  niveaux  piézométriques,  c'est-à-dire  la 
dénivellation  superQcielIe,  puisque  Técoulemeni  a  lieu  à  dé- 
couvert et  sous  une  pression  constante. 

On  représente  ordinairement  par  I  {Jig.  1 17 }  la  pente  j  par 


mètre,  et  par  R  le  rapport  de  la  section  au  périmètre,  rappoii 
qu'on  appelle  rayon  moyen.  On  a  alors 


Rl=:flU-h*U'. 


D'après  Prony  on  a 


«  1Z2  o,oooo4J,     6  r=  0,000809, 
et,  d'après  Eylelwein, 

a  =.  0,000042,     b  =^  o,ooo366. 

autres  formules,  — Si  la  vitesse  U  est  assez  grande,  on  peui 
prendre  seulement  le  terme  en  U'  de  la  formule,  et  écrire 
RI  -t  6,U',  dans  laquelle  on  donne  à  6,  la  valeur  0,0004,  ^*0" 

U   -Sov^iO; 

c'est  la  formule  employée  ordinairement  par  les  ingénieurs 
italiens. 
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On  peut  aussi  prendre  une  formule  monôme  dans  laquelle 
U  soil  atïeclé  d'un  exposanl  fraclionnaire;  soit 

RI  =  AU"', 

el  alors  on  a 

2 1 
A  =r  o,ooo4oio2,     m  =  — • 

La  déterminalîon  de  ces  cocfficienls  se  fail,  comme  nous 
Tavons  dil,  en  prenant  les  logarithmes  et  construisant  la 
courbe  qui  a  pour  ordonnées  log  RI  et  pour  abscisses  log  U  ; 
Tordonnée,  à  l'origine  de  cette  droite,  est  égale  à  log  A:  son 
coefficient  angulaire  est  égal  à  m. 

L'une  ou  Tautre  de  ces  équations,  et  celle  qui  donne  la 
dépense 

servent  à  résoudre  les  principales  questions  relatives  aux 
canaux  (*). 

Lois  (les  vitesses  dans  l'intérieur  du  liquide.  —  On  a  étudié 
comment  varient  les  vitesses  des  filets  liquides  dans  l'éten- 
due d'un  môme  profil  transversal.  On  a  distingué  la  vitesse 


{*)  Le  manuscrit  do  Ruur  ne  contenait  i-ien  des  résultats  obtenus  par  M.  Bazin 
pour  récoulemcnt  de  Tcau  dans  les  canaux  décourerts,  et  publiés  par  lui  dans 
>cs  Recherches  hydraulitjucs  (iB65).  Il  importe  d'introduire  ici  les  principales 
conclusions  pratiques  de  ce  (;rand  travail.  M.  Itazin  ramène  à  quatre  ty|H'S 
(iistinds  les  diviTses  natures  de  [>aroiSf  et  donne  les  formules  suivantes  : 

RI  .  /        <^.(^'^\ 

i**"  lype,  parois  tres-unies —  ^=  0,0031  j  I  1-1 — —  U 

Kl                      /        o.o-\ 
•i*^    type,  parois  unies —  —  0,000 H)  1  1-1 r-—  U 

^     *>P<^»  pa«"«is  peu  unies "  i  ^=  0,0002  |  I  i-r — :-—  u 

I     *>J'^S  l*arois  en  tenr —-=.0,000.2011-1 — ET"  j* 

Le  luppDit  -  de  la  vitesse  maximum  ù  la  utesse  moyenne  est  exprimé  par 
M.  Bazin  au  moyen  de  l'cquati  n 


//  ,      /Kl 

-   -^  i-i  11     7i- 
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moyenne  U,  la  vitesse  V  à  fleur  d'eau  dans  la  partie  moyenne 

du  canal,  et  enQn  la  vitesse  W  près  du  milieu  du  fond. 

Dubuat  et  de  Prony  ont  fait  des  expériences  sur  des  canaux 
factices  de  nature  très-différente,  et  ils  ont  trouvé  les  formules 

"=     V4-3,i5~' 

U  =  -Î.(V4-W). 
a 

Le  rapport  de  U  à  V  n*est  pas  constant;  on  peut  cependant, 

sans  grande  erreur,  admettre,  pour  des  vitesses  variant  depuis 

o'",5o  à  i",5o, 

Ur=o,8oV, 

d'où 

Wi=ro,75U. 

Problèmes  sur  les  canaux,  —  Pour  trouver  les  formules  qui 
se  rapportent  à  l'établissement  d'un  canal,  nous  supposerons 

Fig.  118. 


que  la  section  soit  un  trapèze  {/ig.  118),  conformément  à  ce 
qui  a  lieu  le  plus  ordinairement. 

Soit  /  la  largeur  au  plafond,  h  la  profondeur  d'eau,  n  le  rap- 
port de  la  base  des  talus  latéraux  à  la  hauteur.  On  a 


iir=(/-+-/i/i)/i: 

donc 

/i{/-4-nA) 

et 

Q~h{l-^nh)V. 
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En  adoptant  la  deuxième  formule,  on  a 

I  =  o,ooo4xQ'     f,.^i^^^y    • 

Ces  formules  permettent  de  résoudre  les  deux  problèmes 
principaux  des  canaux  :  Étant  donné  un  canal,  trouver  la 
quantité  d'eau  qu'il  débite,  et  construire  un  canal  ayant  un 
débit  donné. 

Dans  ce  dernier  cas,  le  problème  est  indéterminé»  car  on 
n'a  que  deux  équations  pour  déterminer  cinq  inconnues.  Cette 
indétermination  existe  dans  tous  les  problèmes  de  la  pra- 
tique, qui  sont  rarement  susceptibles  d'une  solution  unique 
et  rigoureuse.  Les  circonstances  particulières  dans  lesquelles 
on  se  trouve  placé  pour  chaque  cas  particulier  permettront 
de  résoudre  la  question  en  fournissant  les  données  qui  man- 
quent. Dans  le  cas  qui  nous  occupe  : 

fo  n  est  donné  par  la  nature  du  terrain.  Il  devra  être  au 
moins  égal  à  i  ;  il  prendra  d'ailleurs  des  valeurs  plus  ou 
moins  grandes,  suivant  la  consistance  du  terrain  dans  lequel 
doit  être  creusé  le  canal.  Le  plus  souvent,  n  =  i,5  ou  2,  ou 
même  2,5.  Si  l'on  construit  des  berges  en  maçonnerie,  il  y 
aura  avantage  à  faire  n  =  o,  c'est-à-dire  à  faire  des  talus  ver- 
ticaux. 

2^  La  nature  du  sol  détermine  aussi  le  maximum  de  vitesse 
qu'on  puisse  donner  à  l'eau  de  manière  à  ne  dégrader  ni  le 
fond  ni  les  berges.  D'après  ce  que  nous  avons  vu,  on  peut 
admettre  que  la  vitesse  près  du  fond  et  des  berges  est  les 
trois  quarts  de  la  vitesse  moyenne.  D'un  autre  côté,  voici  un 
tableau  indiquant  pour  quelles  vitesses  de  fond  les  afTouille- 
ments  commencent  : 

m 

Argile  et  terre  détrempée .  0,076 

Argiles  tendres o,  i52 

Sables  Hns 0,200 

Sables  ordinaires o,3o5 

Graviers. o ,609 

Schistes  tendres 1 ,55 

Roches  de  dureté  moyenne i  ,85 

Roches  dures 3,o5 

IIL  24 
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s*'  SI  le  canal  doit  servir  k  la  navigation,  la  largeur  et  la 
profondeur  minimum  du  canal  sont  aussi  déterminées  par 
les  dimensions  et  le  tirant  d'eau  des  bateaux. 

4"*  On  doit  chercher  enfin  à  économiser  sur  la  quantité  de 
terre  à  déplacer  pour  construire  le  canal»  et  aussi  sur  la  pente, 
de  manière  à  arriver  aux  usines  à  la  plus  grande  hauteur  pos- 
sible. Alors,  Q  étant  donné,  il  faudra  rendre  I  un  minimum. 

On  peut  se  donner  I  et  Q,  et  construire  une  courbe  en 
posant 


L'équation  de  cette  courbe  est 

La  branche  utile  estasymptotique  à  Taxe  des  x  ;  elle  permet 
de  trouver  par  tâtonnements  une  forme  convenable  pour  le 
canal. 

En  effet,  si  Ton  prend  un  point  M  {Jig.  iiq)  et  qu*on  mène 

Fig.  119. 


V'\\^ 


parce  point  une  droite  MQ  ayant  rinciinaison  déterminée  par 
la  nature  du  terrain,  et  une  parallèle  MR  à  Taxe  des  jf,  on  a  la 
demi-section  OQMR  d'un  canal  satisfaisant  aux  conditions  vou- 
lues. On  en  a  ainsi  autant  qu'on  veut,  et  Ton  cherche  celle 
qui  convient  le  mieux  au  cas  dans  lequel  on  se  trouve.  La 
largeur  peut  augmenter  indéfiniment;  la  hauteur  a  une  limite 
supérieure  OP,  correspondant  à  une  section  triangulaire  qui 
n'est  pas  admissible  en  pratique. 
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La  formule  se  simplifie  dans  le  cas  où  le  lit  est  à  peu  près 
rectangulaire,  et  de  largeur  assez  grande  pour  qu'on  puisse 
négliger  les  termes  nh  et  aA  ^i  ■+-  n'  devant  /.  On  a  alors  les 
formules 

o,ooo4Q' 


A'/' 


et     Q  =  lh\i. 


>*"737  ^yq- 


De  ia  prite  d'eau,  —  Lorsqu'un  canal  est  destiné  à  faire 
jne  prise  d'eau  dans  une  rivière  (fig.  120),  il  faut  avoir  soin 


d'évaser  l'entrée  pour  éviter  la  contraction  et  faire  en  sorte 
que  ie  niveau  soit  le  même  dans  la  rivière  et  dans  le  canal.  Il 
faut  souvent  construire  un  pont  à  l'origine  de  la  dérivation 
pour  le  service  du  halage  de  la  rivière,  si  elle  est  navigable. 
On  en  profite  pour  se  ménager  le  moyen  d'intercepter  au  be- 
soin la  communication  de  la  rivière  avec  le  canal  et  pour  em- 
pêcher, par  exemple,  les  crues  de  la  Tivière  d'y  pénétrer. 

Pertes  d'eau  par  évapo ration  et  infiltration.  —  Enfin,  dans 
le  calcul  du  débit  d'un  canal,  il  faut  avoir  soin  de  tenir  compte 
de  deux  causes  de  pertes.  Il  y  aura  perle  d'eau  par  Infiltration 
et  par  évaporation;  la  seconde  est,  dans  nos  climats,  en 
grande  partie  restituée  par  la  pluie. 

Dans  le  midi  de  la  France ,  le  déchet  par  évaporation  est 

»4- 
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irè«i-notable.  Sur  le  canal  de  Bourgogne,  au  coniraire,  la  pluie 
l'emporte  sur  l'évaporatîon. 

Haatenr  Hanteur 

de  la  de  la 

tranche  d'eaa  ploie  tombée 

éraporée  par  an.  en  an  an. 

Paris 1,46  0,55 

Nantes i  ,81  i  ,00 

Marseille a,5o  0,660 

Canal  (  Dijon 0,6282  0,7518 

de  Bourgogne.  (  Pouiily o,5648  0,8008 

Infiltratiom.  —  La  perte  d'eau  par  infiltration^ est  souvent 
considérable,  surtout  au  moment  de  l'ouverture  du  canal;  une 
fois  que  le  sol  est  bien  pénétré  de  liquide,  la  perte  par  infil- 
tration devient  généralement  insignifiante,  par  suite  deTobtu- 
ration  par  les  sédiments  des  petits  canaux  de  fuite.  Quelque- 
fois, cependant,  on  est  obligé  de  faire  un  corroi  d'argile  ou 
même  de  bétonner  le  sol  du  canal;  c'est  ce  qu'on  a  fait  pour 
une  section  du  canal  de  la  Marne  au  Rhin. 

La  nature  des  parois  a  une  grande  importance  dans  certains 
cas  relatifs  aux  canaux  et  aux  rivières.  Le  fond  peut  être  en- 
combré d'herbes  qui  retardent  considérablement  le  courant, 
et  dont  on  ne  peut  empêcher  l'influence  défavorable  qu'en 
curant  le  canal.  On  obtient,  par  cette  opération,  une  diminu- 
tion considérable  sur  la  hauteur  qui  correspond  à  un  débit 
donné. 

§   XIL  —  DSS   CANAUX  ET  DBS   RIVIÈRES   A   RÉGIME    PBRMANEKT, 

MAIS   NON   UNIFORME. 

Le  mouvement  uniforme  dans  une  conduite  ou  dans  un 
canal  est  impossible,  quand  la  section  est  variable,  ou  bien 
quand  la  pente  du  lit  varie,  comme  cela  a  Heu  pour  les  rivières. 
Les  filets  liquides  qu'elle  contient  ont,  aux  divers  points  de 
leur  cours,  des  vitesses  très-variées,  depuis  la  source  jusqu'à 
l'embouchure,  et  cependant  le  régime  est  permanent,  si  la 
quantité  d'eau  débitée  par  la  source  est  constante. 

Quand  il  se  produit  une  crue,  le  régime  cesse  d'être  perma- 
nent jusqu'à  ce  que  la  hauteur  du  liquide  soit  celle  qui  con- 
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vient  à  la  nouvelle  quantité  d'eau  que  débite  la  source;  la 
rivière  prend  alors  un  nouvel  état  de  permanence,  qu'elle 
perd  plus  tard  quand  les  causes  qui  ont  produit  la  crue  ont 
cessé  d'agir. 

La  théorie  du  mouvement  varié  dans  les  rivières  est  très-diffl 
elle  à  établir  par  l'expérience,  et  presque  inabordable  au  calcul. 

Nous  nous  bornerons  à  indiquer  un  seul  résultat  relatif  au 
cas  où  la  section  est  constante. 

Du  ressaut  à  la  surface  du  cours  d'eau,  —  Nous  étudierons 
un  cas  de  régime  permanent,  mais  non  constant,  qui  présente 
une  certaine  utilité  pratique  et  qui  est  assez  curieux. 

Nous  avons  vu  que,  lorsqu'on  a  un  cours  d'eau  à  régime 
constant  et  qu'on  vient  à  le  couper  par  un  barrage,  le  niveau 
de  l'eau  et  son  régime  ne  sont  pas  sensiblement  changés  en 
aval  ;  mais  en  amont  la  surface  libre  forme  ordinairement  une 
surface  asymptotique  de  la  surface  primitive  (^g-iai).  Il  y  a 

Fig.  131. 


des  cas  très-nombreux  où  ce  raccordement  n'a  pas  lieu;  il  se 
produit,  au  contraire,  un  ressaut  brusque  qu'on  observe  aussi 
dans  d'autres  circonstances,  et  généralement  lorsque  le  courant 
est  large,  très-rapide  et  peu  profond.  Ce  phénomène  a  été 
observé  et  décrit  avec  détails  pour  la  première  fois  par 
Bidone(*). 


(*)  Lorsque  les  eaux  de  la  mer  arrivent  avec  une  vitesse  assez  considé- 
rable sur  une  plage  peu  inclinée  (Jlg^.  lai),  elles  s'étalent  d'abord  uniformé- 


Fig.  122. 


{"'.^.^'> 


ment,  puis  elles  déferlent,   perdent  la  plus  grande  partie  de  leur  vitesse,  ot 
ach  èvent  de  couvrir  le  sol  d'une  nappe  mince. 
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Examinons  quelques-unes  des  circonstances  qui  accompa- 
gnent ce  phénomène- 

Faisons  une  section  en  amont  et  une  section  en  aval,  de 
manière  à  comprendre  toute  la  partie  du  liquide  sur  laquelle 
le  phénomène  a  lieu,  et  appliquons  le  théorème  de  la  quan- 
tité de  mouvement  à  tout  le  liquide  interposé.  Soient  h  et  A' 
les  profondeurs  d'eau  en  amont  et  en  aval  [fig.  i23),  v  et  i'' 
les  vitesses  correspondantes,  &>  et  a>'  les  sections. 

Fig.  ia3. 


Si  Q  est  le  débit  en  volume,  Taccroissement  de  la  quantité 
de  mouvement  en  une  seconde  est 


no 

g 


W-i^). 


Nous  supposons  le  lit  peu  incliné  :  alors  les  seules  forces 
dont  il  faut  calculer  l'impulsion  sont  la  pression  en  amont  et 
la  pression  en  aval.  Puisqu'au  point  où  l'on  a  fait  la  section 
le  mouvement  est  uniforme,  la  pression  en  amont  est 

de  l'autre  côté,  on  aura 


2 


donc,  enfin,  on  a  l'équation 


Or 


?^ (i.'-  c;)  =r  -  n  («A  -  tù'h'Y 

g  '       2      ^  ' 

0  =  01)1^  =  oiV. 
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Donc 


&>  v 


h' 


w 


donc  on  a 


"'="Â'  ''='r 


en  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  écrite  plus  haut,  et 
supprimant  II  qui  est  facteur  commun,  on  a 


v*       A' 

AT  a/l 


d'où  Ton  tire 


a 


v^l 


-f-  aA 


Pour  que  le  phénomène  se  produise,  il  faut  un  certain 
nombre  de  conditions  qui  ne  nous  sont  point  connues;  mais 
d'abord  il  faut  évidemment  qu'on  ait  A'>^  h,  ou 


v' 


-7-  -f-  2A  —  >  -  A, 

4  iT        2. 


8 


ou  enfin 


i''        A 


donc  le  phénomène  pourra  se  produire,  lorsque  la  profondeur 

de  l'eau  sera  inférieure  au  double  de  la  hauteur  due  à  sa  vitesse. 

On  cherche  ordinairement  à  produire  ce  phénomène  dans 

Fig.  124. 


les  appareils  destinés  à  donner  de  Teau  aux  moteurs  hydrau- 
liques. Le  réservoir  est  fermé  par  une  vanne  qui  laisse  écouler 
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au-dessous  d'elle  une  lame  mince  de  liquide.  Si  la  vitesse  est 
assez  forte,  le  phénomène  du  ressaut  a  lieu,  et  Ton  augmente 
la  chute  dont  on  dispose  en  installant  le  récepteur  entre  les 
points  A  et  B  {fig.  124).  Si  Ton  diminuait  de  plus  en  plus  la  pro- 
fondeur, ToriGce  finirait  par  être  noyé,  et  Ton  n'en  tirerait 
plus  aucun  avantage  (*). 

§   XIII.  —  Du   CBOC   DB  l'iAO    CONTAI  ZS  PLAH   nXB. 

Un  courant  liquide,  lancé  dans  le  vide  ou  dans  Tair,  ren- 
contre un  plan  fixe  qui  l'oblige  à  se  dévier.  On  suppose  qu'à 
une  certaine  distance  en  avant  du  plan  les  divers  filets  liquides 
se  meuvent  parallèlement  avec  une  vitesse  commune,  de 
manière  que  la  pression  dans  toute  la  section  de  la  veine 
soit  égale  à  la  pression  atmosphérique.  On  suppose  encore 
le  plan  assez  étendu  pour  que  le  liquide  ne  le  quitte  pas 
sans  avoir  totalement  perdu  sa  vitesse  normale,  de  sorte  qu'à 
une  certaine  distance  du  point  d'arrivée  de  la  veine  le  mou- 
vement ait  lieu  parallèlement  au  plan. 

A  cet  égard,  remarquons  qu'au  premier  instant,  surtout  si 
la  vitesse  de  l'eau  affiuente  est  considérable,  on  a  des  rejail- 
lissements partiels  dont  nous  ne  cherchons  pas  a  déterminer 
la  théorie.  Bientôt  l'air  interposé  entre  le  plan  et  la  veine  se 
trouve  entraîné;  la  veine  s'applique  exactement  contre  le  plan, 
et  un  mouvement  permanent  s'établit;  nous  allons  calculer 
les  circonstances  du  mouvement  parvenu  à  cet  état. 

Considérons  à  cet  instant  la  partie  du  liquide  CDABI^C 
comprise  entre  une  section  AB  faite  perpendiculairement  au 
courant,  et  une  surface  cylindrique  CD,  Ch\  au  delà  de  la- 
quelle le  liquide  coule  parallèlement  au  plan  pressé  YZ.  Ce 
plan  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  et  fait  avec  la 
verticale  un  angle  a.  Soit  v  la  vitesse  commune  des  molécules 
qui  traversent  le  plan  AB.  Après  un  temps  dt,  ces  molé- 
cules se  trouveront  dans  un  plan  voisin  ab  dont  la  distance  a 
AB  sera  vdt.  Au  même  instant  final,  les  molécules  qui  se  trou- 
vaient d'abord  dans  la  surface  cylindrique  désignée  dans  la 


(*  }  yoir  i  ce  sujet  l'Introduction  à  la  Méeamqme  industneiie  de  PonceleU 
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flgure  par  CD,  C  D'  seront  sur  une  autre  surface  voisine  dont 
cd  et  c'  d'  représentent  deux  arêtes.  Ainsi  tout  le  système 


des  points  matériels  considéré  sera  Hnalement  compris  entre 
le  plan  ah  et  la  surface  cd,  c'  d'.  Ceux  de  ces  points  qui,  au 
dernier  insunt,  se  trouveront  entre  ab  et  CD,  CD' auront, 
en  vertu  de  la  permanence,  les  mêmes  masses  et  les  mêmes 
vitesses  que  ceux  qui  y  étaient  d'abord. 

Cela  posé,  appliquons  a  toute  la  masse  liquide  que  nous 
venons  de  définir  le  théorème  de  la  quantité  de  mouvement, 
en  prenant  pour  axe  de  projection  la  perpendiculaire  0\.  au 
plan  YZ. 

D'après  le  raisonnement  que  nous  avons  déjà  fait  bien  des 
fois.  Il  n'y  a  pas  à  s'occuper  de  la  partie  géométrique  com- 
mune au  volume  initial  et  au  volume  final.  De  plus,  les 
vitesses  entre  CD,  cd,  CD',  c"  d'  étant  perpendiculaires  à  OX, 
la  quantité  de  mouvement  du  liquide  correspondant  n'entrera 
pas  dans  notre  équation.  Nous  aurons  donc  seulement  à  tenir 
compte  du  liquide  AB,  ab,  dont  la  masse  est 


et  dont  la  vitesse  a  pour  projection 
—  vsinp. 
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en  désignant  par  ^  l'angle  de  b  iriiesse  v  ayec  le  plan  YZ« 
angle  qui  ne  se  projette  pas  en  vraie  grandeur  dans  la  Ggnre. 
La  quantité  de  mouvement  que  nous  venons  de  calculer  se 
rapportant  a  l'état  initial  du  liquide,  il  faut  changer  son  signe 
pour  la  faire  figurer  au  imaiier  memlm  d»  notre  équation 
ordinaire.  Comme  il  n*y  a  d*ailleun  lienintre  chose  à  écrire, 
ce  premier  membre  est  simplement 

Passons  aux  termes  qui  7  représentent  les  projections  des 
impulsions  des  forces  extérieures.  Les  réactions  du  plan  sont 
de  deux  natures,  langantlelles  el  nonnales.  Nous  ne  nous 
occuperons  pas  des  premières^  qui  n*ont  pas  de  projections 
sur  l'axe  que  nous  avons  choisi»  el  nous  désignerons  par  F  la 
somme  des  réactions  normales,  en  bisani  abstraction  de  h 
pression  atmosphérique.  L'impulsion  projetée  de  cette  forceest 

¥di. 

m 

La  pression  atmosphérique  ne  doit  pas  entrer  en  ligne  de 
compte,  car  nous  avons  vu  que,  sur  un  corps  limité  de  toute 
part,  la  somme  algébrique  des  projections  sur  un  axe  quel- 
conque est  nulle. 

Enfin  il  ne  reste  plus  qu'à  tenir  compte  de  l'impulsion  du 
poids  du  liquide  que  nous  considérons,  soit 

—  Psinarf/. 

On  a  donc,  en  supprimant  le  facteur  dt, 

nûv'sin3  =  F— Psina, 
g 
d'où 

F  =  Psina-+-ni2-sin(3. 

g 

La  partie  Psina  dépendant  de  l'action  de  la  pesanteur  est 
la  pression  qu'exercerait  le  système  solide  DCABCiy  repo- 
sant sur  le  plan  YZ.  L'autre  partie  de  la  pression  F  est  égale 
au  poids  d'un  cylindre  liquide  qui  aurait  pour  base  la  section 
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droite  Q  du  courant  AB,  et  pour  longueur  le  double  de  la 

hauteur  —  due  à  la  vitesse  v,  les  arêtes  faisant  avec  la  base 

du  cylindre  l'angle  (3  que  la  direction  du  courant,  prise  au 
point  où  sa  vitesse  est  Vf  fait  avec  le  plan  qu'il  rencontre.  On 
peut  aussi  mettre  cette  partie  de  F  sous  la  forme 

„    û     (i^sinS)^ 
sin  p         ^r 

et  dire  que  c'est  le  poids  d'un  cylindre  du  liquide,  ayant  pour 
base  la  section  oblique  faite  au  point  A  dans  la  veine  sup- 
posée cylindrique  par  un  plan  parallèle  au  plan  YZ  et  pour 
hauteur  le  double  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  v  sin  p,  pro- 
jection rectangulaire  de  v  sur  OX. 

Si  le  plan  rencontré  était  peu  étendu,  les  vitesses  du  liquide 
au  delà  de  ce  plan  feraient  des  angles  obtus  avec  OX,  et  la 
force  F  serait  diminuée,  parce  que  la  quantité  de  mouvement 
projetée  finale  serait  algébriquement  plus  petite  que  dans  le 
cas  précédent.  Il  en  serait  de  même  si  au  lieu  du  plan  on 
avait  une  surface  convexe.  Par  la  raison  contraire,  si,  au  moyen 
de  rebords  adaptés  au  plan  pressé  par  le  liquide,  on  obligeait 
le  courant  à  le  quitter  en  faisant  des  angles  aigus  avec  la  nor- 
male OX,  ou  si  l'on  faisait  arriver  le  liquide  sur  une  surface 
concave,  la  pression  F  serait  plus  grande.  On  peut,  ainsi  aug- 
menter la  force  d'une  roue  hydraulique,  en  garnissant  de  liteaux 
les  côtés  des  palettes  qui  reçoivent  le  choc  de  l'eau. 

Aux  premiers  instants  de  la  rencontre  du  plan  par  le  fluide, 
avant  que  le  régime  permanent  soit  établi,  la  pression  est 
beaucoup  plus  grande,  parce  que  les  valeurs  absolues  des 
vitesses  dans  l'espace  abD'CCb  diminuent  très-rapidement. 

Si  le  plan,  au  lieu  d'être  fixe,  était  mobile,  tout  ce  que  nous 
venons  de  dire  subsisterait  à  la  condition  de  remplacer  la 
vitesse  absolue  v  par  la  vitesse  relative. 

Résistance  d'un  fluide  au  mouvement  d'un  solide. 

L'expérience  a  constaté  que  si,  dans  un  courant  de  grandes 
dimensions  transversales,  on  plonge  un  corps  solide,  la  résul- 
tante des  pressions  horizontales  que  celui-ci  reçoit  du  liquide 
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en  mouvement  est,  à  peu  près  pour  un  même  corps,  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse  relative.  En  soumettant  à  cette 
expérience  une  plaque  mince,  puis  un  cube,  puis  un  prisme 
d'une  longueur  triple,  Dubuat  a  reconnu  : 

i"*  Que  la  pression  sur  la  face  opposée  au  courant  est  plus 
grande  que  la  pression  hydrostatique; 

a""  Que  la  pression  sur  la  face  d*aval  où  a  lieu  un  remous 
est  au  contraire  plus  petite; 

3"  Que  la  résultante  de  ces  deux  forces  peut  être  repré- 
sentée par  la  formule 


V' 


KHA— , 

dans  laquelle  II  est  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  liquide, 
A  l'aire  de  la  section  transversale  du  corps;  (/la  vitesse  relative 
du  liquide;  K  un  coefficient  qui  est,  suivant  Dubuat,  i,4^ 
pour  la  plaque  mince,  1,17  pour  le  cube  et  1,10  pour  le 
prisme.  Si  les  plans  antérieur  et  postérieur  sont  remplacés 
par  des  surfaces  convexes,  le  coefTicient  K  diminue. 

La  résistance  de  l'air  suit  des  lois  analogues.  Pour  un  train 
composé  de  n  wagons,  A  étant  toujours  la  surface  de  front  en 
mètres  carrés,  v  la  vitesse  en  mètres  par  seconde,  on  admet 
l'expression 

o,o65  [A-i-o,9(n  —  i)]f*. 

Corps  flottants.  —  Si  l'on  appelle  A  la  section  droite  de  la 
partie  plongée  d'un  prisme,  la  formule  de  la  résistance  est, 
d'après  l'expérience,  la  même  que  dans  le  cas  précédent.  Si 
le  prisme  est  terminé  rectangulairement  et  que  sa  longueur 

soit  de  trois  à  six  fois  ^A,  on  a  environ 
V  K  =  1 ,10. 

Avec  une  poupe  suffisamment  aiguë,  on  peut  avoir 

K=  1 ,00. 

Si  l'on  ajoute  à  un  bateau  prismatique  une  proue  formée, 
soit  de  deux  plans  verticaux  d'une  saillie  égale  à  la  largeur 
du  bateau,  soit  d'une  surface  cylindrique  verticale  à  base 
demi-circulaire,  on  a  à  peu  près 

K  =  o,5o. 
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Une  proue  formée  des  faces  latérales  du  bateau  prolongées 
et  coupées  au-dessous  par  un  plan  faisant  avec  l'horizon  un 
tiers  d'angle  droit  réduit  la  résistance  au  tiers  ;  dans  ce  cas 

K  =  o,33« 

Pour  un  navire,  A  étant  la  surface  plongée  du  mattre-couple, 
on  peut  avoir,  selon  Navier, 

K=:  0,16. 

On  cherche  aujourd'hui  è  donner  aux  lignes  d'eau  d'un 
navire  la  plus  grande  finesse  de  formes  possible  à  l'arrière 
comme  à  l'avant. 
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CHAPITRE  IV. 

DE  L'ÉQUILIBRE  ET  DU  MOUVEMENT  DES  FLUIDES  ÉLASTIQUES. 


§  XIV.  —  Des  lois  de  l'équilibre  des  gaz. 

La  condition  générale  d'équilibre  des  fluides  pesants  s'afH 
plique  aux  gaz  comme  aux  liquides.  La  pression  et  la  densité 
doivent  être  les  mêmes  en  tous  les  points  d'une  même  couche 
de  niveau.  On  déduit  de  là  l'équation  différentielle  qui  donne 
la  loi  des  pressions  aux  divers  points  d'une  masse  gazeuse  en 
équilibre 

(i)  dp=::fndz; 

mais  on  ne  peut  intégrer  cette  équation  comme  quand  il  s'a- 
gissait d'un  liquide,  car  le  poids  spécifique  m  n'est  pas  con- 
stant :  il  varie  très-rapidement  avec  la  pression  et  un  autre 
élément,  la  température.  Si  l'on  admet  comme  donnant  une 
approximation  suffisante  les  lois  de  Mariotie  et  de  Gay-Lussac, 
on  a  entre  ces  trois  quantités  la  relation 

(2)  p  =:  Ktd(i  -^  at), 

K  étant  un  coefficient  constant  pour  un  même  gaz,  a  une  se- 
conde constante  qu'on  appelle  coefficient  de  dilatation. 

Pour  avoir  la  valeur  numérique  de  K,  on  se  place  dans 
l'hypothèse  particulière  où  l'on  a  /  =  o,  et  oii  p  est  la  pres- 
sion atmosphérique,  io333  kilogrammes.  Dans  ces  conditions 
pour  l'air,  on  a 

xn  =  i^%2932; 
par  suite, 

-.       10,333 
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Pour  Tair  atmosphérique  pur,  on  a,  d'après  M.  Regnault, 

a  =  o,oo3665. 
En  divisant  l'équation  (i)  par  l'équation  (2),  il  vient 

•    ^  p   "^       K(n-a/j" 

On  n'a  d'ailleurs  besoin  d'intégrer  cette  équation,  c'est-à-dire 
de  tenir  compte  de  la  variation  de  la  pression  avec  la  hauteur  z, 
que  lorsque  cette  hauteur  est  très-grande,  par  exemple  quand 
on  considère  toute  la  masse  gazeuse  qui  constitue  l'atmo- 
sphère terrestre. 

Mesure  des  hauteurs  par  le  baromètre.  —  C'est  la  connais- 
sance de  la  loi  suivant  laquelle  la  pression  de  l'air  varie  aux 
différentes  hauteurs  accessibles  qui  permet  de  mesurer  la 
hauteur  des  montagnes  au  moyen  de  l'observation  du  baro- 
mètre. 

Pour  trouver  cette  loi,  il  faut  intégrer  l'équation  (3),  en 
faisant  K  =  7990,2  et  prenant 

a  =  0,004, 

afin  de  tenir  compte  à  peu  près  de  l'humidité  contenue  dans 
l'air  atmosphérique. 

Quanta  la  température  /,  c'est  une  variable  qui  dépend  de  z, 
l'air  étant  supposé  en  équilibre,  et,  pour  pouvoir  intégrer 
réquation  (3),  il  faudrait  connaître  la  loi  de  décroissance  des 
températures  avec  les  hauteurs.  On  en  conclurait  la  loi  qui 
lie  les  pressions  avec  les  hauteurs,  et,  par  suite,  au  moyen 
de  l'observation  barométrique  des  pressions,  on  calculerait 
les  hauteurs  des  divers  points  où  l'on  aurait  observé.  Mal- 
heureusement, la  théorie  et  l'expérience  n'ont  pu  jusqu'ici 
déterminer  la  loi  des  variations  des  températures;  aussi  les 
formules  qui  servent  à  déduire  les  hauteurs  des  observations 
barométriques  sont-elles  plus  ou  moins  entachées  d'empi- 
risme. 

Nous  renvoyons  à  la  Mécanique  céleste  de  Laplace  et  à 
V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  ces  formules,  qui 
ont  été  réduites  en  Tables  d'un  emploi  commode,  très-pré- 
cieuses en  l'absence  de  tout  autre  moyen  de  nivellement. 
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Des  gaz  et  des  vapeurs.  —  Au  point  de  vue  djes  applications 
mécaniques,  il  y  a  lieu  de  conserver  la  distinction  (qui  n'a 
plus  sa  raison  d'êire  sous  le  rapport  physique)  entre  les  va^ 
peurs  et  les  gaz  permanents.  Les  vapeurs  se  trouvent  dans  les 
machines  sous  deux  états,  à  Télat  liquide  et  à  l'état  gazeux, 
tandis  que  les  gaz  permanents  ne  changent  pas  de  consti- 
tution. 

Les  propriétés  des  gaz  et  des  vapeurs  sont  étudiées  spécia- 
lement dans  les  Cours  de  Physique;  nous  nous  contenterons 
de  rappeler  succinctement  celles  dont  nous  avons  besoin. 

La  formule  (2)  donne,  pour  le  poids  w  de  i  mètre  cube 
d'air,  en  appelant  n  la  pression  en  atmosphères,  c'est-à-dire 

(4)  CJ— I*^S2932 


1  -f-a/ 


Pour  chacun  des  autres  gaz,  il  faudra  multiplier  le  second 
membre  par  la  densité  i  du  gaz  prise  par  rapport  à  l'air,  den- 
sité que  l'on  regarde  comme  constante;  ceci  n'est  pas  même 
une  approximation  pour  les  vapeurs  dans  le  voisinage  de  leur 
point  de  saturation,  c'est-à-dire  dans  les  conditions  de  leur 
emploi  mécanique.  Il  faut  aussi  remplacer  a  par  le  coefficient 
de  dilatation  spécial  au  gaz  considéré. 

En  désignant  par  v  le  volume  en  mètres  cubes  de  i  kilo- 
gramme de  gaz,  c'est-à-dire  en  faisant 


I 


on  peut  mettre  l'équation  (2)  sous  la  forme 

(5)  pç^T^^l^t^ 
Pour  l'air  atmosphérique,  on  a 

-  =  2'}  2,85, 

a 

R  =  29,272;  • 

dou 

(6)  /^i' =  29,272 {272», 85 -^  /)=  29,272 r. 
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en    désignant   par  7   la   température    comptée   à   partir  de 
—  272s  85  C. 
Si  Ton  fait  t  =  o,  c'est-à-dire  /  =  —  272^85,  on  a 

c'est-à-dire  t^  ==  o  si  le  refroidissement  de  l'air  s'opère  sous 
une  pression  constante;  p  =  o  si  ce  refroidissement  a  lieu 
dans  une  capacité  à  volume  constant. 

On  ne  doit  attacher  à  ce  résultat  aucune  importance,  même 
théorique;  car  les  lois  empiriques,  dont  les  équations  (2) 
et  (5)  sont  la  traduction,  n'ont  été  établies  que  dans  des 
limites  bien  éloignées  de  273  degrés  au-dessus  de  zéro. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  commode,  dans  les  calculs  relatifs 
aux  gaz,  de  compter  les  températures  à  partir  de  ce  point  fixe 
qu'on  nomme  zéro  absolu.  La  température  t  sera  donc,  pour 
nous,  la  température  absolue;  elle  s'obliendra  en  ajoutant 
272*>,85à  la  température  ordinaire  exprimée  en  degrés  centi- 
grades. 

Propriétés  générales  des  vapeurs.  —  Parmi  les  gaz^qui,  dans 
leurs  applications  industrielles  possibles,  sont  susceptibles  de 
présenter  alternativement,  à  l'état  liquide  ou  solide  et  à  l'état 
gazeux,  gaz  auxquels  nous  restreignons,  comme  je  l'ai  dit,  la 
dénomination  ancienne  de  vapeurs,  la  vapeur  d'eau  est  celle 
qui  a  le  plus  d'importance  à  notre  point  de  vue,  et  c'est  elle 
que  nous  considérerons  spécialement  en  indiquant,  s'il  y  a 
lieu,  les  différences  qui  ont  été  découvertes  récemment  entre 
ses  propriétés  et  celles  de  certaines  autres  vapeurs. 

On  admettait  autrefois,  sans  preuve  expérimentale  suffi- 
sante, que  les  vapeurs  obéissaient  à  peu  près  aux  lois  de 
Mariette  et  de  Gay-Lussac,  et  que,  pour  la  vapeur  d'eau  en 
particulier,  le  coefficient  de  dilatation  a  avait  la  même  valeur 
que  pour  l'air  atmosphérique. 

On  employait  alors,  dans  la  théorie  de  la  vapeur  d'eau,  des 
équations  de  même  forme  que  les  précédentes,  en  tenant 
compte  seulement  de  ce  que  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  par 
rapport  à  l'air  avait  pour  valeur 

0  =::--  0,6225. 

De  la  sorte,  les  équations  (4)  et  (6)  se  trouvaient  remplacées 
III.  a5 
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par  les  suivantes  : 

f^his)  w=  o»^».  8o565      ^ 

(6  bis)  />(/^47»o^3/. 

Seulement,  dans  Féquation  à  trois  variables  (2),  appliquée  à 
la  vapeur  d'eau,  ces  variables  ne  pouvaient  pas  prendre  toutes 
les  valeurs  possibles  satisfaisant  à  cette  équation,  puisque  (ei 
c'était  là  la  partie  connue  avec  le  plus  de  précision  de  l'histoire 
de  la  vapeur)  la  pression  p  atteignait,  pour  chaque  valeur  de 
la  température,  un  maximum  dépendant  uniquement  de  ceue 
température  /,  ce  que  nous  exprimons  par  tz=if(p). 

Pour  achever  ce  qui  se  rapporte  aux  anciennes  lois  rela- 
tives à  la  vapeur  d'eau,  disons  encore  que,  d'après  M.  Re- 
gnault,  la  quantité  de  chaleur  contenue  dans  i  kilogramme 
de  vapeur  à  la  pression  />  et  à  la  température  i  est  donnée 
par  la  formule 

•  ^  =  6o6,5o  -+-  o,3o5/(/>)  -r-  0,475  [f  —fip)]. 

/Vouvelles  recherches  sur  les  vapeurs.  —  Dans  ces  dernière^ 
années,  sous  l'influence  de  nouvelles  Idées  théoriques  dont 
nous  aurons  à  parler  tout  à  l'heure,  une  vive  impulsion  a  été 
imprimée  aux  recherches  théoriques  et  pratiques  relatives  à 
la  vapeur  d*eau.  Nous  citerons  seulement,  parmi  les  étrangers, 
H3I.  Clausius,  Rankine,  Zeuner;  en  France,  M.  G.-A.  Hirn. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  vapeur  saturée. 

Il  résulte  des  travaux  dont  je  viens  de  parler  que  la  vapeur 
saturée  n'obéit  pas  aux  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac, 
c*est-à-dire  que  l'équation  (6  bis)  n'est  point  exacte  d'une  ma- 
nière générale,  bien  qu'on  puisse  l'appliquer  entre  zéro  ei 
i5o  degrés  avec  une  approximation  suffisante  (il  s'agit  tou- 
jours uniquement  de  la  vapeur  saturée). 

M.  Zeuner  a  posé  la  formule  empirique 

(7^  /?i' ==  M  lognép 


100 


D'ailleurs,  si  Ton  construit  la  ligne  donnant  les  valeurs  du 
produit  pv  en  fonction  de  /,  on  trouve  que  cette  ligne  est 
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sensiblement  droite  dans  les  limites  des  pressions  en  usage 
dans  les  machines  à  vapeur. 

On  peut  donc,  dans  ces  limites,  remplacer  l'équation  (7) 
par  une  équation  linéaire  de  même  forme  que  celle  qui  répond 
aux  gaz  parfaits. 

Posons  donc 


p,  =  R'^l,^,j 


et  déterminons  les  coefHcients  en  faisant  usage  des  nombres 
qui  se  rapportent  à  i  et  5  atmosphères. 
On  trouve 

-=41  2°, 82,         R':rr  33,16. 

a 

On  a  ainsi 

a'=  0,0024^, 

nombre  que  Ton  peut  regarder,  si  Ton  veut,  comme  le  coef- 
ficient moyen  de  dilatation  de  la  vapeur  saturée  de  100  degrés 
à  i52",  22. 

Seulement  il  faut  remarquer  que,  quand  on  parle  du  coef- 
ficient de  dilatation  d'un  gaz,  on  sous-entend  toujours  que  ce 
coefficient  répond  à  la  dilatation  du  gaz  sous  pression  con- 
stante; c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu  ici,  puisqu'on  suppose  que  la 
vapeur  reste  saturée. 

Densité  de  la  vapeur  saturée.  —  Dans  l'équation  (  7  ),  rem- 
plaçons/! par  sa  valeur  en  fonction  de  /;  nous  aurons  la  den- 
sité de  la  vapeur  par  la  formule 

1 

Les  nombres  qu'on  obtient  ainsi  pour  w  croissent  un  peu 
plus  vile  que  ceux  qu'on  déduirait  des  lois  ordinaires. 
C'est  ce  qu'indique  le  tableau  suivant  : 


^ 

rALEUBS  DE 

Forn 

«y. 

Température. 

Loi  de  Mariottc. 

aule  de  M.  Zeuner 

5o° 

0,0828 

0,0826 

100 

0,5892 

0,6075 

i5o 

2,4481 

2,6082 

200 

7>>459 

7,8616 
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Fapeurs  surchauffées.  —  Pour  les  vapeurs  surchauffées,  les 
écarts  de  la  loi  de  Mariotte,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre, 
sont  d'autant  moins  grands  que  la  surchauffe  est  plus  consl* 
dérable  et  que  la  vapeur  se  rapproche  plus  de  l'état  gazeux 
parfait. 

Pour  donner  une  idée  de  la  grandeur  des  écarts  dont  il 
s'agit,  je  citerai  les  résultats  numériques  d'une  seule  des  ex- 
périences de  M.  Hirn,  dans  laquelle  la  température  a  été  main- 
tenue constante  et  égale  à  280  degrés  : 


Pression  initiale  p. 

V 

p^ 

1 

^f> 

P^^^ 

64""' 

» 

); 

3a 

2,059 

r,o3o 

16 

2,045 

1 ,022 

8 

2,o3i 

I  ,oi5 

4 

2,018 

1,009 

2 

2,010 

1  ,oo5 

I 

2,002 

1,001 

On  vérifie,  conformément  à  ce  que  M.  Regnault  a  annoncé 
relativement  aux  gaz  liquéfiables,  que  la  compressibilité  crott 
à  mesure  qu'on  s'approche  du  point  de  liquéfaction. 

H.  Hirn  a  appliqué  sa  méthode  de  calcul  à  l'acide  carbo- 
nique, et  l'accord  des  nombres  qu'il  a  calculés  avec  ceux  qui 
ont  été  déterminés  expérimentalement  par  M.  Regnault  est 
extrêmement  remarquable.  (Exposition  analytique  et  expéri- 
mentale de  la  Théorie  mécanique  de  la  Chaleur,  par  G.-A.  Hirn, 
p.  386.) 

Lois  du  mélange  des  gaz  et  des  vapeurs,  —  Nous  n'avons 
rien  de  nouveau  à  signaler  sur  cette  question  au  point  de  vue 
qui  nous  occupe,  et  nous  renverrons  aux  lois  connues  des 
mélanges  des  gaz  et  des  vapeurs,  qui  ont  été  suffisamment 
étudiées  en  Physique. 

Le  tableau  suivant,  extrait  de  l'Ouvrage  de  H.  Zeuner,  est 
utile  dans  la  théorie  des  machines  à  vapeur  : 
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TENSIONS 

TEMPÉRATURE 

VOLUMES 

DENSITÉS 

en  atmosphères 

correspondinta 

I 

P 

/(/>) 

1' 

or  =  -• 

o,a5 

65,35 

6,0926 

0,1641 

o,5o 

3i 

►  7' 

3,i653 

0. 

»3i59 

0,75 

92 

,i5 

3,i588 

Oj 

,4632 

1 

100 

,00 

1,6459 

Oj 

,6075 

1,25 

106 

,35 

1,3338 

Oj 

»7l97 

i,5o 

m, 

^74 

1,1234 

0 

,8901 

1,75 

116, 

.43 

0,9718 

,0290 

2 

120] 

,00 

0,8570 

,1668 

2,25 

124, 

.36 

0,7672 

,3o35 

2,5o 

127, 

,80 

0,6949 

,4390 

2,75 

i3o, 

'97 

0,6354 

,5738 

3 

i33 

»9» 

0,5856 

,7076 

3,25 

i36, 

,66 

0,5432 

,8409 

3,5o 

i39; 

M 

0,5067 

.9735 

3,75 

i4i, 

68 

04749 

2, 

1057 

4 

,44 

,00 

0,4471 

2, 

,2366 

4,25 

•  i46 

^«9 

0,4224 

2, 

3674 

4,5o 

i48, 

►  29 

o,4oo4 

a, 

4975 

4»75 

lOOj 

.29 

o,38o6 

2, 

,6274 

5 

l52, 

»22 

0,3627 

2j 

.757» 

5,25 

i54, 

06 

0,3465 

2] 

,8860 

5,5o 

455, 

84 

o,33i8 

3, 

0139 

5,75 

157, 

56 

o,3i83 

3, 

»'4'7 

6 

«59, 

22 

o,3o58 

3, 

2701 

6,25 

160, 

,82 

0,2944 

3, 

0000 

6,5o 

162, 

38 

0,2838 

3, 

0000 

6,75 

i65, 

,88 

0,2740 

3, 

6i96 

7 

i65, 

,35 

0,2648 

3, 

7765 

7,25 

166, 

ni 

0,2563 

3, 

r90ï7 

7,5o 

168, 

,i5 

•    0,2484 

4. 

0274 

7>7^ 

169, 

,5o 

0,2404 

4. 

,  i528 

8 

170 

.81 

0,2338 

4, 

2771 

8,25 

'73, 

>og 

0,2271 

4. 

4o34 

8,5o 

173, 

.34 

0,2209 

4, 

5269 

8,75 

«74) 

.^7 

o,2i5o 

4, 

,65i2 

9 

175, 

77 

0,2094 

4. 

,7756 

9,25 

176 

.94 

0.2042 

4= 

,8972 

9,5o 

178 

fOg 

0,199» 

5 

,0226 

9»75 

>79 

►  21 

0,1944 

5 

,1440 

10 

180, 

.3i 

0,1899 

5 

,2659 
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Un  gaz  qui  sort  d'un  réservoir  n'esi  pas  dans  les  mêmes 
conditions  qu*un  liquide  s'écoulant  par  le  même  orifice.  En 
effet  la  pesanteur  ne  joue,  pour  ainsi  dire,  aucun  rôle  dans 
les  phénomènes  de  l'écoulement  des  gaz;  il  faut  un  excès  de 
pression,  auquel  correspond  nécessairement  un  accroisse- 
ment de  densité,  en  vertu  de  la  compressibilité  des  fluides 
élastiques,  pour  forcer  un  gaz  à  passer  d'un  réser\'Oir  dans  un 
autre  ou  dans  l'air  atmosphérique. 

Il  suit  de  là  que,  au  moment  où  le  gaz  s'échappe,  il  se  dé- 
tend, et  il  se  passe,  dans  les  environs  de  l'orifice,  un  phéno- 
mène complexe  dont  les  lois  n'ont  peut-être  pas  encore  été 
suffisamment  étudiées  par  l'expérience. 

Les  choses  sont  encore  bien  plus  compliquées  quand  il 
s'agit  d'une  vapeur.  En  effet  on  sait  que  la  détente  brusque 
d'un  gaz  est  généralement  accompagnée  d'un  refroidissement. 
Cet  abaissement  de  température  dépend  d'ailleurs  d'un  grand 
nombre  de  circonstances,  et  il  y  a  lieu  de  se  demander  s'il  ne 
pourra  pas,  dans  certains  cas,  amener  la  condensation  partielle 
de  la  vapeur. 

Bornons-nous,  pour  le  moment,  à  donner  les  formules  qui 
permettent  de  calculer  la  dépense  qui  se  fait  par  un  orifice 
donné,  sous  l'influence  d'un  excès  de  pression  connu. 

On  trouve,  dans  plusieurs  auteurs,  une  théorie  basée, 
coipme  la  théorie  analogue  relative  aux  liquides,  sur  le  théo- 
rème des  forces  vives.  On  considérait  la  détente  du  gaz 
comme  se  faisant  d'une  manière  graduelle  et  continue,  de- 
puis le  réservoir  jusqu'au  point  de  sortie,  et  l'on  tenait 
compte,  dans  l'établissement  de  l'équation,  du  travail  déve- 
loppé par  rexpansion  du  gaz. 

En  supposant  la  température  invariable,  ce  qui  n'est  pas 
exact,  on  arrivait  à  une  formule  logarithmique  due  à  Navier, 
et  applicable  seulement  à  de  faibles  différences  de  pression. 
On  introduisait  naturellement  dans  cette  formule  un  coeffi- 
cient de  correction  à  déterminer  expérimentalement. 

Mais  l'expérience  ne  confirme  pas  en  général  l'hypothèse 
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fondamentale  de  la  théorie  de  Navier,  celle  de  la  détente  du 
gaz  dans  le  réservoir. 

MM.  Pecqueur  et  Poncelet,  dans  un  travail  présenté  à  TAca- 
demie  des  Sciences  le  21  juillet  i845,  ont  montré  que  les  gaz 
s'écoulent  comme  les  liquides,  en  conservant  à  la  sortie  la 
densité  qu'ils  avaient  dans  le  réservoir  et  se  détendant  seule- 
ment quand  ils  sont  arrivés  dans  l'air  atmosphérique.  Les 
formules  que  nous  avons  trouvées  pour  les  différents  cas  de 
l'écoulement  des  liquides  s'appliquent  aux  cas  correspon- 
dants de  l'écoulement  des  gaz,  aux  coefQcients  près. 

Cas  d'un  orifice  en  mince  paroi.  —  Le  volume  du  gaz  qui  - 
s'écoule  en  une  seconde,  volume  rapporté  à  la  pression  exté- 
rieure, est  donné  par  la  formule 

(I)  Q--..mA^c, 

m  étant  un  coefficient  de  contraction.  En  introduisant  la  va- 
leur de  f,  il  vient 


-/'•, 


p  —  Pu  étant  la  pression  motrice  et  xs  le  poids  du  mètre  cube 

de  gaz  contenu  dans  le  réservoir,  de  sorte  que  ^ — ^  repré- 

sente  la  charge  estimée  en  hauteur  de  gaz.;  c'est  la  quantité 
que  nous  désignions  par  h  dans  le  cas  des  liquides. 
Éliminons  m  au  moyen  de  l'équation 

p=i  Kcj(i  -\-at), 

et  faisons  passer  le  terme  ^  sous  le  radical,  il  vient 

P* 


(3)  Q  =  mAy/2grK^(^i^-ij(i-o,oo4/}i 

en  prenant  o,oo4  pour  le  coefficient  de  dilatation  de  l'air  or- 
dinaire. 

Il  reste  encore  à  déterminer  le  coefficient  m  dans  les  limites 
qui  correspondent  aux  exigences  de  la  pratique. 
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On  s'est  servi  longtemps  des  coefficients  donnés  par  Girard 
et  d'Aubuisson,  comme  résultant  d'expériences  faites  sous 
d'assez  faibles  différences  de  pression. 

Dans  les  expériences  plus  précises  de  MH.  Poncelei  et  Pec- 
queur,  la  différence  de  pression  a  été  poussée  jusqu'à  une 
valeur  égale  à  celle  de  la  pression  extérieure.  *Ii  résulte  de 
ces  expériences  que  le  coefficient  m  diminue  quand  l'excès 
de  pression  augmente,  exactement  comme  dans  le  cas  des 
liquides. 

On  a  en  effet,  la  contraction  étant  complète, 


P-I'a 

/-•. 

0y003pa 

0,71 

0,010 

o,65 

o,o5o 

o,58 

1 ,000 

o,56 

MH.  Wantzel  et  de  Saint -Venant  foni  croître  ce  même  coef- 
ficient avec  la  pression  (*). 

Écoulement  des  vapeurs.  —  Quand  une  vapeur,  traversant 
un  orifice  en  mince  paroi,  s'écoule  d'un  réservoir  à  la  pres- 
sion p  dans  un  second  réservoir  dont  nous  continuerons, 
pour  conserver  nos  notations,  à  désigner  la  pression  par  /i«, 
les  expériences  les  plus  récentes,  contrairement  à  l'hypo- 
thèse de  Navier,  indiquent  l'absence  de  toute  détente  inté- 
rieure et  établissent  que,  tout  comme  l'air,  la  vapeur  s'écoule 
à  peu  près  comme  un  liquide,  la  détente  se  produisant  seule- 
ment dans  le  second  réservoir. 

Cette  délente,  dans  le  cas  d'un  gaz,  est  accompagnée  d'un 
refroidissement  bien  sensible,  de  sorte  que,  pour  de  la  vapeur 
d'eau  saturée,  mais  sèche,  on  doit  s'attendre  à  des  condensa- 
tions aussitôt  après  la  sortie  de  l'orifice. 

L'expérience  vérifie  ces  présomptions  :  on  aperçoit  distinc- 
tement le  jet  sous  la  forme  d'un  cône  trouble  dont  la  base  a 
le  diamètre  de  Torifice,  et  qui  va  se  rétrécissant  en  vertu  du 
phénomène  de  la  contraction.  En  même  temps  la  vitesse  aug- 


(•)  Journal  de  l* École  Polytechnique,  i;*  Cahier,  1839;  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  X.  XVII,  184:^. 


CHÂPITRB  IT.  —    MOUTBMBlfT   DES   FLUIDES   tLASTIQlJBS.       3^ 

mente  et  alteint  un  maximum  qui,  d'après  M.  Zeuner  (')>  a  les 
valeurs  suivantes  : 


p 

P-Pa 

Ci 

■o333 

ioii.i 

V 

2=«"' 

•  atin 

482 

3 

2 

607 

4 

3 

682 

5 

4 

734 

6 

5 

775 

n 

4 

6 

809 

8 

7 

835 

9 

8 

828 

10 

9 

8:9 

II 

lO 

897 

12 

II 

913 

Quand  la  vapeur,  saturée  à  12  atmosphères  et  à  la  tempéra- 
ture de  188% 4i>  tombe  ainsi  brusquement  à  i  atmosphère  au 
moment  où  elle  a  atteint  sa  vitesse  maxima,  elle  contient 
0,1 36  d'eau  condensée  et,  par  conséquent,  0,864  de  vapeur  à 
1  atmosphère  et  à  100  degrés.  Lorsque  ensuite  la  vapeur  a 
perdu  sa  vitesse  en  chocs  et  frottements  dans  le  réservoir, 
non-seulement  l'eau  condensée  s'évapore,  mais  encore  la 
vapeur  se  surchauffe  et  atteint  i55  degrés.  Aussi,  au  delà  du 
cône  trouble  dont  nous  avons  parlé,  le  jet  devient-il  diaphane 
et  invisible  comme  l'air. 

Quant  au  coefficient  de  contraction,  des  expériences  de 
MM.  Minary  et  Resal,  lesquelles  ont  porté  sur  des  différences 
de  pression  beaucoup  plus  considérables  que  celles  relatives 
à  l'air  dont  nous  avons  parlé,  ont  confirmé  le  fait  de  la  dimi- 
nution de  m  pour  des  charges  de  plus  en  plus  fortes,  en  don- 
nant pour  m  les  valeurs  suivantes,  /?«  étant  supposé  constant 
et  égal  à  la  pression  atmosphérique  : 


(*)  Dos  Locomotif en- Blasrohr;  Zurich,  i863. 
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P-Pa 

itt 

0 

0,617 

o,556 

2 

3 

4 

0,494 
o,463 

0,443 

Ajutages  cylindriques.  —  En  continuant  à  appliquer  aux 
gaz  les  lois  théoriques  et  expérimentales  démontrées  pour  les 
liquides,  nous  ferons  usage,  dans  le  cas  de  l'écoulement  par 
un  court  ajutage  cylindrique,  d'une  formule  analogue  à  la  pré- 
cédente, en  remplaçant  seulement  le  coefGcieut  de  contrac- 
tion m  par  un  coefficient  d'un  autre  genre,  que  nous  représen- 
tons par  la  lettre  fx,  et  qui  est  lié  à  m  par  la  formule  théorique 


f*  = 


\/-U-) 


Pratiquement,  pour  tenir  compte  de  la  différence  entre  le 

coefQcient  calculé  o,85  et  le  coefDcient  expérimental  0,8a, 

nous  prendrons 

0,95 


/*  = 


v/-U-)" 


Des  buses  coniques.  —  En  général,  on  emploie  pour  les  gaz 
des  ajutages  légèrement  coniques,  ou  buses.  Les  expériences 
de  MM.  Minary  et  Resal,  dont  j'ai  déjà  dit  quelques  mots,  ont 
porté  aussi  sur  l'écoulement  de  la  vapeur  par  une  buse  de 
4^  millimètres  de  long.  Le  diamètre  à  la  base  était  de  i5  milli- 
mètres, 3  y  millimètres  à  la  sortie.  La  contraction  à  l'entrée 
ayant  été  supprimée,  voici  les  valeurs  du  coefficient  mu.  : 


r-p 


Pa 

H%   Uk, 

0,5 

0,712 

I 

0,602 

2 

o,538 

3 

o,5o3 

4 

0,484 
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Ces  coefficients  sont  très- notablement  inférieurs  à  ceux 
que  d'Aubuisson  avait  déduits  de  ses  expériences  (0,9126»  en 
moyenne,  pour  les  ajutages  cylindriques,  0,94  pour  une  coni- 
cité  de  i^  degrés). 

Des  conduites  de  gaz.  —  Dans  le  cas  de  l'écoulement  du 
gaz  dans  les  tuyaux,  on  appliquera  la  même  formule  que  pour 
les  liquides,  pourvu  toutefoisque  la  température  du  gaz  n'é- 
prouve pas  une  variation  considérable,  ce  qui  est  bien  loin 
de  se  réaliser  dans  la  pratique.  Seulement  on  admet,  pour  le 
ras  des  gaz,  que  la  perte  de  charge  due  au  frottement  est  sen- 
siblement proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse,  de  sorte 
qu'on  a  simplement 

T  ('2 

4  '  g 

Donc  la  perte  de  charge  due  au  frottement  pour  une  lon- 
gueur L  est 

donc  la  charge  totale  h  est  égale  à  la  perte  de  charge  due  à  la 
contraction  à  Torificc,  augmentée  delà  perte  de  charge  due 
au  frottement,  de  sorte  qu'on  a 

donc  on  a  

;3  est  égal  à  o,oo3(')  et  M  est  donné  en  fonction  de  m  par  la 
formule 


^-"4'-(i-0](' 


) 


Toutes  ces  formules  ne  sont  plus  applicables  quand  on  a 


;^)  Navier,  d'^tprès  les  expoiiciicc!»  de  d'Aubuisson,  admet,  O,oo3a4. 
*,   f'ofr  la  théorie  des  ujuta{;es  cylindriques. 
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(les  conduites  d'une  grande  longueur.  Dans  ce  cas,  en  elTet,  il 
n'est  plus  permis  de  supposer  la  température  di  gaz  invariable. 
Souvent  aussi,  pour  certaines  opérations  méullurgiques,  on 
interpose  en  un  certain  point  de  la  conduite  d*air  un  appareil 
à  air  chaude  qui  change  plus  ou  moins  brusquement  la  tem- 
pérature et  la  densité  du  gaz. 

Dans  les  mines,  on  a  besoin  d'entretenir  un  courant  d'aii 
très-actif, afm d'enlever  l'air  vicié  parla  respiration  des  hommes 
et  des  animaux  et  la  combustion  des  lampes,  ainsi  que  les  gaz 
irrespirables  qui  se  dégagent  du  charbon.  La  section  du  cou- 
rant d'air,  les  obstacles  qu'il  doit  franchir,  la  tempéraiuro 
ambiante  varient  d'une  manière  dont  il  est  fort  difficile  d'ap- 
précier l'influence. 

Enfin,  même  en  faisant  abstraction  des  causes  extérieures 
d'échauflement,  on  sait  depuis  longtemps  que  la  compression 
de  l'air  dégage  de  la  chaleur,  que  la  détente  est,  au  con- 
traire, généralement  accompagnée  d'un  refroidissement.  Plu- 
sieurs expérimentateurs  ont  cherché  les  lois  de  ces  phéno- 
mènes calorifiques;  ils  n'ont  pas  tardé  à  reconnaître  qu'il  \ 
avait  bien  des  précautions  à  prendre  si  l'on  voulait  obtenir  des 
résultats  comparables,  et  que  le  dégagement  ou  Tabsorpiion 
de  chaleur  était  lié  de  la  manière  la  plus  intime  au  travail  de< 
forces  agissant  sur  le  gaz  expérimenté. 


FIN. 
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